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Vorwort zur deutschen Ausgabe 

v Im ersten Band dieses sowjetischen Lehrbuohes werden die Grundlagen der* 
Festigkeitslehre behandelt. Der Stoff beginnt mit den Grundbegriffen der 
Materialfestigkciten und endet hei den dynamischen Problemen des elastischen 
Stoßes. Den statischen Problemen der Formänderungen infolge Druck, Zug, 
Biegung und Verdrehung wird ein breiter Raum eingeräumt. 

In über 60 Berechnungsbeispielen wird bei fast allen Kapiteln dem Lesor die 
Nutzanwendung des behandelten Stoffes aufgezeigt, wobei durch die reichliche 
Illustrierung des Textes die allgemeine Verständlichkeit weitgehend erhöht wird. 

Bereits mit der im Jahre 1952 herausgegebenen ersten deutschen Auflage fand 
das vorliegende Werk wegen seines außerordentlich hohen wissenschaftlichen 
Niveaus bei den Fachleuten dieses Gebietes große Beachtung und vollste An¬ 
erkennung. Die erste Auflage war deshalb auch schnell vergriffen, so daß eine 
zweite Auflage als unveränderter Neudruck nach folgen mußte. 

Um der sich steigernden Nachfrage und den Wünschen vieler Leser gerecht zu 
werden, erscheint nunmehr eine neubearbeitete dritte deutsche Auflage. 

Zum besseren Verständnis für den deutschen Leser wurde dio Darstellungsweise 
einer Reihe von Abbildungen unter Beibehaltung des Inhalts deutschen Normen 
entsprechend abgeändert und der Text unter Wahrung der Übersetzungs¬ 
genauigkeit mehr dem deutschen Ingenieursprachgebrapch angepaßt. Das Sach¬ 
verzeichnis wurde auf über 2000 Stichworte erweitert und dom Inhaltsver¬ 
zeichnis ein Verzeichnis der Berechnungsbeispiele nachgesetzt. 

Mit dem Erscheinen der dritten deutschen Auflage ist dor Verlag bemüht, den 
Ingenieuren und Technikern des Maschinenbaues und der Bauindustrie zum, 
Zwecke ihrer besonderen Forseliungs-, Entwicklungs- und Projektierungsarbeiten 
aus dem Aufgabenbereich des Aufbaues unserer deutschen Heimat einen unent¬ 
behrlichen Ratgeber in die Hand zu geben. Den Studenten dieses Fachgebietes 
soll dieses Werk ein wertvoller Leitfaden bei ihrem Studium sein. 

Berlin, im November 1954 ' VEB Verlag Technik 


Vorwort zur vierten deutschen Ausgabe 

Die vierte deutsche Ausgabe ist ein im wesentlichen unveränderter Nachdruck 
der dritten Auflage. 


Berlin 1960 
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Vorwort der Originalausgabe 

io erste Auflage dieses Lehrbuches ist in zwei Teilen in den Jahren 1935 und 
erschienen; die zweite wesentlich umgearbeitete und mit vielen Zusätzen aus- 
ittete Auflage wurde Endo 1940 herausgegeben. 

e Notwendigkeit, ein dem Programm des Ministeriums für Hoohschul- 
mg entsprechendes Lehrbuch zu schaffen, erforderte vom Verfasser eine 
ntliche Umarbeitung des' Lehrstoffes und seine Herausgabe wiederum in 
Teilon, jedoch nach einem von der ersten Auflage abweichenden Prinzip. 
?rste Teil umfaßt den Stoff, der etwa dem Hauptprogramm des Ministeriums 
Hochschulbildung entspricht und für alle technischen I-Ioohschulen obli- 
"isoh ist. Der zweite Teil enthält die Behandlung schwierigerer Abschnitte, 
um Teil zur zweiten Auflage gehörten und zum Teil neu hinzugefügt werden. 
Inhalt des zweiten Teils ist einerseits auf die Beleuchtung der Fragen 
stellt, die in den Programmen der verschiedenen Technischen Hochschulen 
ich ihren Spezialgebieten enthalten sind (wie dies durch die Ergänzungs- 
mitte im Programm des Ministeriums für Hochschulbildung vorgesehen ist), 
srersoits werden in diesem Teil Fragen angeschnitten, die sonst nicht in die 
ramme der Festigkeitslehre aufgenommen worden sind, jedoch in der Praxis 
Entwerfen und Berechnen von Ingenieur-Aufgaben von Interesse sind. 
!u gehören die Theorie der dünnwandigen Balken, elementare Angaben aus 
'lastizitätstheorie, schwierigere Aufgaben über das stabile Gleiohgowicht im 
sehen sowie im plastischen Bereich, die Berechnung der Platten, die 
■entration der Spannungen und andere Fragen. 

igen, die jetzt in dem ersten Teil des Lehrbuohes aufgenommen sind, 
len mehr als zwei Drittel des Umfanges der vorherigen Auflage ein, und die 
,sser mußten viel Arbeit für die Kürzung des Umfanges des Buches leisten, 
ttirzung wurde durch das Fortlassen einiger Beispiele, durch Übernahme 
)r Fragen in den zweiten Teil des Lehrbuches und endlich durch Um- 
tung der Darlegungen in eine gedrängtere und kürzere Form erroiolit. 
Endergebnis der obenerwähnten Neuverteilung des Stoffes hat das Lehr- 
einen konzentrierteren Aufbau erhalten. 

ersten Teil des Lehrbuches sind die Abschnitte 1, 11 und 12 sowio die 
<el 3,01 bis 3.09 und das Kapitel 8.5 von M. M. Filonenko-Boroditsch, die 
mitte 4, 5, 6, 9 und 10 sowie die Kapitel 2.12 bis 2.15 und 3.10 bis 3.12 
. M. Isjumow, die Kapitel 2.01 bis 2.11, 2,15 und 2.16 und das Kapitel 11.3 
LA. Olissow und die Abschnitte 7 und 8 von I. N. Kudrjawzew vorfaßt 
in. L. I. Malginow hat bei der Abfassung des ersten Teiles nicht mitgewirkt. 
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Einleitung 

Beim Entwerfen eines Bauwerks oder einer Masohino hat der Ingenieur eine 
Vielzahl von verschiedenen Fragen zu lösen, die mit der späteren Verwirklichung 
des Projekts Zusammenhängen. Diese Fragon sind eng verbunden mit einer Reihe 
von Wissenschaften physikalischen Charakters: Mit der Physik, Chemie und 
Mechanik, mit denen sich der Ingenieur oft zu beschäftigen hat; Bie behandeln und 
lösen viele Aufgaben, die in der Technik eine wichtige Rollo spielen. Die Zahl 
solcher Aufgaben ist mit der Entwicklung derTechnik außerordentlich gewachsen, 
wobei in vielen Fällen besondere, für die Ingenieur-Praxis geeignetere Mothoden 
zu ihrer Lösung entwickelt wurden. 

Derartige Aufgaben bildeten den Inhalt neuer, sogenannter technischer oder 
Ingenieur-Fächer, die sich hauptsächlich im XIX. Jahrhundert von der Mechanik, 
Physik und Chemie schieden. Zu den wichtigsten dieser Fächer gehören: Die 
Festigkeitslehre, die Theorie der Mechanismen, die Theorie der Bauwerke (die 
Baustatik), die Wärmetechnik, die Elektrotechnik, die Chemoteohnik und andere; 
diese Fächer, sind mit der Physik, Chemie und Mechanik verwurzelt; dio Ziele 
dieser Fächer und die Methoden, derer sie sich bedienen, sind auf die von der 
Technik gestellten Forderungen abgestellt. 

Duroh den Fortschritt der Teohnik ist unmittelbar auch der Fortschritt der 
technischen Fächer bedingt. Über die technischen Fächer dringen die Physik, 
Chemie und Mechanik in die Technik ein und fördern ihre Entwicklung; die 
technischen Fächer durchdringen aber auch umgekehrt die allgemeinen theore¬ 
tischen Fächer, indem sie ihnen neue Aufgaben stellen und hierdurch oft den 
Antrieb zur Entwicklung neuer Methoden in diesen Fächern geben. 

In den technischen Fächern, die sich auf die Mechanik stützen, kommt natürlich 
ein mohr odor weniger weit entwickelter mathematischer Stoff zur Anwendung. 
Auf diese Weise wird auch die Mathematik, eine der abstraktesten Wissen¬ 
schaften, herangezogen und die enge Verbindung und gegenseitige Abhängigkeit 
geschaffen, die zwischen den theoretischen und angewandten Wissenschaften 
besteht. Die vollständigste Charakteristik über die Festigkeitslehre kann eben erst 
auf Grund dieser gegenseitigen Abhängigkeit gegeben worden. 

Die Festigkeitslehre bofaßt sioh mit Festigkeitsbereohnungen von Bauwerks¬ 
und Maschinenteilen. Soweit es Bich hierbei um reale physikalische Körper 
handelt, ist es notwendig, ihre physikalischen Eigenschaften zu berücksichtigen 
und daher eine Reihe von Angaben aus der Physik zu entnehmen. Jeder Bau¬ 
werks- oder Maschinenteil steht unter der Wirkung anderer Teile, und es ist not¬ 
wendig, diese Wirkung durch Kräfte auszudrücken, d. h. man muß die theo¬ 
retische Mechanik heranziehen. 

Die realen Körper ändern unter der Wirkung der Kräfte mehr oder weniger 
stark ihre Form, d. h. sie verformen sich. Die Formänderung des Körpers steht 
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in enger gegenseitiger Abhängigkeit von den auf ihn wirkenden Kräften; diese 
Abhängigkeit spiegelt sehr wichtige physikalische Erscheinungen wider, die sich 
bei der Wirkung der Krafto auf den Körper ergehen; sie kann auch nicht in der 
Festigkeitslehre übergangen worden. Hierbei muß man daher auf die Methoden 
der Elastizitätstheorie zurückgreifen, einer Wissenschaft, die — am Anfang des 
XIX. Jahrhunderts entstanden — diese Abhängigkeit bei elastischen und 
plastischen Körpern genau untersucht. 

Die Theorie der Formänderung plastischer Stoffe unter der Einwirkung von 
Kräften nahm ihren Anfang im XIX. Jahrhundert, sie entwickelte sich jedoch 
erat stärker im jetzigen Jahrhundert und besonders in den letzten Jahren. Jetzt 
hat sie sich als besondere Lehre mit der Bezeichnung „Plastizitätstheorie“ 
abgesondert. Die sowjetischen Gelehrten haben auch viel zur Entwicklung der 
Plastizitüt3theorie boigetragen, so daß sie heute in einer Form vorliegt, die dem 
Ingenieur das Lösen wichtiger Aufgaben ermöglicht 1 ). 

Einige Annahmen und Vereinfachungen, die in der Festigkeitslehre zur 
Erleichterung beim Lösen von Aufgaben üblich sind, stützen sich auf ge- 
nauero Lösungen der Elasiizitätstheorie; diese Lösungen können wegen ihrer 
Kompliziertheit nicht in einem Lehrbuch für Festigkeitslehre gebracht worden, 
und es isL notig, wenigstens auf sie Bezug zu nehmen; in ähnlichen Fällen werdon 
aber auch Ergebnisse, die an sich für die unmittelbare praktische Anwendung 
wichtig sind, ohne Beweis angeführt. Die wachsenden Anforderungen in bezug auf 
Vollständigkeit und Gründlichkeit der Ingeniourherechnungen führen dazu, daß 
die Methoden der Elasiizitätstheorie sich weitere Rechte auf ihre Benutzung in 
Fragen der Festigkeitslehre erobern. Fragen dieser Art werden im zweiten Teil 
des vorliegenden Lehrbuches behandelt. 

Das eben Gesagte charakterisiert hauptsächlich den theoretischen Teil der 
Festigkeitslehre; ihr experimenteller Teil ist von nicht geringerer, wenn nicht 
sogar von größerer Bedeutung als der theoretische Teil. Dor experimentelle Teil 
der Fcsligkoitslehre verfolgt folgende Ziele: 

a) Das »Studium rler Zerstörungscrschoinungen des Materials unter der Ein¬ 
wirkung der an ihm angebrachten Krüflo und hierbei die Festlegung des 
Einflusses der Temperatur und der chemischen Faktoren; 

h) die Erlangung von Kennzeichnungen des Materials, dio für don Aufbau der 
Theorie der Festigkeitsberechnungen auf Grund von Versuchen erforderlich 
sind; 

c) die Überprüfung der auf Grund der Theorie durchgoftthrten Festigkeits- 
horoejmuiigen hinsichtlich ihrer Übereinstimmung mit den tatsächlichen 
Erscheinungen, die in Maschinen- und Bauwerkstcilen vor sich gehen. 

Wie in der Physik, Chemie und einer Reihe anderer Wissenschaften ist das 
Experiment für den Übergang zur Lösung der gestellten theoretischen Aufgabe 
notwendig, es ist aber auch notwendig nach Beendigung dieser Lösung. Das 
Experiment isL erforderlich für dio Feststellung physikalischer Gesetze, die dor 
Lösung zugrunde gelegt werden, und auch für die Überprüfung der erhaltenen 
Lösung, die immer nur angenahert ist, da die Theorie nicht gleichzeitig und mit 


•} IIInvYoI'so mit dieso Arbeiten werden später an don entsprechenden Stellen des Lehrgangs gegeben. 
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ausreichender Genauigkeit (ausreichend tief) alle komplizierten Erscheinungen 
berücksichtigen kann, die in realen physikalischen Körpern durch Einwirkung 
von Kräften vor sich gehen. Die Theorie kann nur dann auf einen Erfolg und die 
praktische Anwendbarkeit rechnen, wenn sie alle jeno Haupt-momento gut 
berücksichtigt, welche die der Untersuchung obliegende Erscheinung bestimmen, 
und wenn sie all das fortläßl, was die Lösung der Aufgabe erschwert und keinen 
wesentlichen Einfluß auf das Endergebnis hat. Das Experiment muß feststollen, 
ob die Theorie zu trifft oder nicht. 

Das Gesagte zeigt, inwieweit der experimentelle und der tlieurelischo Teil der 
Festigkeitslehre eng miteinander verbunden sind: Eine Theorie kann nicht ohne 
Experiment aufgebaut werden; umgekehrt gilt, daß das Experiment seine Ziel¬ 
strebigkeit und Klarheit verliert, wenn die Theorie keine klare Frage stellt mul 
nicht angibt, in welcher Richtung eine Antwort zu erwarten int; auch muß 
angegeben werden, was unbedingt zürn Versuch gehören soll und was aus¬ 
geschlossen oder nach Möglichkeit vermieden werden soll, 

I)io ersten Versuche, die der Festigkeitslehre zugrunde gelegt wurden, gehören 
dem XVII. und XVIII, Jahrhundert an; sie wurden von hervorragenden 
Physikern durchgeführt: Von Galilei , llooke , Marione, Duhamel , Coulomb u. a. 
Versuche zur Prüfung der Materialoigensclmflen sind jedoch in großem Umfange 
erstmalig iu^XIX. Jahrhundert von Tredgold und Tdford durchgofüln’t worden, 

Die Entwicklung des Maschinen- und Eisenbnhnluuioa im XIX”. Jahrhundert 
«feilte große Anforderungen an die Beroclmungsthccrie der Einzelteile der 
Maschinen und Bauwerke und auch an die hiermit verbundenen Prüfungen der 
Eigenschaften der Metalle und anderer Baustoffe. All dies führte zur Errichtung 
besonderer Material-Prufungslaboratorion oder „mechanischer Luborutorieid’ *)♦ 
Ganze Netze solcher Laboratorien sind zur Zeit in der UdSSR iiml auch im 
Ausland sehr stark entwickelt. Die Laboratorien verfügen über sehr verschieden¬ 
artige und komplizierte Ausrüstungen, die es ermöglichen, die. Pt'iifproben einer 
Belastung von einigen Kilogramm bis manchmal zu zweitausend Tonnen (das 
bedeutet ein Gewicht von etwa 20 schweren Lokomotiven) zu unterwerfen. Dort 
gibt es auch sehr genaue Geräte, diu es gestatten, geringfügigste Abmessung^" 
ändernngen der Proben (weniger als 1 Mikron — 0,001 mm) fostzusUdleu. Als 
Ergebnis der Arbeiten der mechanischen Laboratorien ist eine umfangreiche 
Literatur über die Prüfung der Eigenschaften der Materialien und über deren 
Verhalten unter der Einwirkung dar angebrachten Kräfte entstanden. In diesem 
hauptsächlich Bereehnungsfragen gewidmeten Buch ist der oxpcriineiiteüen 
Seite nur wenig Platz oingeräumt worden, und es sind mir die wichtigsten 
Angaben gemacht, die zum Verstehen der Festigkeitslehre heim ersten Studium 
notwendig sind. 

Es muß jedoch daran gedacht worden, daß der Ingenieur hei der weiteren Ent¬ 
wicklung und Benutzung der hier gesammelten Kenntnisse und bei praktischen 
Anwendungen sein Wissen über die Eigenschaften der zur Verwendung kommen¬ 
den Materialien und der zu entwerfenden Konstruktionen vorvollkonmion. muß, 
um nicht Fehler zu begehen, die Störungen oder sogar einfach eine .schlechte Aus¬ 
führung der Bauwerke und Maschinen zur Folge haben. 

>) DU’ llezciehmmg ,.nii > i*h.uiis<*lii" eiidellen diese L.iliooilnrlcn zwo Unlcrsilih-d von den ein* 
mischen l.nhonUoilen, die sich ohciitntls mit der Mnicii;il|>iufun» hehil.Iteii, Jedm-Ii hinsichtlich der 
chemischen Zustmnnonset/im;'. 
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Einleitung 


Aus dom Studium der physikalischen Eigenschaften der Materialien, die von 
ihrer Struktur und chemischen Zusammensetzung abhängon, hat sich ein großes 
Spezialgebiet der Wissenschaft entwickelt. Die hier zur Ausführung kommenden 
Prüfungen haben sich die Erhöhung der Festigkeit und der Widerstandsfähigkeit 
der in der Industrie zur Anwendung kommenden Materialien sowie die Erlangung 
höherer Wirtschaftlichkeit zum Hauptziel gesetzt. Die mechanischen Eigen¬ 
schaften der Materialien werden ausführlicher im zweiten Teil des Lehrbuches 
beleuchtet. 

Hiermit wird die Charakteristik der Festigkeitslehre beendet. Im folgenden 
(ersten) Abschnitt wird die Methode behandelt, die zur Lösung von Aufgaben 
dient, die sich bei der Beurteilung der Festigkeit und Standsicherheit von Bau¬ 
werks- und Maschinenteilen ergeben. 



1 Aufgaben der Festigkeitslehre. Grundbegriffe 

1.1 Wirkung (1er Kräfte auf physikalische Körper 

Formänderungen und ihr Zusammenhang mit den Kräften ( 

A. Jeder feste Körper ändert unter der Einwirkung von Kräften seine Form 
oder deformiert sich. So wird sich z, B. oin senkrechter Stab unter der Ein¬ 
wirkung eines an ihm angehängten Gewichtes dehnen; ein auf Auflagern liegender 
Balken wird sich infolge seines Eigengewichtes und der auf ihm ruhenden 
Belastung durchbiegen. 

Die Formänderung ist ein geometrischer Begriff. Betrachtet man sie von dieser 
Seite aus, so könnon wir eine geometrische Theorie der Formänderungen auf¬ 
bauen. Man kann sich also mit Fragen befassen, die sich auf Formänderungen 
von Linion, geometrischen Figuren und Oberflächen beziehen. Ähnliche Aufgaben 
spielen in der Geometrie der Gegenwart eine bedeutende Rolle. 

Beim Studium der Kräftewirkung auf feste physikalische Körper genügt 
allerdings die Betrachtung der Erscheinung allein von der geometrischen Seite 
her nicht: Der Charakter und die Größe der Formänderung hängen sowohl von 
den auf den Körper wirkenden Kräften als auch von den physikalischen Eigen¬ 
schaften des Körpers selbst ab. 

Wenn wir zwei Stäbe von vollständig gleichen Abmessungen (Bild 1, a und b) 
nehmen und an diese gleichgroße Gewichte P hängen, so brauchen sich diese, 
allgemein gesagt, nicht unbedingt gleichmäßig zu ver¬ 
längern, da die Verlängerung vom Material abhängt, aus 
dem der Stab gefertigt ist. Angenommen, wir haben z. B. 
zwei Stäbe, einen aus Stahl und einen aus Gummi, von 
je 1 m Länge und jo 1 cm 2 Quersohnittsfläche. Hängen 
wir an diese je ein Gewicht von \ kg, dann wird sich der 
Gummistab etwa um 20 mm verlängern, der Stahlstab 
jedoch nur um etwa J /zooo mm. Hieraus folgt, daß die Form- 
önderung der festen Körper eine physikalischo Erscheinung 
ist, die mit den physikalischen Eigenschaften des ge¬ 
gebenen Körpers eng verbunden ist. 

Mit den physikalischen Eigenschaften der Materialien, 
die im Bauwesen zur Anwendung kommen, werden wir uns 
im folgenden ausführlicher beschäftigen. Hier vormerken 
wir lediglich, daß viele Materialien mehr oder weniger die 
Eigenschaft der Elastizität besitzen, d. h. sie verformen sich etwas unter der Ein¬ 
wirkung der angebrachten Kräfte, doch nach der Entfernung letzterer nehmen 
sie wieder ihre ursprüngliche Form an und ihr ursprüngliches Volumen ein. Die 



Bild 1 



Aufgaben der Festigkeitslehre. Grundbegriffe 


IJnstizität ist eine sehr wichtige Eigenschaft der Materialien, die weitgehend im 
lauwesen und im Maschinenbau ausgenutzt wird. 

Viele feste Körper verformen sich seihst unter der Einwirkung großer Kräfte 
ur äußerst geringfügig. Bei vielen Aufgaben, die sich auf derartige Körper 
eziehen, ist daher die Möglichkeit gegeben, die Formänderungen zu vernach- 
issigen und sie als absolut starr anzusehen. Aufgaben dieser Art werden in der 
leoretischen Mechanik gelöst, die das Gleichgewicht und die Bewegung absolut 
■arrer Körper behandelt. 

Hieraus geht klar hervor, daß der Begriff eines absolut starren Körpers ein ab- 
,rakter Begriff ist, der zur Vereinfachung der Lösung von Aufgaben in dem 
alle eingeführl wird, wenn die Formänderungen nicht groß sind. In vielen 
öllen können sie dann vernachlässigt werden. 

In der Statik wird so z. B. die Aufgabe zur Ermittlung der Auflagen!rucke 
nes Balkens (Bild 1, c) gelöst. Nach Aufbringung der Lasten auf den Balkon 
ird sich dieser ein wenig durchbiegen. Hierdurch wird dio Lage der Punkte des 
alkens, an denen die Losten ongesetzt sind, sich gegenüber den Auflagerpunklen 
n wenig ändern. Ist jedoch die Durchbiegung des Balkens geringfügig, wie dies 
wöhnlich in der Wirklichkeit zulrifTt, so kann dio erwähnte Änderung der Lage 
t Kräfte wegen ihrer Geringfügigkeit vernachlässigt werden; d. )>., bei der 
’iniltlung der Auflngerrcaktionen eines solchen Balkens kann demnach dieser 
s absolut starr angesehen werden. 

tt. Es gibt allerdings eine ganze Anzahl von sehr wichtigen praktischen Auf- 
ben, in denen nicht alle auf feste Körper wirkenden Kräfte bestimmt werden 
mnen, wenn nicht vorher die Formänderungen dieser Körper ermittelt werden, 
irartige Aufgaben nennt man statisch unbestimmte. Wenn z. B. der Balkon, der 
en besprochen wurde (Bild 1, c), nicht auf zwei, sondern auf drei Auflagern 
hi, so kann man mit Methoden der Statik allein die Auflagcrdrlh ke nicht 
-rütteln, da die Statik hierfür nicht die genügende Anzahl von Gleichungen 
fort. Wendel man diese Gleichungen an, so erhallen wir keine bestimmten 
erlo für die Auflugerreoktionen. 

Zur Lösung dieser Aufgabe wäre es erforderlieh, die Resultierende der Bela¬ 
stung und des Balkeneigengewichtes in 
drei in einer Ebene liegende Kräfte par¬ 
allel zu dieser zu zerlegen. Aus dbr Statik 
ist bekannt, daß dies auf unzählige Arten 
durchgeführt worden kann, und es bleibt 
ungeklärt, welche von den erhaltenen 
Zerlegungen .in Wirklichkeit zutrifft. 

Es ist nicht schwer zu verstehen, daß 
in diesem Falle die Druckverteilung auf 
die einzelnen Auflager von den Form¬ 
änderungen des Balkens selbst abhängt. 
Nehmen wir an, daß das mittlere Auf¬ 
lager des Balkens (Bild 2, a) ein wenig 
drigor liegt als die äußeren, so wird der Balken, wenn er elasLisch, jedoch hin- 
üJiond „starr“ ist, nachdem er sich infolge des Eigengewichtes und der Be¬ 
ding ein wenig durchgebogon hat, trotzdeiri nicht das mittlore Auflager 



7 


Äußere und innere Kräfte 

berühren, und der ganze Druck auf den Balken wird s;ch auf die äußeren Auflager 
A und C verteilen; wenn der Balken aber weniger starr ist, &‘o wird er sich bei 
der Durchbiegung auch auf das mittlere Auflager absetzen. In diesem Falle wird 
sieh der Druck auf den Balken auf alle drei Auflager verteilen. Es ist klar, daß 
diese Verteilung von der Starrheit (Steifigkeit) des Balkens abhängig ist, d. h. 
von seinem Vermögen, bei gegebener Belastung eine größere oder kleinere 
Durchbiegung zu liefern. 

Aus dem Gesagten gellt klar hervor, daß wir uns bei der Ermittlung der Größe 
der Kräfte in Aufgaben, die im folgenden gelöst werden «ollen, oft gezwungen 
sehen werden, vorher die Formänderungen der Körper zu bestimmen, an denen 
diese Kräfte angebracht werden, obgleich uns bei der zu lösenden Aufgabe diese 
Formänderungen nicht unmittelbar interessieren. 

Dies trifft auf eine Vielzahl von Aufgaben zu, und cs ist daher heim Aufhau der 
Theorie der Festigkeit und Standsicherheit (Stabilität) von Anlagen, wio auch 
in den oben besprochenen Beispielen, notwendig, folgende drei Seiten aller Auf¬ 
gaben zu untersuchen, die sich auf die Wirkung von Kräften auf einen festen 
Körper beziehen und im folgenden von uns bchandelL werden: 

1. Die Beziehungen der auf einen Körper wirkenden Krfiflo, die durch die 
Statik gegeben sind (statische Seite der Aufgabe); 

2. die geometrischen Eigenschaften der Formänderung (geometrische Seite der 
Aufgabe); 

3. das physikalische Gesetz, das die Kräfte mit den Formänderungen in Ver¬ 
bindung bringt, d. h. das die Beziehung zwisclion diesen und jenen angibt 
(physikalische Seite der Aufgabe). 

Diese drei Seiten bestimmen die Methode, die bei allen Aufgaben ähnlicher Art 
als allgemeingültig anzusprechen ist. 

1.2 Äußere und innere Kräfte 1 

A. Befassen wir uns ein wenig ausführlicher mit der statischen Seile der Auf¬ 
gaben der Festigkeitslehre. Boi den vorhergehenden Überlegungen sprachen wir 
von auf einen feslon Körper wirkenden Kräften, Im folgenden ist os notwendig, 
diese Kräfte in zwei Gruppen zu unterteilen: in äußere Kräfte und innere 
Kräfte. 

Als äußere Kräfte bezeichnet man die an einem Körper angebrachten Kräfte, 
die durch die Wirkung andorer Körper horvorgorufen Worden. Diese Üußoron 
Kräfte können ihrerseits unterteilt werden: 

a) in Oberfiächenkräfte. Schon die Bezeichnung weist darauf hin, daß diese 
Kräfte an der Oberfläche des Körpers angebracht sind; z. B. die auf dem 
Balken liegende Belastung, die Reaktionen seiner Auflager (sie greifen eben¬ 
falls am Balken an), ein Gewicht, das an eine Feder gehängt ist; 

b) in Volumen- oder Massenkräflo, d. li. Kräfte, die, allgemein gesagt, an allen 
inneren Punkten eines Körpers wirken. Das sind z. B. die Gravitationskräfte; 
für Körper, die sich in der Nähe der Erdoberfläche befinden, ihr Gewicht; 
hierzu gehören auch die Trägheitskräfto, die Zentrifugalkräfte, die in rotie¬ 
renden Körpern entstehen, z. B. in Schwungrädern, in don Scheiben von 
Dampfturbinen. 


w suifgaoen aer Festigkeitslehre. Grundbegriffe 

Als innere Kräfte bezeichnet man Kräfte, die durch die Wirkung von Teilen 
des Körpers auf andere Teile hervorgerufen werden. Wenn auch auf den ge¬ 
gebenen festen Körper keine äußeren Kräfte wirken, so weist er dennoch innere 
Kräfte auf. Sie gewährleisten auch die Existenz des Körpers als solchen. Das 
Anbringen äußerer .Kräfte an diesem Körper ruft eine gewisse Änderung der 
inneren Kräfte hervor. Anders .ausgedrückt, infolge des Anbringens von äußeren 
Kräften an den Körper ergeben sich in diesem zusätzliche innere Kräfte. Im 
folgenden werden hauptsächlich diese zusätzlichen inneren Kräfte für uns von 
Interesse sein, da gerade sie mit dem Widerstand des Körpers gegen die Wirkung 
äußerer Kräfte und demnach mit Fragen der Festigkeit eng verbunden sind. 

Die Natur der inneren Kräfte und die Formänderungserscheinungen fester 
Körper wurden noch im XIX. Jahrhundert mit Hilfe der Molekularlhcorio des 
Aufbaues der Stoffe erklärt. Die neuzeitliche Physik hat, wie bekannt, hinsicht¬ 
lich der Erforschung des Atomaufbaues überraschende Ergebnisse erzielt. Auf 
Grund von Versuchen sind gewaltige innere Atomkräfte festgestellt worden. 
Die Formändorungstheorie für Körper, die unter dor Einwirkung äußerer Kräfte 
stehen, ist genügend vervollkommnet worden, aber der Gebrauch dieser Thoorio 
hat sieh für praktisohe Anwendungen ünd Ableitungen als äußerst kompliziert 
erwiesen. Daher geht man in der Elastizifcötstheorie, in der Plastizitülsthnorio 
und in der Festigkeitslehre bis zur heutigen Zeit von der Annahme (odor von 
der Hypothese) eines kompakten Körperaufbaus aus, wobei man voraussotzt, 
daß der ganze geometrische Rauminhalt des Körpors vollkommen mit Stoff 
(Substanz) angerüllt ist. Da diese Voraussetzung die Möglichkeit bietet, eine 
Theorie aufzubauen, die mit dem Versuch gut übereinBtimmt, so übernehmen 
wir sie als Arbßitshypothese, die für dio Erklärung des Wesens der im festen 
Körper vor sich gehenden Erscheinungen nicht geeignet ist, wohl aber zur Ver¬ 
einfachung der erforderlichen Ableitungen praktischen Charakters. 

Wenn man diese Arbeitshypotlieso übernimmt, muß man jedoch dafür Sorge 
tragen, daß die Festigkeitslehre bei ihrer Darlegung Bich nicht von der allgemeinen 
Mechanik als losgelöst erweist, doren Methoden und Ableitungen sie bemitzl. 
Daher müssen wir erstens das Vorhandensein von inneren Kräften im fester» 
Körper kompakter Struktur begründen, und zweitens müssen wir ein geeigneten 
praktisches Verfahren zur Entdeckung und Ermittlung dieser Kräfte finden, 
d, h. zu ihrer Überführung in die Gruppe der äußeren Kräfte, deren Vorstellung 
uns verständlicher und deren Behandlung uns gewohnter ist. 

B» Boi der Lösung dieser beiden Aufgaben werden wir von dem dritten Axiom 
Newtons ausgehen 1 ), dessen ganzer Sinn kurz auf folgende Sätze gebracht worden 
kann: 

1, Der Ursprung (oder die Ursache) von Kräften, die auf einen beliebigen physi¬ 
kalischen Körper wirken, kann auoh nur ein physikalischer Körper sein. 

I, Die Wirkung von Kräften kann nur begründet werden, wenn nicht weniger 
als zwei physikalische Körper vorhanden sind, 

l ) Wir erinnern an dio Formulierung der drei Axiome Newtons, die der ganzen Mechanik zugrunde 
legen. 

1. Jeder Körper befindet sich Im Zustand der Ruhe oder der gleichförmigen Bewegung, wenn 
nicht wirkende Kröne ihn veranlassen, seinen Zustand zu ändern, 

2. Die Beweg imgsünderung ist proportional dor wirkenden Kraft und lilngs der Kraft gerichtet. 

3. Der Wirkung entspricht immer eine gleiche entgegengesetzte Gegenwirkung, «der die Wir¬ 
kungen zweier Körper aufeinander sind Immer gleich und genau oni gegengesetzt gerichtet. 
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3. Die Wirklingen von zwei Körpern aufeinander sind gleich und entgegen 

gesetzt. 

Der zweite dieser Sätze stellt uns die Frage: Wie begründet man die Anwesen 
heit von Kräften innerhalb nur eines gegebenen physikalischen Körpers? Die 
Lösung dieser Aufgabe wird mit Hilfe des folgenden allgemeinen Verfahrens ge¬ 
geben, das allen Folgerungen in bezug auf die inneren Kräfte zugrunde liegt: 
Den gegebenen Körper teilen wir durch einen gedachten Schnitt mittels einer 
Ebene (oder allgemein mittels einer Fläche) in zwei Teile, A und B. Das dritte 
Axiom Newtons gibt uns die Möglichkeit, die Wirkung des Teiles B auf den 
Teil A durch Krüfto zu ersetzen. Die Wirkung des Teiles A auf den Teil B muß 
man dann durch Kräfte derselben Größe, jedoch von entgegengesetzter Richtung, 
ersetzen (Bild 3). 

Wir bemerken, daß dieses Verfahren es erstens ermöglicht, das Vorhandensein 
von Kräften innerhalb des gegebenen Körpers zu begründen, d. h. auf die Ur¬ 
sache des Vorhandenseins dieser 
Kräfte hinzuweison, und zwei¬ 
tens diese Kräfte in dio Gruppe 
dor gewöhnlichen äußeren Kräf¬ 
te zu überführon. Bei der Be¬ 
trachtung des Teiles A des 
Körpers finden wir z. B., daß 
an der Oberfläche desselben 
einerseits die gegebenen Kräfte 
und andererseits (in der Schnitlebeno) solche Kräfte angreifon, die dio Wirkung 
des entfernten Teiles B ersetzen und an der Fläche des verbliebenen Teiles A 
wirken. 

Das hier betrachtete Verfahren spielt eine äußerst wichtige Rolle in der Festig¬ 
keitslehre, da es, sachlich gesprochen, uns zu der grundlegenden Methode dieses 
Lehrfaches geführt hat, nämlich zu der Methode des Schnittes. Die Methode des 
Schnittes offenbart nicht nur dio innoren Kräfte im festen Körper, sondern weist 
bei weiterer Entwicklung den Weg zu ihrer Ermittlung, Nehmen wir einmal an, 
daß der gegebene Körper AB (Bild 3) unter der Einwirkung angreifender äußerer 
Krüfto sich im Gleichgewicht befindet. Da das von uns angewandte Verfahren 
zur Aufdeckung der inneren Kräfte den Zustand des Körpers AB nicht ändern 
soll, so muß jedor seiner .Teile nach der Schnittführung, nach der Entfernung 
des anderen Teiles und naoh dom Ersetzen seiner Wirkung durch Kräfte unter 
der Einwirkung aller ihn angreifenden Kräfte im Gleichgewicht bleiben. Das 
besagt, daß die von uns in dor Schnittflächo entdeckten inneren Kräfte, die 
z. B. auf den Teil A wirken, sioh mit den ihn angreifenden äußeren Kräften aus- 
gleichon müssen. Dies gestattet uns, am vorliegenden Teil des Körpers (A oder B) 
die Gloichgewichtsbedingungen der Statik anzuwenden, die uns sechs Glei¬ 
chungen liefern, die die bekannten äußeren als auch die unbekannten inneren 
Kräfte enthalten; 



2X^0-. 
ZY = 0' 
2Z » 0 


ZM 9 - 0 ; 
ZM„ = 0 ; 
2 M z = 0. 
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Aufgaben der Festigkeitslehre. Grundbegriffe 

Wenn es gelingt, eine (praktisch wichtige) Aufgabe so weit zu vereinfachen oder 
zu schematisieren, daß die anfänglich unbekannten inneren Kräfte allein aus den 
Gleichungen der Statik ermittelt werden können, dann haben wir es mit, einer 
statisch bestimmten Aufgabe zu tun. 


1,3 Lftsuaflsflniiö von Aufgaben der Festigkeitslehre 

Wie schon oben erwähnt, genügen in den meisten Fällen die Gleichungen der 
Statik allein nicht zur Ermittlung der inneren Kräfte, und es wird notwendig 
sein, zusätzlich zu diesen neue Gleichungen einzuführen, indem man die* Form- 
önderungsbedingungen des Körpers (oder des Bauwerks) untersucht und diese 
Formänderungen mit Hilfe des physikalischen Gesotzes mit den Kräften in Ver¬ 
bindung bringt. 

Zu der Lösung einer Aufgabe, in welcher die inneren Kräfte im allgemeinen 
Falle entdeckt und ermittelt werden sollen, gehören daher folgende Operationen: 

1. Zerschneiden des zu untersuchenden Körpers in zwei Teile, manchmal auch 
in eine noch größere Anzahl. 

2. Entfernung aller Teile bis auf einen. 

3. Ersatz der Wirkung der entfernten Teile auf den verbleibenden durch 
Kräfte. 

4. Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen für den verbliebenen Teil. 

5. Geometrische Untersuchung der Formänderungen, die irn Ergebnis einige 
die Formänderungen bindende Gleichungen liefern muß; der Kürze wegen 
nennen wir diese Gleichungen die geometrischen Formändcrungsgleichungon. 

0, Anwendung des physikalischen Gesetzes, daB die Formänderungen mit 
den Kräften in Verbindung bringt. Dies ermöglicht es, die crhallonon geo¬ 
metrischen FormänderungsglcicJiungen durch unbokannte innere Kräfte aus¬ 
zudrücken. Diese Gleichungen nonnon wir die physikalischen Formänderungs- 
ghichungen! Wenn die physikalischen Formänderungsoigenschaften des 
Körpers genügend untersucht und die entsprechenden Gleichungen zu den 
Gleichungen der Statik hinzugefügt worden sind, so müssen sich gerade genau 
so viele Gleichungen ergeben, wie unbekannte innere Kräfte vorhanden sind, 
die sodann bestimmt werden können. 

Den eben aufgezeichneten Lösungsgang der Aufgabe wollen wir in dem 
folgenden einfachen Beispiel verfolgen. 

Das Gewicht P ist an eine Feder angehängt und wird zugleich durch eine 
Unterlage gestützt (Bild 2b). Es ist bekannt, daß der Zug einer Feder folgendem 
Gesetz unterworfen ist: X ~ Kx (11) 

worin X die die Feder ausziehende Kraft bedeutet; x ist der Wert der Ver¬ 
längerung, K eine konstante Zahl (der Koeffizient der Feder). 

Wenn die Feder nicht angespannt ist, so ist außerdem bekannt, daß dann die 
Entfernung zwischen dem Gewicht und der Unterlage gleich er ist. Zu bestimmen 
sind der Druck des Gewichtes auf die Unterlage B und die Reaktionskraft im 
Aufhängepunkt A. Es ist zu untersuchen, wie diese Kräfte von der Elastizität 
der Feder abhängen, d. h. vom Koeffizienten K. 
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1. Den Schnitt führen wir durch den Befeatigungspunkt des Gewichtes an der 
Feder. 

2. Wir ‘entfernen die Feder und die Unterlage B und behalten das Gewicht mit 
seiner an ihm wirkenden Schwerkraft hei. 

3. Die Wirkung der Feder auf das Gewicht ersetzen wir durch die nach oben 
gerichtete Kraft A; die Wirkung der Unterlage auf das Gewicht ersetzen wir 
durch die ebenfalls nach oben gerichtete Reaktionskraft B. 

4. Die Gleichgewichtsbedingungen des Gewichts (Bild 4) kommen in einer Bo- 
dingungsgleichung zum Ausdruck: 

P — X~B = 0. (1.2) 

Da wir zwei Unbekannte haben, nämlich X und #, und nur eine 
Gleichung, so sind wir gezwungen, noch eine Gleichung auf 
Grund der Untersuchung der Formänderungen zu suchen. Gehen 
wir zu dieser Aufgabe über! 

5. Wenn wir durch x die Verlängerung der Feder bezeichnen, so 
lautet die geometrische Gleichung der Formänderungen: 

x «= a. 

6. Indem wir das Gesotz der Ausdehnung der Feder benutzen: 

X*=Kx, 

drücken wir die vorhergehende Formänderungsgleichung in physikalischer 

Form aus: . 

X *= i\ a . 

Setzen wir diese Gleichung zu der Gleichung der Statik (1.2) hinzu, so erhalten 

wir zwei Gleichungen: . n 

A -f - tf ~ l 1 , 

X « /Ca, 

aus denen wir die beiden unbekannten Kräfte X und B bestimmen. 
l)a A -j- B = P ist, folgt, daß 

B ■== P — Ka, A ~ X = Ku\ 

somit ist die Aufgabe gelöst. Aus der erhaltenen Lösung erkennt man: Je 
kleiner K ist, d. h. je weicher die Feder ist, desto größer ist der Druck B auf 
die Unterlage und desto kleiner die Reaktion A der Feder im Aufhüngopunkt. 

Zu bemerken wäre, daß es äußerst wichtig ist, die in diesem Kapitel 
formulierte Methode zu beherrschen. Daher wird dem Leser dringend empfohlen, 
heim Kennenlernen jeder Ableitung nach dem Buch oder bei ihrer Wiederholung 
olle einzelnen oben aufgezähhen Operationen zu analysieren, abzusondern und 
sie streng in der aufgezählten Reihenfolge anzuwendon. Das Auslassen irgend¬ 
einer Operation ist gewöhnlich die Ursache von Fehlern und führt in der ersten 
Zeit der Erlernung des Lehrstoffes zu Schwierigkeiten. 



Spannung als Maß der Inneren Kräfte 
Sponnungsfläelien von Navler 


Nehmen wir an, daß wir an einem beliebigen Körper die ersten drei 
Nationen durchgeführt haben, und betracbton wir ein wenig näher die an 
Schnittfläche CD gefundenen inneren Kräfte des verbliebenen Teiles A 
[ 5), Grenzen wir auf dieser das kleine Flächenelement AF ab, so können 
wir doch, wie klein es auch sein mag, mit Recht an¬ 



nehmen, daß an ihm eine bestimmte Anzahl der Kräfte, 
die die Wirkung des entfernten Teiles B ersetzen, angreift. 
Das Flächenelement AF berührte ja tatsächlich vor der 
Abtrennung das ihm entsprechende Flächenelement 
an der Schnittfläche des entfernten Teiles B. Nach 
der Entfernung des Teiles B wird sich folglich aus der 


Zahl der Kräfte, die die Wirkung dieses Teiles auf den 
Teil A ersetzen, ein entsprechender Teil der Kräfte 


Anden, die an dem Flächenelement AF angreifen. 


ir wollen auf der Schnittfläche CD ein Netz von kleinenFlächenelementenzlF 


ragen und uns vorstellen, daß ihre Anzahl unbegrenzt wächst, gleichzeitig 
die Größe jedes Flächenelementes sich unbegrenzt vermindert. Wirkt hierbei 
äß dem eben Gesagten auf jedes Flächeneloipent dennoch eine entsprechende 
ihl von Kräften ein, so folgern wir hieraus, daß die Kräfte, die die Wirkung 
abgetrennten Teiles B ersetzen, vollkommen gleichmäßig über die Schnitt- 
iC CD verteilt sind, und wir müssen ein Meßverfahren für derartige gleich* 
ig verteilte Kräfte finden. Dies ist erforderlich sowohl in bezug auf die von 
gefundenen inneren Kräfte als auch in bezug auf dio gleichmäßig vorteilten 
stungen, die in der Praxis oft Vorkommen, z. B. Belastungen der Fußböden 
Räumen durch Schüttgüter. 

2 hmen wir ein beliebiges Flächenelement AF (Bild 5) und nehmen wir ferner 
daß AP die Resultierende der an ihm angreifenden Kräfte ist, dann wird 


Verhältnis 



(1.3) 


Kraft ausdrücken, die im Mittel auf die Flächeneinheit des Flächen- 
ontes AF entfällt. Diese Größe nennen wir die mittlere Spannung dor Kräfte 
läohenelement AF. Die Division der Resultierenden A P durch das Flächen- 
ent AF führen wir mit dem Ziele durch, uns von dem Einfluß der Größe 
!8 Flächenelementes frei zu machen und eine Maßeinheit für die inneren 
te zu erhalten. 

’enn wir ferner die Resultierende AP in dio zur Schnittebene senkrechte 
iponente AN und in die tangentiale Komponente AT zerlegen, so können 
loch zwei Größen erhalten: 


_ AN _AT 
~ ~ÄF ; X ' n ~ AF ’ 


(1.4) 


sind die sogenannten Normal- und Tangential-Komponenten der mittleren 
lnung p n oder, kürzer gefaßt, die mittlere Normal- und mittlere Tangential- 
nung (Schubspannung) an dem gegebenen Flächenelement AF. 
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Spannung und Spannungsflächen 

Es ist zu bemerken, daß wir in den Formeln (1.3) und (1.4) uns noch nicht 
endgültig von dem Einfluß der Abmessungen des Flächenelementes in allen den 
Fällen befreien, in denen die inneren Kräfte nicht gleichmäßig an der Schnitt¬ 
fläche CD verteilt sind. Diese Fälle kommen übrigens in der Praxis sehr oft vor. 
Um den Einfluß der Abmessungen des Flöchonelementes AF vollständig aus- 
zuschalten, führen wir in Gedanken folgende Operation durch: Wir wählen 
innerhalb des Flöcherielementes einen beliebigen Punkt M der Schnittfläche und 
stellen uns vor, daß die das Flächenoiement umgrenzende Linie sich allmählich 
um den Punkt M zusammenzieht. Die Größe des Flöchonelementes wird hierbei 
abnehmen, wobei gleichzeitig auch die Größo der Resultierenden AP der auf 
das Flächenelement entfallenden Kräfte abnehmen wird. Das gleiche können 
wir in bezug auf die in den Formeln (1.4) enthaltenen Komponenten AN und A T 
sagen. Geht man zum Grenzwert über, so erhalten wir bei AF —>0 folgende 
Werte: 



Die Gesamtspannung im Punkt Af der Schnittfläche CD nennen wir p ; ent¬ 
sprechend werden a und r als die Normal- und Tangentialkompononte dor 
Spannung oder als die Normal- und Tangentmlspannung im Punkt M der 
Schnittflöohe CD bezeichnet. 

B, Da gemöß Bild 5 

{AP)* « (diV) 8 -f {AT)* ist, (1.6) 

so erhalten wir nach Teilung beider Seiten dieser Gleichung durch {AF)* und 
auf Grund der Bezeichnungen (1.3) und (1.4): 

= HC 

Wenn wir jedoch zu dem Grenzwert bei AF —>-0 übergehen, wio dies in den 
Gleichungen (1.5) vorgenommen wurde, so erhalten wir 

p* « a 2 + t 8 (1.7a) 

oder p = y ö a -f- t ä . (1.7 b) 

Vereinbaren wir noch, die Spannungen p m a m , r„, sowie p, a und x als Vektoren > 
anzusehen, die ebenso wio die Kräfte AP, AN und AT gerichtet sind und sich 
aus diesen gemäß den Gleichungen (1.3), (1.4) und, 

(1.5) ergeben haben. Die Gleichungen (1.7), (1.7 a) und 
(1.7b) zeigen, daß wir dies mit Recht tun, da wir hier die 
Spannungen a und r wie Kräfte oder Geschwindigkeiten 
(allgemein gesagt, wie Vektoren) nach dem Parallelo¬ 
grammgesetz addieren. Aus diesem Grunde können wir nun 
der Normalspannung er und der Tangenfcialspannung t 
(B ild 6) eine andere Definition geben. Die Normal- 
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Spannung a ist die Projektion der Gesamtspannung p auf die Normale zum 
FIüchenelement AF. Die Tangentialspannung t ist die Projektion der Gesamt- 
Spannung p auf die Richtung MD, die in der Schnittebene CD und gleichzeitig 
in der durch die Richtungen p und er geführten Ebene liegt. 

Die Spannungen haben große Ähnlichkeit mit Kräften, und wir haben sie 
eben nach den gleichen Regeln zusammengesetzt und zerlegt, wie man es mit 
Kräften tut, jedoch drückt eine Spannung eine auf die Flächeneinheit bezogene 
Kraft aus und hat daher folgende Dimension: 


[Spannung] — 


[Kraft] 

[Fläche] 


oder 


[Kraft] 
[Länge] 2 * 


Bei der Messung von Spannungen drückt man in der Regel die Kräfte in kg 
aus, die Längen aber in cm oder mm. Die Spannung wird dann wie folgt aus¬ 
gedrückt: 


M 

[cm )' 2 


oder 


[mm] 2 ‘ 


Wenn wir eine Kraft von 1 kg haben, die auf ein FJüchenclemont von 1 cm 2 
wirkt, so erhalten wir die Einheit der Spannung von 1 kg/cm*, die zahlenmäßig 
einer technischen Atmosphäre (i at) gleich ist. 

Im folgenden werden wir oft bei gegebenem Flächenoiement AF und gegebener 
Spannung a (oder r) die an diesem Flüchonoloment wirkenden Kräfte AN und 
AT ermitteln müssen; offenbar werden wir dann haben: 

AN — a AF oder AT ^ r AF, (LS) 

Gier ist es wichtig, sich die Beziehung der Dimensionen zu merken: 

| Kraft | — | Spannung | X | Fläche |. 

(I. Um sich die Verteilung der Spannungen am Schnitt eines Körpers klarer 
/orzusteilen, wird folgende geometrische Konstruktion angowondol: 

Wühlen wir einen beliebigen Punkt M der Schnittfläche 
(Bild 7}, und tragen wir nach Berechnung der Spannung o l ) 
den Wert derselben als Vektor MM' sank rocht zur Schnitt- 
ebene ab. Führen wir dies für viele Punkte der Schnittfläche 
durch, so werden die Enden M' der erhaltenen Vektoren auf 
einer gewissen Flüche liegen, die die Spnnnungsfläche von 
Navier genannt wird. Wenn wir die Fläche der Nornml- 
spannungen konstruieren, so merken wir uns, daß die Vek¬ 
toren MM' diese Spannungen sowohl hinsichtlich der Grüße 
als auch hinsichtlich der Richtung darstellon. Haben wir 
'» jedoch mit Tangontialspannungen zu tun, so kommt durch die zeichnerische 
)arstcllung der Vektoren MM' ihre Größe nur unklar zum Ausdruck. Wir 
cerden diese Konstruktion für Normalspannungon öfter benutzen; hierbei 
»'erden wir fast immer annehmen, daß die Spnnnungsflüche eine Ebene ist. 
n vielen praktisch wichtigen Fällen ist eino solche Annahme zulässig, was 
owolil durch den Versuch als auch auf rein theoretischem Wege durch die 

*—*-———T- 

'} Eine derartige Konstruktion kann auch für TangenUnlspnnnungco durehgefüht t werden. 
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Elastizitätstheorie bestätigt wird, Wenn aber die Sparmungsfläeho eine Ebene 
ist, so kann man, wie wir uns im folgenden überzeugen werden, die Aufgabe 
zur Ermittlung der inneren Kräfte auf elementare Weise lösen, ohne auf Schwierig¬ 
keiten in mathematischer Hinsicht zu stoßen. 


1.5 Lfnonro und Winkel-Formänderungen 

A. Feste Körper können sich in Abhängigkeit von ihrer Form sehr verschieden¬ 
artig durch die auf sie wirkenden Kräfte verformen. Nehmen wir z. B. ein 
Stück Gummi, so können wir diesem mit Hilfe eines auf ihn ausgoubten Druckes 
oder Zuges die verschiedenartigste Form geben. 

Da wir Vorhaben, über Formänderungen von Bauwerks- und Maschinenteilen 
zu sprechen, die unter der Einwirkung großer Krftfto nur wenig ihre Form 
ändern, beschränken wir uns auf dio Fülle kleiner Formänderungen. Es ist daun 
leicht zu verstehen, daß die Formänderung eines Körpers, wio kompliziert sie 
auch sein mag, in sehr einfache geometrische Elemente zerlegt werden kann. 
Zerlegen wir einmal den zu untersuchenden Körper in eine Vielzahl sehr kleiner 
würfelförmiger Teile. Wenn wir alsdann diesem Körper eine beliebige Form¬ 
änderung geben, so werden auch alle ihn bildenden Würfel sich verformen, d. h, 
ihre Form wird sich verzerren. Worin zeigt sich aber diese Verzerrung? Offenbar 
darin, daß die Längen der Whrfelkanlen sich ändern, d. h. sich verlängern oder 
verkürzen, und daß die ursprünglich rechten Winkel der Würfelfiüchen stumpf 
oder spitz werden. Wenn für oinon jedem solcher Würfel a) die Änderungen der 
Kanlenlängen und b) dio Änderungen der von den Kanten eingosohlossenen, 
ursprünglich rechten Winkel angegeben wären, so könnte man ein Modell eines 
solchen Einzelwürfels nach seiner Verformung fertigen uncl, wenn man alle diese 
Kinzolwürfel alsdann zusammenfügt, auch aus ihnen ein Modell des Körpers 
im ganzon nach seinor Formänderung hauen. 

In jodem Falle kann man auf Grund dos Gesagten diese Schlußfolgerung 
ziehen; Wie auch dio Formänderung eines Körpers sein mag, sie kann slots in 
Verlängerungen (oder Verkürzungen) der linearen Teile und in Verzerrungen der 
ursju unglich rechten Winkel zerlegt werdon. 

1 )ioÄnderung der Länge dos Teiles werdon wir dio lineare Verformung oder JVr- 
lüngerung nennen; dio Verzerrung dos ursprünglich rechten Winkels werden wir 
die \Vinkelvurformung oder den Schubwinkcl ’) nennen. Daher werden wir im 
folgenden nur zwei Arten von elementaren Formänderungen begegnen, a) der 
Verlängerung und b) dein Schubwinkel, aus denen man eine Formänderung 
beliebigen Charakters zusnmmensotzon kann. 

Verlängerungen und Verkürzungen werden wir auf Grund ihrer Vorzeichen 
unterscheiden: Wenn dio ursprüngliche Länge des Teiles sich vergrößert hat, 
so werden wir die Verlängerung als positiv ansohon; wenn sieh die ursprüngliche 
Länge verringert hat, so werden wir die Verlängerung als negativ bezeichnen. 

') Ud den vorhergehenden Überlegungen hüben wir bewullt einen Umstund mehl bcrüclcslohllgt, 
nflmllcii die Möglichkeit der Ki(unmuug der Konten der Würfel, ln die der ru Verformende Körper zer¬ 
legt wurde; dieser Umstand hat Jedoch keine Bedeutung, da man dio Abmessungen der einzelnen 
Würfel beliebig klein wlihien kann; drih Übliche muthematlsclioVerfahrcn zur Bestimmung gekrümmter 
Linien und 1‘ltlcheu besteht darin, dalJ man die gekrümmte Linie durch eine gehiochcno und die Flüche 
durch ein Polyeder ersetzt und alsdann zu dem ßrenzwort Übergeht indem man die Abmessungen der 
Seiten mul die Grüben der Flüchen des Polyeders verringert. Unser Verfahre» ist dem Wesen rmcii 
dasselbe; nimmt man die Würfel nln unendlich klein an, so können wir daher dio Krümmung Ihrer 
Flächen und Hunten unberücksichtigt lasse«. 
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B. Merken wir uns noch folgenden Unterschied zwischen zwei elementaren 
Formänderungen, der Verlängerung und dem Schubwinkel: Der Schubwinkol 
ist ein dimenBionsloser Wert und wird im Bogenmaß gemessen (das Verhältnis 
des Kreisbogens zum Radius). Die Verlängerung des Teiles hängt jedoch von 
seiner Länge ab und wird in Längeneinheiten gemessen (in Zentimetern oder 
Millimetern) und stellt daher auch keine abstrakte Zahl dar. 

Erläutern wir dies mit folgendem Beispiel: Nehmen wir an, daß ein Gummi¬ 
stab von 100 cm Länge sich unter der Einwirkung eines an ihn angehängten 
Gewichtes um 1 cm verlängert hat. Wenn wir auf ihm einen Abschnitt von 50 cm 
vermerken, so wird er sich offenbar um 0,5 cm verlängern, ein Abschnitt von 
20 cm wird sich dementsprechend um 0,2 em verlängern. Die Verlängerungen 
verschiedener Abschnitte ein und desselben Stabes sind entsprechend der Ab¬ 
schnittslänge verschieden und werden als absolute bezeichnet. Um sich von dom 
Einfluß der Länge freizumachen, ist es natürlich, immer die Verlängerung von 
Abschnitten ein und derselben Länge zu betrachten, am einfachsten jedoch von 
Abschnitten von der Länge einer Einheit. In unserem Boispiel zieht sich jeder 

Zentimeter der Stablänge um ein und denselben Wert a 0,01 cm aus. Auf 

Grund dieser Überlegungen können wir eine geeignete dimensionsfroie Charakte¬ 
ristik der Verlängerung erhalten, die sogenannte Dehnung 

Al 

* = (1.9) 

worin Al die absolute Verlängerung und l die anfängliche Länge des Stabes 
bedeuten. 


0, Es gelang uns, die lineare Formänderung gemäß (1.9) als Verhältnis zweier 
Strecken darzustellen: A l und l. Die Winkeländerung (den Schubwinkol) kann 
man ebenfalls leicht als Verhältnis zweier Strecken darstellen. 
Wenn der Schubwinkel klein ist, können wir (Bild 8) ange- 
nähert schreiben: 



ESöfl 
Bild 8 


mm' 

hm 


worin y der Schubwinkel und mm' der sogenannte ab¬ 
solute Schub bedeuten. Den Winkel y nennt man oft dio 
Schiebung. 


_F I } t ^® r 8 e ^ n * 8 können wir sagen, daß jede Formänderung sich aus Linear¬ 
und Winkel-Formänderungen zusammensetzt, die entsprechende, durch abstrakte 
Zahlen ausgedrückte Charakteristiken besitzen: 


a) Dehnung 


e 


Al 
l ; 


b) Schiebung 




m ///' 


nm 




Kräfte und Formänderungen, Elastizität 
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1.6 Zusammenhang zwischen Kräften und Formänderungen 
Elastizität der Werkstoffe 

A. Wir haben einige Merkmale der beiden ersten Seiten der allgemeinen Auf¬ 
gabe über die Wirkung der Kräfte auf festo Körper behandelt, nämlich der 
statischen und geometrischen Seite. Unsere Kenntnis von diesen ist bisher noch 
lange nicht vollständig, und sie muß im folgenden entwickelt und detailliert 
werden. Schon jetzt kann* man aber eine wichtige Angabe im Sinne der Auf¬ 
zeichnung des Weges machen, auf dem man an die dritte Seite der Aufgabe 
— an die physikalische Seite — berangehen muß. 

Die statische Seite der Aufgabe hat zwei Begriffe über die inneren Kräfte ein¬ 
geführt und hat zwei Charakteristiken dieser Kräfte gegeben: Die Normal¬ 
spannung <7 und die Schubspannung ?. 

Die geometrische Seite hat gezeigt, daß man eine beliebige zusammengesetzte 
Formänderung eines Körpers in der Nähe eines gegebenen Punktes in zwei 
elementare Arten von Formänderungen zerlegen kann: in die Dehnung e und 
in die Schiebung y. 

Das Grundziel der physikalischen Seite der Aufgabe besteht darin, einen all¬ 
gemeinen, d. h. einen für alle möglichen Fälle brauchbaren Zusammenhang 
zwischen den Charakteristiken der inneren Kräfte a und r und den Charakte¬ 
ristiken der Formänderung b und y festzustellen. Die Bedeutung dieses Zu¬ 
sammenhanges und seine Unentbehrlichkeit bei der Lösung der uns interessie¬ 
renden Aufgaben erklären sich zum Teil aus dem oben Gesagten. Ein Zusammen¬ 
hang ähnlicher Art ist von uns in Form der Gleichung (1.1) Kap. 1.1 für die Aufgabe 
über das Gewicht an der Feder oingeführt worden. Ohne einen solchen Zu¬ 
sammenhang hätten wir diese Aufgabe nicht lösen können. Solange wir nicht die 
Abhängigkeiten der Formänderungen festgostellt haben, worden wir nicht über 
das notwendigste Mittel zur Lösung sämtlicher Aufgaben über dio Kräftewirkung 
auf einen physikalischen Körper verfügen. 

Die uns interessierende Abhängigkeit zwischen den Spannungen und Form¬ 
änderungen muß unbedingt eine physikalische sein, d. h. sie muß auf einem Ver¬ 
such aufgebaut sein, worüber schon oinigos in Kap. 1.1 gesagt worden ist. Mit Hilfe 
eines logischen Aufbaues allein kann man eine solche Abhängigkeit nicht finden, 
da ihr rein physikalische Eigenschaften des Körpers zugruhde liegen. 

Wenn die erforderliche Abhängigkeit festgestellt wäre, ohne hierbei vom 
physikalischen Versuch ausgegangon zu sein, so hätten wir niemals die Garantie, 
daß dio Berechnungen der zu crrichtonden Bauwerke die Erscheinungen richtig 
beschreiben und berücksichtigen, die in ihnen vor sich gohon oder tatsächlich 
vor sich gehön können. 

Es ist notwendig, hier zu bemerken, daß ein grundlegender Abschnitt der 
theoretischen Mechanik — die Dynamik — auch auf der Abhängigkeit zwischen 
dem geometrischen Faktor (der Beschleunigung) und dem statischen Faktor 
(der Kraft) aufgebaut ist. Dicso Abhängigkeit ist durch das zweite Axiom 
Newtons (Kap. 4.2) gegeben und wird kurz so formuliert: 

Kraft = Masse X Beschleunigung.“ 


% PDonenko r 
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Wenn diese Abhängigkeit sich nicht auf den Versuch stützen würde, so würden 
die Ableitungen der Dynamik die Bewegungen nicht richtig beschreiben, die 
wir in der Natur beobachten. 

B. Bei der Ermittlung der Abhängigkeit zwischen den Kräften und den Form¬ 
änderungen Bpielt die Elastizitätseigenschaft der festen Körper, die wir anfangs 
erwähnt haben, eine außerordentlich große Rolle: die Werkstoffe behalten die 
elastischen Eigenschaften nur so lange bei, solange dife wirkenden äußeren Kräfte 
eine gewisse Grenze nicht übersteigen. Wenn die auf den Körper wirkenden 
Kräfte diese Grenze Überschreiten, so nimmt der Körper nach ihrer Entfernung 
nicht mehr ganz seine ursprüngliche Form ein, d. h. in ihm ergehen sich die so¬ 
genannten bleibenden Verformungen. 

Die Elastizitätsoigenschaft der Werkstoffo hat eine große prinzipielle Be¬ 
deutung für Bauwerke. Es ist eine Tatsache, daß jedes Bauwork unter der Ein¬ 
wirkung einer Belastung nicht unverformt bleiben kann; wenn es aber elastisoh 
bleibt, ri, h. noch Entfernung der Belastung seine ursprüngliche Form wiedor 
einnimmt, sp ist dies ein wichtiges Zeichen dafür,'daß die Belastung am Bauwerk 
keine schädlichen Spuren hinterlassen hat und daß jegliche zukünftigen Be¬ 
lastungen an ihm solche Spuren nicht hinierlassen werden, solange sie nicht 
bleibende Verformungen mit sich bringen. Hierin liegt die prinzipielle Bedeutung 
der Elastizität in bezug auf dio Bauwerke. 

Die Elastizitätseigenschaft dor Werkstoffe ist noch in theoretischer Hinsicht 
wertvoll. Dor Versuoh zeigt (wie wir dies weiter sehen worden), daß dio für uns 
so notwendige Abhängigkeit zwischen den Spannungen und Formänderungen 
sich in sehr'einfacher Form ergibt, solange der Werkstoff elastisch ist. Beim Zug 
und Druck eines Balkens worden wir z. B. zwischen der Normalspannung und 
der Dehnung eine einfache Proportionalität haben: 

o~Ee, ( 1 . 10 ) 

worin E der Elastizitätsmodul ist. Ebenso besteht zwischen dor Schubspannung 
und der Schiebung (s. Kap. 3.02) stets eine Proportionalität: 

r = Gy. (1.11) 

In den Füllen einer komplizierteren Wirkung von Kräften werden sich an Stelle 
von (1.10) ebenfalls einfacho Abhängigkeiten zwisohen den Normalspannungen 
und den Dehnungen ergeben, dio durch Gleichungen ersten Grades ausgedrückt 
werden. Ind.es werden die uns interessierenden Abhängigkeiten sehr kompliziert, 
sobald der Werkstoff dio Elastizitätseigenschaft verliert. Die Einfachheit dieser 
Abhängigkeiten ermöglicht es, geeignete Formeln und Gleichungen für die Be¬ 
rechnung von Bauwerken und ihren Teilen zu geben. , 

C. Es ist jedoch zu bemerken, daß die Festigkeitslehre sich nicht auf die Er¬ 
forschung der Arbeit der Werkstoffe lediglich in dem Stadium beschränken kann, 
in dem diese elastisch sind. Die Entscheidung Über Fragen eines dauerhaften 
Widerstandes von Bauwerks- und Maschinenteilen zwingt uns, sich für das Ver¬ 
halten dor Werkstoffe unter der Einwirkung so großer Belastungen zu inter¬ 
essieren, bei denen sich schon sichtbare Zeichen ihrer mehr oder weniger nahen 
Zerstörung bemerkbar machen. Nur eine gründliche Kenntnis der Bedingungenf 



Balken und Stab — Einwirkungsarien der äußeren Kräjte 


19 


bei denen die Zerstörung der Werkstoffe vor sich geht , kann richtige Wege für die 
Gewährleistung einer zuverlässigen Arbeit der zu entwerfenden und zu errichtenden 
Objekte weisen. 


1,7 Balken und Stab - Eimvlrkungsarten der fiu Deren Kräfte 

A, In den nächsten Abschnitten werden wir hauptsächlich Körper behandeln, 
die die Form eines Balkens oder Stabes haben. 

Unter einem Balken versteht man in der Festigkeitslehre und in der Elastizitäts- 
theorie einen Körper von recht verschiedenartiger und zugleich spezifischer Form. 
Stellen wir uns irgendeine gerade oder ge¬ 
krümmte Linie von der Länge l (Bild 9,a) 
vor, und nehmen wir an, daß längs dieser 
Linie sich eine ebene Figur CD so bewegt, 
daß der Schwerpunkt ihrer Fläche sich 
stets auf der Linie Aß, aber die Figur¬ 
ebene sich senkrecht zu dieser Linie befindet. 

Die Abmessungen der Figur CD setzen wir als 
nicht groß im Vergleich zu der Länge l der 
Kurve AB voraus. Einen Körper, dessen 
Form auf diese Weise beschrieben werden 
kann, nennt man einen Balken. Die Linie 
AB wird als Achse des Balkens, die Figur 
CD als sein Querschnitt bezeichnet. 

Wpnn der Querschnitt CD bei der Bewegung längs der Achso sich nicht ändert 
und sich nicht um die Tangente zur Achse dos Balkens (wio um oino momentane 
Drehachse) dreht, so haben wir einen Balken mit konstantem Querschnitt. Im 
Sonderfa]l, wenn die Achse des Balkens eine Gerade ist, erhält man einen geraden 
Balken mit konstantem Querschnitt. Ein derartiger Balken ist ein Körper von 
prismatischer Form. Wenn die Achso des Balkens eino ebene Kurvo ist, so er¬ 
halten wir einen ebengekrümmton Balken mit konstantem Querschnitt (Bild 9,b). 
Wenn die Abmessungen des Querschnitts während seiner Bewegung längs der 
Achse sich ändern, so erhalten wir entsprechend einen geraden oder eben- 
gekrümmten Balken mit veränderlichem Querschnitt, 

In der Festigkeitslehre und in der Elastizitütsthoorie ist es üblich, als Stab 
dünne und lange Balken zu bezeichnen, bei denen die Abmessungen des Quer¬ 
schnittes im Vergleich zur Länge der Achse 1 ) nur sehr gering sind 2 ). 

Indem wir das Gesagte zusammenfassen, vermerken wir, daß zu don geo¬ 
metrischen Grundelementen des Balkens seine Achse und sein Querschnitt ge¬ 
hören. Mit diesen Begriffen sind alle weiter zur Darlegung kommenden Methoden 
zur Bestimmung des Balkens aufs engste verbunden. Wenn es uns daher 
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Schwierigkeiten bereitet, die Achse im gegebenen Körper zu finden (aber folg¬ 
lich auch einen solchen .Schnitt, den man als Querschnitt bezeichnen könnte), 
bo ist es geboten, bei einem derartigen Körper die Methoden zur Berechnung 
eines Balkens mit großer Vorsicht anzuwenden. 

Die Arbeit der einzelnen Balken oder Stöbe im Bauwerk kann unter sehr ver¬ 
wickelten Bedingungen verlaufen. Indem man jedoch die Methoden der Statik 
benut zt, können wir auch ein kompliziert es System von auf den Balken wirkenden 
Kräften in zwei oder mehrere einfachere Systeme zerlegen. Daher kann, wie wir 
das später sehen werden, jeder komplizierte Fall der Arbeit eines Balkons in drei 
einfachere zerlegt werden: 

1. Zug oder Druck des Balkens, 

2. Biegung des Balkens, 

3. Verdrehung des Balkens. 

Wir lernen zunächst die einfacheren Fälle kennen, die als grundlegende an- 
Äiisohen sind. Danach wird es schon leichter sein, zu den komplizierteren Fitlien 
iihorzugehen, die die Bezeichnung der zusammengesetzten Beanspruchung tragen. 

B. Hinsichtlich der Art der Wirkung der äußeren Kräfte, die am Balken oder 
Stab angreifen, muß man ihre statische und dynamische Wirkung unterscheiden. 
"Wenn die äußeren Kräfte (z. B. Belastungen) am Balken so langsam angebracht 
worden, daß die durch sie hervorgerufenen Beschleunigungen dor Balkonteilehrn 
sehr gering sind und vernachlässigt werden können, und wenn man weiter voraus¬ 
setzt, daß der Balken dabei in keinem Zeitpunkt aus dem Gleichgewichtszustand 
kam, so sagt man, daß die Belastung statisch aufgebracht wurde; ihro weiten* 
Wirkung wird dann ebenfalls eine statische sein. 


Wenn jedoch die Belastung auf den Balken derart schnell aufgebracht wurde, 
daß seine Teilchen bemerkbare Beschleunigungen erhielten, so wird dor Balken 
nach dem Aufbringen der Belastung in Bewegung geraten. In diesom Falle sagt 
man, daß die Belastung dynamisch aufgebracht wurde, und die Wirkung wird 
eine dynamische sein. Wenn der Balken aus elastischem Werkstoff gefertigt ist, 
so kann man sagen, daß seine Bewegung einen periodischen Charakter haben 
wird, d. h. der Balken wird elastische Schwingungen ausführen, Ähnlich denen, 
die eine Spiralfeder beim bekannten Versuch aus der Physik unter der Einwirkung 
eines an ihr plötzlich angehängten Gewichtes ausfiihrt. Dieso Schwingungen 
klingen infolge von Widerständen verschiedener Art unvermeidlich ab, und dir 
Wirkung der Belastung wird schließlich nach einer gewissen Zeit cino sLntisoho. 
Sehr oft jedoch muß man sich mit der dynamischen Wirkung von Belastungen 
befassen, die im Laufe der Zeit nicht verschwindet. Dies wird z. B. im Fahr 
einer arbeitenden Maschine eintreten, die auf einem Balken montiert ist: oino 
solche Maschine wird fast unvermeidlich Stöße auf den Balkon übertmgon, indem 
sie eine dynamische Belastung schafft, die genügend schnell ihro Größe und bis¬ 
weilen auch ihre Richtung ändert. 



2 Zug und Druck des geraden Balkens 


2.01 Allgemeine Begriffe — Gleichmäßiger Zug (Druck) 

fj 

A. Wenn die Kräfte an den Enden eines geraden Balkens (Bild 10) angreifen 
und parallel der Balkonachse gerichtet sind, so erhalten wir den Fall des Zuger 
(oder Druckes) eines Balkens. Man sagt auch, daß der Balken in diesem Fallo 
auf Zug (oder Druck) arbeitet. 

Nehmen wir an, daß die Kräfte, die am oberen Ende wirken, sich mit den am 
unteren Ende angreifenden Kräften im Gleichgewicht befinden. Die Resultierende 
der den Balken ausziehenden (oder zusammendrückenden) Krüftegruppen N 
oder N' heißt kurz die Zugkraft (Druckkraft). 


N 


N‘ 




Es sind zwei Fälle zu unterscheiden: 1. Wenn die Resultierende der auf den 
Balkon wirkenden Zugkräfte durch den Schwerpunkt des Balkonquerschnitts 
geht, und 2. wenn sio außerhalb des Querschnittspunklcs liegt. In dom ersten 
dieser Fälle erweist sich das Studium der Erscheinung als sehr einfach — dies 
ist der Fall des rinjuchen oder gleichmäßigen Zuges (oder Druckes), mit dem wir 
uns gleich beschäftigen werden. Das Studium der Erscheinung im zweiten Fallo 
wird wesentlich komplizierter — dies ist der Fall des ungleichmäßigen und außer¬ 
mittigen Zuges (oder Druckes), bei dem der einfache Zug (oder Druck) von einer 
Biegung des Balkens begleitet wird. Diesen Fall werden wir viel später behandeln. 
Auf Bild 11 ist ein Winkel dargestollt, der mit zwei Nieten befestigt ist und 
auf außermittigen Zug arbeitet. 

B. Indem wir zu dem Fall einus einfachen Zuges übergehen, ist es erforderlich, 
noch einen Vorbehalt zu machen. Zugkräfto kann man nämlich auf verschiedene 
Art an den Enden eines Balkens anbringen. Bild 12 zeigt einigo dieser Arten. 
In bezug auf alle diese Arten kann man sagen, daß in der Nähe der Befestigungen, 
d. h, an den Stellen des Stabes, an denen die Zugkräfte angebracht sind, dio Bo- 
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anspruchung des Stabes unter sehr verwickelten Bedingungen verläuft, die dem 
einfachen Zug gar nicht ähnlich sind. Wie aber sowohl die theoretischen Über¬ 
legungen als auch die Versuche zeigen, kann man damit rechnen, daß sich der 
Einfluß der Befestigungen in den Querschnitten schon nicht mehr auswirkt, 
wenn wir Querschnitte m—n betrachten werden, die von 
den AngrifTsstellen der Zugkräfte N etwas entfernt liogon. 
Die NormalBpannungen a verteilen sich Über den Quer¬ 
schnitt ungefähr gleichmäßig 1 ) (Prinzip von Saint 
Venant), während Schubspannungen in diesem Falle 
nioht vorhanden sind. 

Von der geometrischen Seite wird der einfache Zug 
durch den Umstand charakterisiert, daß dor vor dor 
Ausübung des Zuges ebeno Querschnitt m—n des Stabes 
(Bild 12) nach der Ausziehung keinerlei Vorzerrungen 
erleidet und eben bleibt, indem er sich in Richtung 
des Zuges vorwärts bewegt. Dieße Eigenschaften sind 
charakteristisch für den einfachen Zug und ermöglichen 
es, die statische und geometrische Seite der Erscheinung 
leicht zu untersuchen. 

C. Nehmen wir irgendeinen Balken (Bild 13) und 
unterwerfen wir ihn dor Wirkung von Zugkräften iV, 
die zentral längs der Achse angreifen. Infolge der 
Wirkung der äußeren Kräfte N wird sich dor Balken verformen. Wenn er nioht 
zerstört wird, so werden seine Teilohen in den Gleichgewichtszustand kommon, 
und wir erhalten einen Spannungszustand des Balkens. Zur Ermittlung der 

inneren Kräfte gehen wir gemäß dor im 

I. Abschnitt angeführten Untorsuohungs- 
methode vor, und zwar: 

1. Wir führen einen Sohnitt m—n durch den 
zu betrachtenden Balken; 

2. wir entfernen einen der Teile, z. B. don 
rechten Teil; 

3. wir ersetzen die Wirkung dos entfernten 
Teiles durch Kräfte; 

4. wir ßtellen Gleichgewichtsgleichungen für 
den verbliebenen Teil auf. 

Von allen Gleichgewichtsgleichungen bleibt in unserer Aufgabe nur eine übrig, 
die wie folgt lautet: 


t/V (EEÖ2 
Bild 12 


i m 




Jl 
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Bild 13 


ms 


N 


a dF = a f dF = af 


oder endgültig 




( 2 . 1 ) 


worin N die wirkende Kraft, a die über den Querschnitt gleichmäßig verteilte 
Normalspannung und F die Fläche des Querschnittes bedeuten. 

zum E1,one Jlo 
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Die übrigen Gleiohungen wandeln sieh in Identitäten um. Die erhaltene Forme 
(2.1) ist eine Ableitung, die zu der statischen Seite der Aufgabe gehört. Es is 
leicht zu erkennen, daß sie sich nur deshalb in sehr einfacher Form ergoben hat 
weil in unserer Aufgabe die Spannungen o in allen Punkten des Querschnitt 
gleich groß sind. 


• n unter dor Einwirkung der Kräfte A 


m 

N 


UL. 




W 


nr 


M 


EHE) 






m‘ 


D. Bei einem gleichmäßigen Zug des Stabes zeigen sich sehr einfache geo 
metrische Eigenschaften der Formänderung. Die Hauptersoheinung hestolr 
darin, daß sich der ebene Querschnitt m 
(Bild 14) in eine gewisse 
neue Lage m'—n' bewegt, 
wobei er eben bleibt, daß 
sich die ursprüngliche Länge 
des Balkens von l bis l x ver¬ 
größert und daß der Balken 
eine absolute Verlängerung 
erhält: 

Al =h-l, * Bild 14 


U 


Al 

~S 



die beim Zug positiv sein 
wird. Im folgenden ist es 
zuführen: 


zweckmäßig, don Begriff der Lüngsdelmung ein- 


e 


Al 

l 


( 2 . 2 ) 


Beim Druck wird die absolute und relative Verlängerung negativ. 


Der Versuoli zeigt, daß sich die Querabmessungen eines aus beliebigem Material 
angefertiglen Balkens beim Zug verringern , beim Druoh dagegen vergrößern. An¬ 
genommen (Bild 14), die anfängliche Querabmesaung des Balkens war b t die 
aber nach der Verformung gleich b x wurde, dann erhalten wir in der Quorriohtung 
die absolute Queränderung 

Ab = ~(b — bf) 


und die Querdehnung 



(2.3) 


Wir sehen bei der Betrachtung der physikalischen Seite dor Aufgabo, daß die 
Querdehnung (2.3) eng mit der Längsdehnung (2.2) verbunden ist. 


E. Die physikalische Seite dor Erscheinungen, die sich beim Zug oder Druck 
deB Balkens ergeben, wird mit Hilfe des Versuchs erforscht, dor weitor unten 
ausführlich beschrieben wird. Zunächst machen wir uns lediglich das Haupt¬ 
ergebnis dieses Versuches zunutze, das im folgenden besieht: 

1» Solange die Zug- (oder Druck-)Spannung 

N 
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eine bestimmte, für jeden Werkstoff festigende Grenze nicht erreicht hat, 
bleibt der Stab elastisch, d. h. er kehrt nach der Entfernung der ihn auszielienden 
Kräfte in seine ursprüngliche Form 1 ) zurück. Die Spannung er, die dieser Grenze 
entspricht, heißt die Elastizitätsgrenze beim Zug (oder Druck). 


2, Etwa bis zur Elastizitätsgrenze befinden sich die Dehnung e und die Normal¬ 
spannung ö in einem konstanten und für das vorliegende Material vollkommen 
bestimmten Verhältnis: 

- = E-, 
s 


mit anderen Worten, die Spannung ist proportional der Dehnung: 


a — Ee. 


(2.4) 


Diese Ableitung, ausgedrückt durch die Gleichung (2.4), nennt man das 
Hookesche Gesetz. Seine Bedeutung kennen wir schon aus den im I. Kapitel 
niedergelegten Überlegungen. Der Proportionalitfitskoeffizient E in der Glei¬ 
chung (2.4) heißt der Elastizitätsmodul beim Zug (oder Druck) oder dor Modul 
der Längselastizität, 

Die Dimensionen dor Werte a und e sind uns schon (Kapitol 1.4 und 1.5 oder 
die Formel (2.1) dieses Kapitel) bekannt. Damit wird dio Dimension des 
Moduls zu 

[£] = 


Kraft 


Länge 1 


a > 


d» h. seine Dimension stimmt mit der Dimension der Spannung üborein. Man muß 
im Auge behalten, daß das Hookesche Gesetz eine physikalische Abhängigkeit 
ist und in mathematischer Form den Zusammenhang zwischen Spannungon 
und Formänderungen dor verschiedensten Werkstoffe widerspiegeln soll. 

Eb ist durchaus nicht die Schwierigkeit zu verkennen, mit ein und demselben 
Gesetz die Eigenschaften aller in der Natur anzutreflenden Werkstoffe zu bo¬ 
schreiben. Am besten folgt dor Stahl dem Hookeschen Gesetz, jedoch kann man 
auch für ihn bei genauen Messungen Abweichungen von diesem Gesetz fest- 
Btollen. Gußeisen, Holz und Beton weisen schon leicht bemerkbare Abweichungen 
vom Hookeschen Gesetz auf. In bezug auf diese Materialien kann man diese 
Abhängigkeit nur bis zu einem gewissen Grade bedingt anwonden. Für Zwecke der 
Ingenieur-Berechnung vernachlässigt man gewöhnlich solcho geringfügige Ab¬ 
weichungen und benutzt das Hookesche Gesetz bei der Mehrzahl der in der 
Praxis vorkommenden Werkstoffe. 


2.02 Grumlformcln für Zug 

A. Die Formeln (2.1), (2.2) und (2.4) 


N 

a= F' 

(2.1) 

Al 

e ~ T’ 

(2.2) 

er = Es 

(2.4) 


£' deuls f hen „ Ee f ak fJoru Noch Internationaler Festsetzung (Brüssel 1000) nonnl rm.ii (llo 
11^110^10^L ttifge hinforKtßU ’ der nUr b,eibeDde Dehnungen {M>) von 0.001% bis 0,03% dqr ur~ 
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legen alle drei Seiten der Aufgabe über den Zug und den Druck eines Balkens 
dar und ermöglichen es, eine Reihe von Ableitungen durchzuführen, die bei der 
Lösung von praktischen Aufgaben erforderlich sind. 

Die wichtigste Ableitung wird benötigt, wenn wir jetzt die absolute Verlänge¬ 
rung eines Balkens errechnen wollen, dessen Abmessungen l und F , dessen Werk¬ 
stoff, aus dem er gefertigt ist (d. h. E bekannt ist), und die auf ihn wirkende 
Druck- oder Zugkraft N bekannt sind. Die Berechnung beginnen wir, indem 
wir von der Formel (2.2) 

Al - el 

ausgehen und in dieso den Wert e aus der Formel (2.4) einsetzen; dann wird 



Setzen wir jetzt noch den Wert a aus der Formel (2.1) ein, so erhalten wir für 

(2.5) 

Diese Formel faßt alle drei Seiten der Aufgabo zusammen und drückt das 
Hookoscho Gesotz in entwickelterer Form aus: 

Die Verlängerung eines Balkens beim Zug (Druck) ist proportional der Zug- 
(Druch-)Kraft und der Länge des Balkens und umgekehrt proportional dem 
Elastizitätsmodul und der Querschnitts fläche das Balkens, 

Der Wert EF im Nonner der Formel (2.5) wird die Steifigkeit des Balkens beim 
Zug (Druck) genannt. 

Bei der Ableitung der Grundformeln der Festigkeitslehre muß man stets die 
Dimensionen ihrer rechten und linken Seito überprüfen. In der Formel (?.5) ist 
die Dimension der linken Seite eine Länge. Es wird dem Leser empfohlen, zu 
untersuchen, ob die rechte Seite von gleicher Dimension ist und welche Dimension 
die Steifigkeit EF hat. 

B. Die Ableitung (2.5) berücksichtigt die physikalische Seito der Erscheinung 
des Zugs (Drucks) und ermöglicht es daher, verschiedenartige) Aufgaben physika¬ 
lischen Charakters über den Zug und Druck von Balkon zu lösen. Diese Aufgaben 
sind jedoch oft statisch unbestimmt, d, h. sie können nicht allein auf Grund der 
Untersuchung der statischen Seite gelöst werden. 

Führen wir als Beispiel folgende Aufgabe 
an. Zwischen zwei Haken A und B (Bild 15) 
soll ein Stahlstab eingesetzt werden. Es er¬ 
wies sieb, daß er nicht von der erforderlichen 
Länge l } sondern um einen geringen Wert l 
kürzer angeferligt worden war. Beim Ein¬ 
setzen auf die Haken mußte man ihn um 
die erwähnte Länge ausziehon. Welche Zugkraft mußte hierzu am Stab an¬ 
gebracht werden? Die Formel (2.1) gibt uns hierauf keine Antwort, da in ihr 
zunächst N und a unbekannt sind. 




B 8 
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I 


Bild IS 



26 


Zug und Druck des geraden Balkons 


Wenn wir diese Aufgabe mit der im Kapitel 1.3 durohgeführten aufmerksam 
■vergleichen, finden wir eine große Ähnlichkeit. Dies gibt aber auch die Möglich¬ 
keit, einen Plan für die weitere Lösung aufzuzeiohnen. Offensichtlich ist es er¬ 
forderlich, in erster Linie die geometrischen Eigenschaften der Formänderung 
des Balkens bei seiner Ausziehung (die geometrische Seite) zu untersuchen und 
auf Grund des Versuchs einen Zusammenhang zwischen der Zugkraft und der 
Verlängerung des Balkens (die physikalische Seite) zu erhalten. 

Die statische Seite der Aufgabe kommt darin zum Ausdruck, daß der Balken 
unter der Einwirkung von zwei gleichen und entgegengesetzten Kräften iV, die 
an den Enden angreifen, sich im Gleichgewicht befindet, und daß in jedem Quer¬ 
schnitt die durch die Formel (2.1) ausgedrückte Normalspannung erwirkt. 

Die geometrische Seite zeigt, daß dio Verlängerung A l infolge der Wirkung 
der Zugkräfte gleich X sein muß: 

Al — X. (2.6) 


Diese Gleichung ist auch die zusätzliche Bedingung, dio zu den Gleichgowichts- 
bedingungen der Statik hinzugefügt werden muß, um die Aufgabe bis zum 
Schluß lösen zu können. In die Gleiohung (2.6) ist noch an Stelle von A l sein 
durch die Zugkraft N ausgedriiekter Wert (2.5) einzusetzon, in dom von uns 
bereits die physikalische Seite der Aufgabe berücksichtigt wurde: 


Aus (2.7) finden wir leicht N\ 


m 

EF 


A. 



(2.7) 

( 2 . 8 ) 


Dieses Ergebnis ist dio Synthese aller drei Seiten der Aufgabe. Es klärt den 
physikalischen Charakter der Kraft N auf, der, wie wir aus der Formel (2.8) 
sehen, von der Stablänge 1, von seiner Querschnittsfläoho F und vom Elastizitäts¬ 
modul E des Stabmaterials abhängt. Es ist wichtig, noch eine Eigenschaft der 
Kraft N zu vermerken, die in unserer Aufgabe als statisch unbestimmte Größe 
erschien: Diese Kraft wird um so größer sein, je größer dio Quorschnittsfiächo 
des Stabes und je größer der Elastizitätsmodul des Werkstoffs ist. Je größer 
wir demnach den Stabquerschnitt in der gegebenen Aufgabe wählen, eine um 
so größere Kraft muß an diesem wirken, und umgekehrt. Dies ist eine ganz all¬ 
gemeine Eigenschaft der statisch unbestimmten Aufgaben, die in der Praxis 
große Bedeutung haben. 

Aus der Zugkraft N in der Formel (2.8) finden wir leicht dio Normalspannung 

N EX 
° F l ’ 

die nun nicht mehr von der Querschnittsfläche des Balkons abhängt, sondern 
mit der Vergrößerung des Elastizitätsmoduls des Werkstoffs wächst. 

Untersuchen wir noch eine weitere einfaoho Aufgabe, die sehr viol Ähnlichkeit 
mit der oben gelösten hat. 
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Ein Stahlßtab von der Länge l ist bei einer gewissen Temperatur mit seinen 
Enden in zwei Wände eingespannt worden (Bild 16). Hierauf fiel seine Tem¬ 
peratur um t°. Werden sich in ihm Spannungen zeigen, und welcher Art werden 
sie sein? 


Ph 


Zur Ermittlung der Spannung wollen wir wieder das allgemeine Verfahren 
anwenden, d. h. 1. wir zerschneiden den Stab, z. B. am linken Ende, 2. wir 
entfernen den linken Teil, 3. wir ersetzen 
die Wirkung dieses Teils auf den rechten 
Teil durch die vorläufig noch unbekannte 
Kraft X , und 4. wir stellen die Gleich- 
gowichtsbedingungen des verbliebenen 
rechten Teils auf. Dieser befindet sich unter 
der Einwirkung der Kraft X und der Reak- 
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Bild 16 


tion dor rechten Wand, die der Kraft gleich, aber entgegengesetzt gerichtet ist, 
im Gleichgewicht. Es ist ersichtlich, daß die Gleichgewichtsbedingung der 
rechten Seite nicht genügende Angaben zur Lösung dor Aufgabe liefert; daher 
müssen 5. dio Bedingungen der Formänderung berücksichtigt werden. Vorher 
aber bemerken wir, daß beim Zerschneiden des Balkens vor dem Absinken der 
Temperatur die Enden an der Schnittstelle nach der Abkühlung um den dor 
Verkürzung der Stablänge gleichen Wert X ausoinandergohen würden. Demnaoh 
wird 

X = lat. 


worin a der lineare Ausdehnungskoeffizient des Stabmaterials ist. 

Da in Wirklichkeit ein Ausoinandergohen der Enden nicht eintritt, so muß am 
rechten Teil eine Kraft X von solcher Größe angesetzt werden, daß das Aus- 
einandergehen verhindert wird. Wenn Al dio Verlängerung des Stabes unter 
der Einwirkung dor Kraft ist, so wird die geometrische Bedingung der Form¬ 
änderung 

Al = X 


oder 


Al = lat 


(2.9) 


lauten. Es ist noch die Ableitung (2.5) aus der Aufgabe Über den Zug (die physika¬ 
lische Seite) zu verwerten, und wir erhalten dann aus (2.9) leicht die gesuchte 
Kraft und alsdann die Spannungen im Stab: 

X — EFat, a = Eat. 

Es wird dem LeBer nützlich sein, dio erhaltenen Ergebnisse zu analysieren und 
zu klären, welche Umstände der Aufgabe die Größe dor Kraft X nicht beein¬ 
flussen und welche auf die Größe der Spannung er keinen Einfluß ausüben; auch 
wäre zu klären, ^vie sich die Vergrößerung der Steifigkeit des Stabes EF auf die 
Größe der Kraft auswirkt. 

Wenn ein Stabende nicht eingespannt wäre und die Möglichkeit hätte, sioh 
frei zu bewegen, so würden wir bemerken, daß im Stab keine Kraft X entsteht 
und daß er irgendeine Nutzlast ohne' zusätzliche Tomperaturspannungon auf¬ 
nehmen kann. 

Das Erscheinen der Zusatzkraft X erfordert aber eine Vergrößerung der Quer¬ 
schnittsfläche des Balkens, und man ist daher in der Praxis bemüht, die Balken- 
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öullagßr so zu konstruieren, daß die Balkenenden Bewegungen ausführen können, 
die das Auftreten von Kräften infolge von Temperaturänderungen verringern 
oder überhaupt vollkommen ausschließen. 


2,03 Maschinen und Geräte für die Prüfung von Werkstoffen 

A. Zur Durchführung von Zug- und Druckversuchen gibt es eine ganze Reihe 
von Maschinen, die es ermöglichen, ein Experiment auszuführen und genügend 
genau die auf den Versuchskörper wirkende Kraft zu messen. Die Formänderung 
wird entweder mit Hilfe besonderer Einrichtungen an der Maschine selbst oder 
mittels spezieller Meßgeräte gemessen. 



Bei den neuesten Typen von Versuchsmasehinen kann die auf den Versuchs- 
örper wirkende Kraft bis auf einige tausend Tonnen gebracht werden. Mit diesen 
aschinen untersucht man auf Zug und Druck nicht einzelne Proben von go¬ 
ngor Größe, sondern ganze Bauwerksteile in natürlicher Große. In der Labora- 
iriumspraxis benutzt man für die alltägliche Arbeit Maschinen geringerer 
3istung; der Prüfung werden nur einzelne Proben verschiedener Werkstoffe 
iterzogen. Beim Zugversuch werden gewöhnlich Maschinen mechanischer oder 
fdraulischer Wirkung angewendet. Am häufigsten kommen Maschinen zur An- 
mdung, bei denen eine Kraft von nicht mehr als 501 auf den Versuchskörper 
»ertragen wird. Druckversuche werden mittels hydraulischer fressen mit einer 
cafb von 30 bis 60, höchstens aber bis 500 t durchgeführt. Nachstehend wird 
le kurze Beschreibung der Konstruktion solcher Maschinen gebracht, wie sie 
den sowjetischen Laboratorien am häufigsten benutzt werden. 
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Die Hobelmaschine zur Durchführung von Zugversuchen (mit einom Pendel¬ 
gegengewicht) kann eine Zerreißkraft bis 501 1 ) entwickeln. Die Maschine 
(Bild 17) wird vom Elektromotor (I) angetrieben, der mit Hilfe einer Schnecke (£) 
und eines Triebrades (3) den Stab (4) nach unten zieht, der oben mit einem 
Halter zur Befestigung des Yersuchsstabes (5) endet. Der obere Stab (<5) ist durch 
ein Schraubongewinde mit dem Hebel (7) verbunden, der sich im Punkt A auf 
den Maschinenrahmen stützt und im Punkt JJ gelenkig mit der Zugstange (3) 
verbunden ist. Die Zugstango ist ihrerseits gelenkig mit dem Hebel [0) verbunden, 
der sich unter der Maschine befindet. Der Hebel (0) hat wiederum eino gelenkige 
Verbindung mit der Zugstange (Id), dio mittels eines Gelenks am Pendel (II) 
befestigt ist. 

Bei der Bewegung der Schraube (4) nach unten und Ausübung eines Zuges 
auf den Versuehsstab senkt sich der Stab (6), wobei er dos Gclonksystem 
( 7—8—9—10 ) in Bewegung setzt; das Pendel (II) schlügt hierbei um einen ge¬ 
wissen Winkel (Bild 17) aus und bringt das ganze System ins Gleichgewicht 8 ). 


In dem Bild 18 ist das Hebelsystcm der Maschine schemalisch dargestellt. 
Nehmen wir an, daß auf don Versuehsstab die Kraft P x ühorlragen wurde. Dicso 
Kraft wird weiter auf den Hebel (7) 
übertragen, der auf die Stange 
einen Zug von 


Pt* 

«2 


(«) 


ausübt. Die Kraft P 2 wird auf den 
unteren Hebel übertragen. Infolge¬ 
dessen wird die Stange {JO) durch 
dio Kraft 


(b) 



p = p, afe 

3 1 «A 

auf Zug beansprucht. 

Das Moment der Kraft P 3 be¬ 
zogen auf den Gelenkpunkt .S muß 

sich mit dem vom Gewicht () des ausgoschlagenon Pendels horrUhronden Moment 
Ausgleichen, d.h. 

Qx « P 3 2, 


worin :c und 2 dio Hebelarme veränderlicher Lüngo sind, deren Große vom 
Neigungswinkel a des Pendels abhängt. Setzt man den oben gefundenen Wort P 3 
in die erhaltene Gleichung ein, dann wird 


Q* « 


«1^1 ' 
a 2 b 2 


<C) 


l ) Alis der Zahl der Maschinen dieser Bauart kann man nur die In der Sowjetunion onlwlrkclle 
Maschine von Tschuioschnlkow lilmvciscu sowie auf die Maschinen nach dem System von Mohi-Fedcr- 
hnfT. 

*) Die Hebel 7 und 0 der Maschine schlagen ebenfalls wtlhrend des Versuchs aus, aber der Ausschlag 
Ist nicht gioil und debludh auf dem Bild nicht dnrgestelll. 
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woraus sich die auf den Versuchsstab entfallende Zugkraft 


ermitteln läßt. 


Pi = Q 


ojii 


x 

z 


(d) 


Die Maschine ist so konstruiert, daß die Entfernung zwischen, dem Gelenk¬ 
punkt S und dem Stäbchen (12), gegen das sioh das obere Ende des Pendels 
stützt, Btets konstant bleibt. Der Stab (12) kann frei in Lagern gleiten, wobei 
er stets horizontal bleibt. Bei einer Verschiebung des Stabes dreht dieser ein 
mit einem Zeiger verbundenes Zahnrad, wodurch das Ablesen der Größe der 
Kraft : äuf der Skala ermöglicht wird. 

Wie,, aus dem Bild 18 ersichtlich, können x und z durch die Größe des Hebel- 
armes ..Ci und die Länge des Pendels / wie folgt ausgedrückt werden: 

X f 

z = c, cos a , x = / sin a, — — — tg a. 

Z Cj 

Aus dem Bild 18 kann man auch leicht feststellen, daß 



ist. Setzt man den gefundenen Wert für tga in die Formel (d) ein, so orhalten 
wir abschließend: 


Px 


q a 2 h 2 ' £ ' 

a i h c i d 


Diese Gleichung gibt die Abhängigkeit zwischen der Kraft P 1 und der Ver¬ 
änderlichen x' in der Form einer einfachen Proportion an. Auf Grund dieser 

Abhängigkeit wird die 
Skalenverteilung der Ma¬ 
schine ausgeführt, auf der 
die Zugkraft P x angezeigt 
wird. 

Gehen wir zu der Be¬ 
schreibung einer hydrau¬ 
lischen Presse Uber, die 
für die Druckprüfung von 
Versuchsstäben mit einer 
höchsten Druckkraft von 
60 t zur Anwendung 
kommt. In dem Bild 19 
ist das Schema der Presse 
dargestellt. Beim Betrieb 
der Presse wird durch ein 
Rohr in den Zylinder (Jf) 
im unteren Teil der Ma¬ 
schine Öl gedrückt, das den Kolben (2) hebt. Auf den Kolben ist ein Zwischen¬ 
stück (3) aufgesetzt, das sich mit seiner unteren sphärischen Fläche auf eine 
entsprechende Vertiefung des Kolbens stützt. Eine derartige Konstruktion ist. 



Bild 19 
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zwecks Zentrierung der zu übertragenden Kraft erforderlich, Das obere Zwischen¬ 
stück (5) ist unbeweglich. Zwischen den Zwischenstücken befindet sioh der Ver¬ 
suchskörper (4), der auf Druck geprüft werden soll. Der Zylinder (1) ist durch 
ein Rohr mit dem Zylinder (6) verbunden, in dem sich ein Kolben (7) befindet, 
der mit der Zugstange (#) verbunden ist. Der Druck überträgt sioh vom Zylinder 
(1) in den Zylinder (6), wodurch der Kolben (7) und der mit ihm verbundene 
Zugstab (5) naoh unten bewegt wird. Der Zugstab (5) ist mit Hilfe des Schar¬ 
niers (A) mit dem Pendel (0) verbunden, der beim Ausschlag, ebonso wie bei 
der Hebelmaschine, den Druck auf den Kolben (7) ausgleioht. Der Ausschlag 
des Pendels wird auf einen Zeiger übertragen, der die Kraft auf einer geeichten 
Skala anzoigt. 

B. Die Verlängerung (der Stäbe) beim Zug und die Verkürzung beim Druck 
mißt man mit besonderen Geräten, von denen die bekanntesten das Spiegelgerät 
und das Tensometer sind. 

Das Schema des Spiegelgerüts zeigt Bild 20. Das Gerät besteht aus der 
Metallplatte AB, die am Prüfkörper in zwoi Punkten gelagert ist. Das eine Lager 
stellt eine Schneide AC dar, die unbeweglich mit der Platte verbunden ist, und 
das andere ein frei drehbares rhombisches Prisma BD, Das Prisma sitzt auf 



einer langen Achse, an der ein kleiner Spiegel (Bild 21) befestigt ist. Das ganze 
Gerät wird mit Hilfe einer Federklammer FG dicht an den dem Zug zu unter¬ 
werfenden Versuchskörper herangozogen. In einer gewisson Entfernung i vom 
Spiegel befmdot sich ein Lineal mit Teilstrichen und ein Fernrohr, Das Fernrohr 
und das Lineal werdon so aufgestollt, daß im Fernrohr mit Hilfe des Spiegels 
die Skala des Lineals zu sehen ist. 

Beim Zug dos Versuchskörpers dreht sich das Prisma BD, und mit ihm dreht 
sich um den gleichen Winkel auch der Spiegel E. Wenn vor der Ausführung des 
Versuchs im Fernrohr der Teilstrich II der Skala zu sehen war, so wird sich nach 
der Ausübung dos Zuges der Teilstrich J der Skala im Spiegel widerspiegeln 
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was vom Beobachter verzeichnet wird. Kennt man die Differenz der Ablesungen X 
{Bild 20), so ist es nicht schwierig, den Winkel a zu errechnen, um den sich das 
Prisma bei der Längsdehnung des YersuchskÖrpers gedreht hat. Der von den 
Strahlen EJ und EH eingeschlossene Winkel ist, wie aus der Optik bekannt, 
gleich 2 a und daher 

X = Ltg 2a. 

Da der Drehwinkel sehr klein ist, kann man tg 2a — 2 tg« setzen, und folg¬ 
lich ist ^ 

ä=2Ltg«; t 8 a= JZ' 

Die Spitze des Prismas bewegt sich infolge der Zugdehnung des Versuchskörpers 
(Bild 22) aus dem Punkt D in den Punkt D'. Die Entfernung zwischen D und /)' 
ist gleich der absoluten Verlängerung Al des Versuchskörpers zwischen den 
Punkten C und D, 

Wie aus Bild 22 ersichtlich, ist 

A l = a sin a « a tg a , 

worin a die Länge der größeren Diagonale des Prismaquorschnittos ist. Sotzt 
man den oben gefundenen Wert tg a ein, so erhalten wir 


AI — X 


2 L* 


/Jl« 


Das Gerät wird in der Regel so konstruiert und aufgestollt, daß das Ver- 
2 L 

hältnis —, der sogenannte Vergrößerungskoeffizienl , gleich 500 wird. Hieraus 

(t 

folgt, daß die absolute Verlängerung des Versuchskörperabschnittes 

A 

500 

wird. 

Die Dehnung erhalten wir, wenn wir die absoluto 
Verlängerung A l durch den Wert der Basis dos Geräts, 
d. h. durch die Strecke zwischen den Punkten C und 1) 
teilen; 

Al X , 

6 l ~ 500 ‘ 



Das Spiegelgerät wird gewöhnlich in Laboratorien 
angowendet. Zur Ermittlung von Formänderungen so¬ 
wohl im Laboratorium als auch im Gelände kann ein 
anderes, besser tragbares Gerät, das Tensometer, zur 
Anwendung kommen. Das Schema eines Heboltenso- 
melcrs ist in Bild 23 gegeben. Im Punkt A ist das 
Gerät mit der unbeweglichen Spitze mit dem Versuchskörpor in Berührung, 
während im Punkt B ein bewegliches Prisma vorgesehen ist, das mit dem Stab BC 
verbunden ist, der zusammen mit dem Prisma pendeln kann. Der Stab BC ist 
mittels eines Gelenkzwischenstabes CD am Zeiger EF befestigt, der auf die je- 
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weilige Ablesungöatelle der Skala hinweist. Die Basis de3 Geräts, d. h. die Strecke 
zwischen der beweglichen und unbeweglichen Schneide, ist bei diesem Gerät 
gleich 2 cm. Daher bezieht sich die absolute Verlängerung, die vom Gerät ver¬ 
zeichnet wird, auf einen 2 cm langen Abschnitt des Prüfkörpers (Bild 24). Die 
Hebelarme der Stäbe DC und EF sind bo gewählt, daß das Gerät eine 1000- bis 


1200fache Vergrößerung der Form¬ 
änderung liefert. Die wirkliche abso¬ 
lute Formänderung ist daher gleich 
der Ablesung A auf der Skala geteilt 
durch die Vergrößerung des Geräts: 



Im Bild 25 sind übliche Formen 
von Versuohsstäben dargestellt, die 
bei der Zugprüfung von Stahl zur An¬ 
wendung kommen. 



runde Proben 



Bild 25 


2.0-1 Zugdiagramm 

A. Die Prüfmaschinen sind mit einer besonderen Einrichtung versehen, die 
den Verlauf dos Versuchs in Form eines Diagramms (einer graphischen Dar¬ 
stellung) auf einem Papier (Bild 17) aufschroibl, das auf 
eine Zylindertrommel {14) gewickelt ist. Mit Hilfe der 
Schnur {13), die sich bei der Verlängerung des Versuchs- 
stuhes spannt, wird die Zylindertrommel in Bewegung 
gesetzt; die Drehbewegung der Zylindertrommel hängt 
demnach von der Formänderung ab. Der das Diagramm 
aufzeichnondo Schreibstift wird mit Hilfe oines Stabes 
{16) mit dem Pendel {11) der Maschine verbunden und 
verschiebt sich längs der Mantellinie derZylindertrommol 
beim Ausschlagen des Pendels, d. li. bei der Vergröße¬ 
rung oder Verringerung der Zugkraft. Hierbei wird auf dem Papier, das auf 
die Trommel aufgespannt ist, eine Kurve aufgozoiohnet, die die Abhängigkeit 
zwischen der absoluten Verlängerung A l und der Zugkraft P (Bild 20) zur Dar¬ 
stellung bringt. 

3 Flionenko I 



0?EEST 


H Al 


Bild 20 
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Da zwischen der absoluten Verlängerung A l und der Dehnung e eine direkte 
Proportionalität besteht: 

Al = ei, 

und da weiter die Kraft P direkt proportional der Spannung 

P ~ aF 

ist, so wird sich das für A l und P gezeichnete Diagramm von den Diagrammen 
für e und a nur durch die Maßstäbe der Abszissen und Ordinaten (Bild 27) unter¬ 
scheiden. Das Diagramm (e, o) ist 
jedoch geeigneter und spiegelt besser 
die physikalischen Eigenschaften des 
gegebenen Werkstoffs wider, da es 
nicht von den geometrischen Abmes¬ 
sungen des Prüfkörpers abhängig ist. 

In dem Bild 27 ist ein Beispiel 
eines Diagramms angeführt, wobei es 
so aufgebaut ist, daß seine Abszissen 
und Ordinaten entsprechend die 
Werte e und a darstellon, die sich in 
den verschiedenen Momenten des 
Versuchs ergaben. Ein solches Dia- , 
gramm gibt uns offenbar die nötige 
Abhängigkeit zwischen der Span¬ 
nung a und der Formänderung e,‘ 
d. h. es löst die physikalische Seite 
der Aufgabe über den Zug. 

Bei Maschinen ohne Schreibeinrichtungen muß man während des Versuchs in 
gewissen Zeitabstünden eine Ablesung der Größe der Zugkraft P vornehmen 
und die entsprechenden Verlängerungen A l des Versuchskörpers (am Tensometer 
oder Spiegelgerät) messen und diese in eine Tabelle eintragen. Parallel wird eine 
zweite Tabelle auf gestellt, in der auf Grund der erhaltenen Werte P und A l 
die Spannung a und die Dehnung e berechnet werden. Eino ähnliche Berechnung 
des Zugdiagramms wird auch in den Fällen angewendet, bei denen genauere 
Ergebnisse des Versuchs erforderlich sind. 

Zur Illustration ähnlicher Berechnungen sind in den auf Seite 35 befindlichen 
beiden Tafeln (Tafel 1 und 2) die Zugprüfungsergebnisse eines runden Versuchs- 
stabes aus Stahl von 220 mm Länge bei einem Durchmesser von 1 cm angegeben. 
Bei der Betrachtung der zweiten Spalte der Tafel 2 sieht man, daß sich die größto 
Spannung bei etwa 4000 kg/cm a ergab. Auf Grund von Versuchsunterlagen sind 
die in den Bildern 26 und 27 dargestellten Zugdiagramme auf gebaut worden. 

In Tafel 3 sind die Werte der Bruchgrenzo und der Dehnungen für einige 
Metalle angegeben. 
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Tafel 1 


Zugprüfungsergebnisse eines runden Versuchsstabes aus Stahl mit einem Durchmesser von 1 cm 


Lfd. Nr der 
Ablesung 

Belastung P 
in kg 

Absolute Ver¬ 
längerung Al 
in mm 

Lfd. Nr. der 
Ablesung 

Belastung P 
in kg 

Absolute Ver¬ 
längerung Al 
in mm 

1 

157 

0,020 

9 

2200 

0,409 

2 

393 

0,050 

10 

2360 

1,474 

3 

628 

0,085 

11 

2510 

4,048 

4 

864 

0,117 

12 

2670 

8,008 

5 

1180 

0,165 

13 

2830 

11,890 

6 

1410 

0,188 

14 

2980 

17,250 

7 

1730 

0,233 

15 

3150 

46,200 

8 

1960 

0,289 

16 

2980 

- 


Tafel 2 

Spannungen und Dehnungen eines runden Versuchsstabes aus Stahl 


Lfd. Nr. 
der 

Ablesung 

a 

Spannung 
in kg/cm 2 

e relative 
Dehnung 

BSM 

Lfd. Nr. 
der 

Ablesung 

ff 

Spannung 
in kg/cm fl 

e relative 
Dehnung 

a 

~ = E 
e 

in kg/cm 2 

1 

200 

0,000091 

2190000 

9 

2800 

0,00186 

1500000 

2 

500 

0,000250 

2000000 

10 

3000 

0,0067 

447000 

3 

800 

0,000385 

2070000 

11 

3200 

0,0183 

175000 

4 

1100 

0,00053 

2070000 

12 

3400 

0,0363 

93 500 

5 

1500 

0,00075 

2000000 

13 

3600 

0,0540 

66500 

6 

1800 

0,00085 

2120000 

14 

3800 

0,0785 

48300 

7 

2200 

0,00106 

2070000 

15 

4000 

0,2100 

18100 

8 

2500 

0,00131 

1910000 






Tafel 3 


Bruchgrenze a B beim Zug und die Dehnung ö beim Zerreißen einiger Metalle 


Werkstoff 

a n 

in kg/cm 2 

6 

in % 

Stahl für Bolzen und Niete ....... 

3400-5500 

22-25 

Flußeison (Stahl).. 

3000 -4800 

8-16 

Walzslahl .. 

3800-6200 

18-22 

Nickelstahl.. 

5500-6500 

22-27 

ChromnickeUlahl .. 

6500-7000 

16-18 

Sonderstahl. 

11000-16000 

8-10 

Gußeisen.. , 

1200-2500 

— 

Rotkupfer .. 

2000-2300 

88 

Bronze . 

2500 

15 

Phosphorbronzc. . . 

2000 -4200 

6-15 

Aluminium ... 

1000 -3500 

10-12 


3 * 
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B. Wir wollen hier folgende charakteristischen Punkte des Prüfungsdiagramms 
eines Versuchskörpers aus weichem Stahl hervorheben. Aus dem Bild 27 ist zu 
ersehen, daß das Diagramm als gerade Linie 0—1 erscheint, solange die Spannung 
eine bestimmte Größe nicht erreicht hat (in unserem Falle etwa 2200 kg/cm 2 ), 
d. h. die Spannung ist in diesem Falle direkt proportional der Dehnung: 

a — Es. 


In diesem Bereich besteht daher das Hookesche Gesetz zu Hecht. Die Spannung, 
die dem Punkt 1 entspricht, trägt die Bezeichnung ProporlionalUätsgrenze, Aus 

dem Bild ist ersichtlich, daß der Elastizitätsmodul E = — proportional dom 

G 

Tangens des Neigungswinkels des geraden Diagrammteils ist, demnach 

E ss ~ tga, worin mit m der Maßstab der Ordinaten und mit n der Maßstab 

der Abszissen der graphischen Darstellung bezeichnet ist. 

Über den Punkt 1 hinaus ergibt sich eine Krümmung der Linie des Diagramms, 
und dio Spannungen sind nicht mehr proportional den Dehnungen. Ein wenig 
oberhalb des Punktes 1 befindet sich ein anderer interessanter Punkt 2. Die 
Spannung, dio diesem Punkte entspricht, heißt die Elastizitätsgrenze. Über dio 
Elastizitätsgrenze hinaus verliert der Werkstoff seine elastischen Eigenschaften, 
und er wird im Falle der Entlastung bleibende Verformungen aufweisen. Dio 
Punkte 1 und 2 liegon sehr nahe beieinander, und in der Praxis rechnet man, 
daß die Elastizitäts- und Proportionalitätsgronze zusammenfallen, obgleich dies 
nicht ganz genau zutrifft. 


Es ist zu bemerken, daß die Ermittlung der Proportionalitüts- und Elastizitäts¬ 
grenze bedeutende Schwierigkeiten bereitet, da sich bei ausreichend genauen 
Messungen hernusstellt, daß die Punkte auf dem Abschnitt 0—1 des Diagramms 
nicht genau auf einer Geraden liegen, was auf die unvermeidliche Unhomogenität 
des Werkstoffs und die mit der Maschine seihst verbundenen Ungonauigkciton 
der Messung zurückzuführen ist. Bei Entlastung des Versuchsstabes erhalten 
wir zum 1 eil aus diesen Gründen eine Formänderung, dio nicht gleich Null ist. 
Daher stellt man auf Grund des Versuchs lediglich die technische Proportional!» 
tütsgrenze und die technische Elastizitätsgrenze fest. So ist z. B. dio technische 
Elastizitätsgrenze als erreicht anzusehen, wenn die bleibende Dehnung einen 
im voraus festgelegten Wert erreicht (z. B, 0,001%; 0,003%; 0,005% usw.}. 


Der nächste charakteristische Punkt des Diagramms ist der Punkt 3; dio 
diesem Punkt entsprechende Spannung heißt Fließgrenze. Vor diesem Punkt ist 

das Diagramm scharf gekrümmt, das 
darauf in einen der Abszissenachso par¬ 
allelen Abschnitt übergeht, Der Werk¬ 
stoff s die int während dieser Zeit zu 
Blld 28 fließen. Ohne Vergrößerung der Span- 

. mmg in der Probe stellen sich große 

Dehnungen oin, die um das Mehrfache größer sind als diejenigen vor der 
Fheßgrenzo. der Prüfstnb flach und genügend gut geschliffen oder poliert 

ist, so werden sich auf seiner Oberfläche beim Auftreten des Fließen» dio söge- 
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nannten Lüderasehen 1 } Linien zeigen (Bild 28). Diese Linien sind zur Linie der 
Kraftwirkung unter einem Winkel geneigt, der angenöherfc 45° beträgt, und 
stellen Bewegungsspuren der einzelnen WorkstofTteilchen dar, die durch große 
Formänderungen des Prüfstabes hervorgerufen wurden. Der Fließabschnitt 
reicht bis zu der Spannung, die dem Punkt ä des Diagramms entspricht. 

Das Fließen des Stahls wird beim langsamen Belasten des Versuchsstabes 
beobachtet. Beim schnellen Zunehmen der Belastung nähern sich die Punkte 3 
und 4 einander und fallen oft in einen Punkt zusammen, so daß der Fließabschnitt 
in diesem Falle verschwindet. Bisweilen wird vor dem Fließabschnitt eine ge¬ 
wisse Erhöhung der Spannung (in Bild 27 ist dies durch die punktierte Linie 
angegeben) beobachtet, die schnell abfällt und alsdann bis zum Ende der Fließ- 
ersoheinung nahezu konstant bleibt. Im weiteren Verlauf verfestigt sieh der 
Werkstoff, d. h. er erlangt wieder die Fähigkeit, dem Zug Widerstand zu leisten, 
so daß man die Spannung erhöhen muß, um eine weitere Vergrößerung der Ver¬ 
längerung zu erhalten. Zwischen der Spannung und der Dehnung besteht jedoch 
keine Proportionalitätmehr, und das Diagramm hat das Aussehen einer Kurve. 
Die Spannung, die dem höchsten Punkt 5 entspricht, trägt die Bezeichnung 
Bruchgrenze, und die Belastung, die diese Spannung hervorruft, heißt die Bruch¬ 
last. 

Bei der Durchführung des Versuchs zeigt sich, daß sich bei der Erreichung 
der Bruchgronze im Prüfstab eine Einschnürung bildet, d. h. eine starke Ver¬ 
engung des Querschnitts an irgendeiner Stelle des Versuehsstabes (Bild 29). Bei 
einem verengten Quersohnitt ist auch für das Zerreißen eine kleinere 
Kraft erforderlich, darum beginnt der Schreibstift der Maschine sich 
zu senken, die Kraft nimmt ab, und recht schnoll tritt die Zerstörung I 
des Versuchsstabes ein (Punkt D in Bild 26). 

Wenn die Spannung im Prüfstab während des Versuchs bis auf oinen 
gewissen Punkt 6 (Bild 27) gebracht und alsdann eine allmähliche \J 
Entlastung vorgenommen wird, so bewegt sich der das Diagramm 
aufzeichnende Schreibstift der Maschine abwärts, jedoch wird er sich 
nicht auf dem früheren Wege bewegen, sondern eine gewisse gerade 
Linie auf zeichnen, die parallel der Linie 0—1 verläuft. Diese Gerade i 
wird auf der Abszissenachse eine Strecke ab schneiden, die die Größe kJ ! 

der bleibenden Formänderung darstellt. Wir fällen jetzt vom Punkt 6 7 ^* 

aus eine Senkrechte auf die Abszissenachse und vermerken die & 
Strecke e 0 . Diese stellt die elastische Formänderung dar, die bei der Ent¬ 
lastung des Versuehsstabes verschwindet. Entlastet man den Versuchsstab, 
indem man seine Spannung nicht bis zur Elastizitätsgrenze erhöht, sondern 
z. B. den Versuch im Punkt 7 des Diagramms obbricht, so wird sich der Schreib¬ 
stift auf der Geraden 7—0 in den Punkt 0 zurüekbewegen. Dies bedeutet, daß 
eine bleibende Formänderung nicht vorhanden ist. 

Die weiter im Absohnitt 3 eingefügte Tafel 8 zeigt die Werte des Elastizitäts¬ 
moduls E für die wichtigsten Baustoffe, 

') Dies ist die festgelegte Terminologie, Jedoch sind diese Linien noch den Unterlagen, die im 
„BecrHHKe miKßxepos x tqxühxob Nr. 3,1948" (Mitteilungsblatt der Ingenieure und Techniker) 
enthalten sind, erstmalig von dem russischen Metallurgen Tschernow erwähnt worden. 
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C, Indem wir bei der Konstruktion des Diagramms die Formel 


a -7 

für dio Errechnung der Spannungen benutzt und die Fläche F als unveränderlich 
und gleich dom ursprünglichen Querschnitt vor dem Zugversuch angesehen 
haben, sind wir zu dem Ergebnis gekommen, daß das für a und e {Bild 27) 
konstruierte Diagramm sich in bezug auf Bein Aussehen durch nichts von dem 
Diagramm für P und A l {Bild 26} unterscheidet. Die hinter dem Punkt d, der 
der Bruchgrenze des Werkstoffs entspricht, nach der gleichen Formel berechnete 
Spannung wird sich verringern, und das Zerreißen wird bei einer Spannung 
eintreten, die kleiner als die Spannung der Bruchgrenze ist. Für die Zwecke der 
Praxis erwoist sich ein derartiges Diagramm als ausreichend. Im Grunde ge¬ 
nommen ist es jedoch nur bedingt richtig und gibt nicht genau den wahren Wert 
der Spannung dos Werkstoffs an. 

Bei Zugbeanspruchung des Versuchsstabes zeigt sich nicht nur eine Ver¬ 
größerung seiner Länge, sondern auch oine Querzusammenziehung {Quer¬ 
kontraktion), d. h. dio Querschnittsfltfohe des Versuchsstabes verringert sich 
dauernd, und daher erhalten wir bei Teilung der Kraft durch die ursprüngliche 
vor dem Versuch gemessene Quersohnittsflöohe nicht den Wort der wahren 
Spannung. Bis zur Erreichung der Fließgrenzo ist die Änderung der Querschnitts- 
fläoho nioht groß und spielt bei der Berechnung der Spannung keine wesentliche 
Rollo. Im weiteren Verlauf, wenn das Material fließt, tritt jedoch schon oine 
bedeutendere Verringerung der Fläche auf, dio Bich gleichmäßig uuf dio ganze 
Länge deß Vorsuchsstabos orstreckt. Bei noch weiterem Verlauf, bei dor Er¬ 
reichung dor Bruchgronzo, zeigt sich außerdem oino örtliche Verengung — eine 
Einschnürung, wobei die Quorschnittsflächo an dieser Stolle bis zum Bruch 
stark abnimmt. 

Die Abszissen unseres Diagramms, die die Dehnung e darstellen, charakteri¬ 
sieren ebenfalls nach dem Erreichen dor Bruohgrenzo des Workstoffs nicht ge¬ 
nügend genau die Dohnungsfühigkoit des Werkstoffs, da nach der Bildung des 
Halses die Dohnung auch von den Querabmessungon des Versuchsstabes ab- 

p 

hängen wird. Das wahre Zugdiagramm, das für die wahren Spannungen er — y 

konstruiert ist, worin F t die veränderliche Querschnittsfläche bezeichnet, zeigt, 
daß auch hinter dem dio Bruchgronze charakterisierenden Punkt dio Spannung 
während der ganzen Zeit ununterbrochen, bis zum Zerreißen, zunimmt. 


2.05 Poissonsche Zahl 

' A. Beim Studium der Formänderung infolgo eines Zuges {Kapitel 2.01 E) 
erwähnten wir schon, daß die Verlängerung eines auf Zug beanspruchten Balkens 
von seiner Verkürzung in Richtung senkreoht zur Linie der Kraftwirkung be¬ 
gleitet wird. Im Bereich der Elastizität ändert sich der Wert dor relativen Quor- 
verkürzung proportional der normalen Zugspannung und macht immer_ einen 
gewissen Teil der relativen Verlängerung aus. Wir nehmen an, daß 

b' — (AB 


{ 2 . 10 ) 
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ist, worin fx einen konstanten physikalischen Koeffizienten darstellt, der die 
Eigenschaften des Werkstoffs charakterisiert, aus dem der auf Zug beanspruchte 
Balken gefertigt ist. Erstmalig wurde dieser Koeffizient von dem französischen 
Mathematiker Poisson eingeführt, und daher nennt man den Koeffizienten /x 
die Poißsonsche Zahl. Im Laboratorium durchgeführte Versuohe haben gezeigt, 
daß der Koeffizient fx von 0 bis 0,5 schwankt. Der erste Wert wurde für Kork 
gefunden, der zweito für Paraffin. Die Werte der Poissonschen Zahl für ver¬ 
schiedene Werkstoffe sind in Tafel 8 angegeben. 

Besonders wäre zu bemerken, daß die Poissonsohe Zahl jx neben dem 
Elastizitätsmodul E die physikalischen Eigenschaften der Werkstoffe charakte¬ 
risiert. Wir werden im folgenden zeigen, daß die Kenntnis der beiden Zahlen E 
und fX für die Feststellung aller elastischen Eigenschaften eines isotropenWerhstoffs 
völlig ausreicht. 

Bei Berechnungen in dor Praxis wird der Einfluß der Querzusammenziehung 
auf die Größe der Quorschnittsflöche gezogener Stäbe (folglich auch der Quer- 
ausdohnung gedrückter Stäbe) nicht berücksichtigt. Versuchen wir zu klären, 
wie groß der Einfluß der Querzusammenziehung auf die Verringerung der Quer- 
schnittsflächo oines Stabes ist. Wenn wir der Einfachheit wogen annehmen, daß 
dio Flüche oines quadratischen Stabquerschnittes vor der Formänderung die 
Abmessungen F — 1:1 = 1 hatte, so wird sich nach der Formänderung jede 
Seite unseres Quadrats um den Wort e' — — fxe ändom, und folglich wird die 
Querschnittsfläche: 

F x — (1 — /ie) a » 1 ~ 2/xe -j- (x 2 e z . 

Vernachlässigt man den letzten Summand, der ein Kleinstwert zweiter Ordnung 
ist, so erhalten wir für F x — 1 — 2/xe' 7 die Verringerung der Fläche wird dann: 

F — F 1 = 1 —,; (1 — 2/je) = 2 fxe oder 2 fte • 100 (in %). 

Wie klein diese Verringerung des Querschnitts ist, sieht man daraus, daß sie 
z, B. für das gezogene Element eines eisernen Dachstuhlankers bei einer Be¬ 
anspruchung von er — 1600 kg/om a und einem E — 2 • 10 e kg/cm 2 nur 0,045% 
ausmacht. 

Die eben betrachtete Verringerung der Quersohnittsabmessungen oines ge¬ 
zogenen Balkons, der im Bereich der Elastizität arbeitet, darf man nicht mit Er¬ 
scheinungen verwechseln, die in den Metallen außerhalb dor Elastizitätsgrenze 
vor sich gehen. Bei Belastung eines Versuchsstabes mit Krüfton, die den Werk¬ 
stoff oberhalb der Proportionalitätsgrenze (Punkt 2 — siehe das Zugdiagramm 
in Bild 27) beanspruchen und sich den Bruchkräften nähern, zeigt sich 
am Versuchsstab, wio wir dies schon wissen (2.4), eine örtliche Verengung des 
Querschnitts (Einschnürung), die allmählich mit der Vergrößerung der Kräfte 
zunimmt und den Vorsuohsstab eben an dieser Stelle zur Zerstörung bringt. 
Dor Grad der Verringerung des Querschnitts des Versuchsstabes an der Stelle 
der Einschnürung charakterisiert die Plastizität (aber nicht die Elastizität) des 
Werkstoffs. 

2.06 Energie der Formänderung beim Zug 

A. Beschäftigen wir uns jetzt mit der Ermittlung der Arbeit, die die Kraft 
beim Zug leistet. Stellen wir uns einen Stab vor, der oben befestigt ist und durch 
eine Kraft auf Zug beansprucht wird, deren Größe von Null ab allmählich zu- 
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nimmt (Bild 30). Zu einem gewissen Zeitpunkt wird die Kraft gleich P und die 
Verlängerung gleich Al sein. Die Kraft P soll jetzt die Zunahme dP erfahren. 
Unter dem Einfluß der Kraftzunahme wird der Stab eine zusätzliche Ver¬ 
längerung (Bild 31) um einen gewissen Wert d{A l) erhalten, und die vom Wert P 
auf P-\-dP ariwachsonde Zugkraft wird folgende Arbeit leisten: 

iA - (/> + dPj d(A l) = Pd(A l) + ~ dPd(A l). 

Das letzte Glied der erhaltenen Formel stellt einen unendlich kleinen Wert 
höherer Ordnung dar und kann daher vernachlässigt werden. Dann wird 

dA = Pd[Al). (2.11) 


Die Gesamtarbeit vom Beginn des Zuges bis zu einem gewissen Moment, in dem 
der Stab die Verlängerung Al — Ah erhält, ist 
*h 


f4 


SEGA 

t P 

Bild 30 


A^JPd(Al). 


*rvt 


dfli 



e m'ptdP 
Bild 31 


( 2 . 12 ) 



Wenn hierbei die Proportionalitütsgrenze noch nicht überschritten ißt, d. h. das 
Hookesche Gesetz noch Gültigkeit hat, dann ist 


Al~ 



d(Al) — 


l 

HF 


dP. 


Setzen wir den gefundenen Wert d(Al) in die Formel für dio Arbeit ein, indem 
wir den oberen Integrationswert A l durch den ihm entsprechenden Wort der 
Kraft P^ ersetzen, und berücksichtigen wir, daß 


ist, 1 so erhalten wir: 


ÜJ 

EF 

■fi 


Ah 


PdP 


iy 

EF 

P\l 

2EF 




(2.13) 


Diese Arbeit wird graphisch durch dio Fläche des Dreiecks OAB Im Zugdiagramm 
(Bild 32) dargestellt: , 

Fläche AOAB*=~ P 1 Al i > 

M 
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Wenn der Körper vollkommen elastisch ist, so führt die von der Kraft P ge¬ 
leistete Arbeit zu einer Ansammlung potentieller (elastischer) Energie des ver¬ 
formten Stabes. Bei der Entlastung verschwindet die Formänderung, wobei die 
angesammelte potentielle Energie restlos verbraucht wird. Die thermischen und 
elektrischen Erscheinungen, die die Formänderung bogloiten, vernachlässigen 
wir hierbei, da sie im Bereich der Elastizität keine große Bedeutung haben. 

Aus der Formel (2.12) kann man schließen, daß die Gesamtarbeit, die für das 
Zerreißen aufgobraucht wird, gleich der Fläche OACDH (Bild 26) des ganzen 
Zugdiagramms ist. Die Größe dieser Flüche kann ausgedrückt werden durch 

•4Bru* = f\CG ■ ÖH = V]P mux A / max , 

worin 7) der sogenannte Völlighitsgrad ist. Der Wert ist für einen jeden ge¬ 
gebenen Werkstoff ausreichend konstant und kann auf Grund von Versuchen 
ermittelt werden. 

B. Wir haben den Fall der statischen Belastung eines Stahes untersucht, bei 
dem die Kraft, von Null angefangen, stetig und außerdem so langsam zunimmt, 
daß man die Beschleunigungen vernachlässigen kann, d. h. man kann annehmon, 
daß sich in jedem Moment die am Stab angroifenden 
Kräfte gegenseitig ausgleichen (z, B. so, wie dies an der MMMß, 
im Kapitel 2.03 beschriebenen Prüfmaschine vor sich 
geht). Wenn das Gewicht P plötzlich (ohne Anfangs¬ 
geschwindigkeit) angebracht wird, so wird sich die don 
Stab auf Zug beanspruchende Kraft X mit der Zeit 
ändern. Am Gewicht (Bild 33 und 34) wirken zwei nicht 
im Gleichgewicht befindliche Kräfte: sein Eigen- 
gewioht P und die Kraft X. Unter der Einwirkung LL 
dieser Kräfte wird das Gewioht Schwingungen aus- 
führen, die infolge des Einflusses verschiedener Wider- ßild 33 
stünde mit der Zeit abklingen. 

Die Gleichung der Bewegung des Gowichts schreiben wir in der Form des 
Gesetzes der kinetischen Energie 

. _ mv 2 mv% , 

2 2 ’ 



worin A die Arbeit der Kräfte P und X vom anfänglichen Moment des Anbringons 
des Gewichtes (u fl = 0) ab bis zu oinor gewählten Lage des Systems darstollt. 
Wenn man als solche eine Lage wählt, bei welchor der Stab die größte Ver¬ 
längerung aufwies und bei der sich das Gewicht in der untersten Lago befand, 
so ist offensichtlich v = 0 und folglich A — 0. Die Arbeit A setzt sich zusammen 
aus der Arbeit dos Gewichtes PAl und der Arbeit der Kraft V msut , die auf Grund 
von (2.13) mit X m „zl! 


berechnet wird. Das Minuszeichen weist darauf hin, daß die Arbeit der Kraft X 
negativ ist, d. h. die Bewegungsrichtung ist der Kraftrichtung entgegengesetzt. 
Daher ist A » 

PAl-X^-Q 

*mo* = 2 P. 


und hieraus 
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Demnach ist die maximale Zugkraft und folglich auch die Normal Spannung heim 
jlÖtzlichen Anbringen der Kraft P zweimal so groß als bei der statischen Bo- 
astung. 


8.07 Plastische und spröde Werkstoffe 

Das im Bild 35 dargestellte Diagramm ist charakteristisch für weichen Stahl, 
ier die Eigenschaft besitzt, große Verlängerungen zu liefern. Werkstoffo, die bei 
Belastung große Formänderungen aufweisen, nennt man plastische. Als Maß 
ler Plastizität ist der Wert der relativen bleibenden Dehnung bei Bruch an- 
susehen. a . 

ö = ^,100(in%). (2.14) 

iur Berechnung von 6 mißt man die Länge l des Prüfstabes vor dem Versuch 
and die bleibende Zunahme der Stablängo A l 0 nach dom Bruch. 

Als zweite Zahl, die den Plastizitätsgrad charakterisiert, erscheint die relative 
Einschnürung der Querschnittsflücho beim Bruch 




K 


100 (in %), 


(2.15) 


worin mit F 0 die ursprüngliche Querschnittsfläche und mit T>\ die Fläche der 
Einschnürung beim Bruch bezeichnet ist. Zu den plastischen Werkstoffen gohören 
weicher Stahl, Kupfer, Bronze, Blei u. a. 

Das Diagramm einiger plastischer Werkstoffe, wie z, B. der Bronze (Bild 35), 
hat keinen Bcharf ausgeprägten Flioßabsatz. In solchen Fällen nimmt man als 
Fließgrenze die Spannung an, bei der 
die bleibondo plastische Verlängerung 
0,2% der ursprünglichen Länge aus¬ 
macht. 

Spröde Werkstoffo zerreißen ge¬ 
wöhnlich plötzlich ohne Bildung einer 
Einschnürung (Bild 36) bereits bei 
geringen Verlängerungen. Wenn auoh 


B 



Bild 36 



weicher Stahl beim Bruch sich um 20 bis 25% dehnt, so zerreißen die typisch 
spröden Werkstoffe, wie z. B. Gußeisen, indem sie sich höchstens um 0,5 bis 0,0% 
verlängern. Das Zugdiagramm des Gußeisens ist in Bild 37 wiedergegoben. 
Das Diagramm der spröden Werkstoffe hat keinen klar ausgeprägten geraden 
Abschnitt, so daß man folgern könnte, daß in diesem Falle die Spannung nicht 
proportional der Dehnung ist. Bei den geringen Spannungen jedoch, bei denen der 
Werkstoff in Bauwerken ausgenutzt wird, stellt das Diagramm eine Linie dar, 
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die nur eine geringe Krümmung aufweist. Man hält es daher bei praktischen 
Berechnungen für erlaubt, auch in diesem Falle das Hookesche Gesetz an¬ 
zuwenden, indem man die Kurve (Bild 37) als geradlinig ansieht und in diesem 
Bereich den Elastizitätsmodul als konstant annimmt. Zu den spröden Werk¬ 
stoffen gehören Gußeisen, Steine, Beton, Glas. Spröde Werkstoffe leisten gewöhn¬ 
lich dem Druck viel besser Widerstand als dem Zug. 

Einer Stoßbelastung setzen spröde Werkstoffe nur geringen Widerstand ent¬ 
gegen. Der Stoß überträgt auf das Bauwerk eine große Menge kinetischer Energie, 
die letzteres aufnohmen und in potentielle Energie um wandeln muß. Die spröden 
Werkstoffe erfordern infolge der kleinen Formänderungen beim Zerreißen einen 
geringen Aufwand an Energie, das Zugdiagramm ist für sie kürzer, und die 
Fläche desselben, welche die Formändorungsarbeit charakterisiert, ist bedeutend 
geringer als bei den plastischen Werkstoffen. Man muß daher beim Entwurf von' 
Konstruktionen, die Stoßbelastungen ausgesetzt werden, für diese Bauteile 
plastisohe Werkstoffe wählen, die dem Stoß bedeutend besser Widerstand leisten. 

In dor heutigen Zeit beginnt man, die Plastizität der Werkstoffe auch für einen 
anderen Zweck auszunutzen, nämlich für die künstliche und günstigere Neu¬ 
verteilung dor Spannungen in statisch unbestimmten Konstruktionen. Wie wir 
im Abschnitt 1 gosehon haben, so werden wir es auch bei den statisch unbestimmten 
Aufgaben dieses Abschnitts sehen, daß man die Kräfte nicht ermitteln kann, wenn 
man nicht die Formänderungen kennt. Anders ausgodrückt bedeutet dies, daß 
hier die Kräfte von den Formänderungen abhängen. Wenn sich in einem solohen 
Bauwerk infolge einer Überbolastung plastische Formänderungen ergeben, so 
ändern diese Formänderungen selbst die Spannungen ein wenig. 


2.08 Druck. Pressung 

A. Wir haben bisher die Druckerßoheinung nicht beleuchtet. Es zeigt sioh, 
daß bei der Mehrzahl der homogenen Metalle die Druckerschoinung im wesent¬ 
lichen so verläuft wie die Zug¬ 
erscheinung, d. h. hier tritt im <r 
ersten Stadium das Hookesche tsoo 
Gesotz 

o — Es 



1St% 


Bild 38 






iüii 




mm 


in Erscheinung, das bis zu einer 
gewissen Grenze zu Recht bo- 
stoht. Bei den weichen Werk¬ 
stoffen zeigt sich auoh die Fließ¬ 
grenze {Bild 38). 

Es wäre zu bemerken, daß man 
die Erscheinung des einfachen 
(gleichmäßigen) ‘Drucks nur hei 
relativ kurzen Versuchsstäben 
erreichen kann. Im Falle langer 

Stäbe kann gleichzeitig mit der Druckerschoinung eine andere Erscheinung auf- 
treten, die sogenannto Knickung, die man leicht beobachten kann, wenn man 
versucht, ein dünnes Lineal in der Längsrichtung zusammenzudrücken. Diese 
Erscheinung werden wir später untersuchen, Um ihr zu entgehen und einen reinen 


Bild 39 
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Druck zu bekommen, verwendet man Versuchsstäbo in Form eines Würfels oder 
eines niedrigen Zylinders. 

Es stellt, sich herauß, daß man die Erscheinung des reinen Druckes in einem 
Versuchsstab erzielen kann, dessen Länge den fünffachen Wert seiner kleineren 
Querabmessung nicht übersteigt, d. h. bei h ^ 5 a (Bild 39). Da andererseits 
sich beim Druck eine Vergrößerung der Querabmessungen des Körpers ergibt, 
so übt bei einer sehr kleinen Höhe des Versuchs Stabes dio Reibung, die sich an 
den Angriffsflächen der Belastung entwickelt (an der Druckfläche der Presse), 
einen großen Einfluß auf das Versuchsergebnis aus. Wegen all der Schwierig¬ 
keiten, die Bich bei der Prüfung von Werkstoffen auf Druck ergeben, prüft man 
die Werkstoffe, die gut auf Zug arbeiten (Eisen, Stahl), auf Zug und urteilt auf 
Grund des oben Gesagten an Hand dieser Prüfung Über die Eigenschaften des 
Werkstoffs bei seiner Arbeit auf Druck. Für spröde Werkstoffe (Beton, Ziegel¬ 
steine, Natursteine, Gußeisen) ist gerade die Prüfung auf Druck charakteristisch, 
da sie dem Zug nur geringen Widerstand leisten. Für diese Werkstoffe sind be¬ 
stimmte Normalabmessungen der Versuchskörpor festgelegt worden, die in be¬ 
sonderen Pressen durch Druck bis zur Zerstörung belastet werden (siohe Tafel 4). 


Tafel 4 

Normalabme8sungan der Versuchskörper für Druckprüfungen 1 ) 


Bezeichnung der Werkstoffe 

Abmessungen 

Gußeisen in Würfeln. 

2X2X2-5-3X3X3 cm 3 

„ zylindr. 

h = d =» 2 cm 

Natursteine. 

7 X 7 X 7 cm 3 

Zomcntstoine (Mürlel). 

7 X 7 X 7 cm 3 

Beton , .. 

20 X 20 X 20 -r 30 X 30 X 30 cm 3 

Ziegelstein.. 

12 X 12 cm (in zwei Hälften zersägter 
Ziegelstein) 


Der Charakter der Zerstörung spröder und plastisohor Werkstoffe unter Druok- 
beanspruohung ist verschieden. Ein plastischer Werkstoff, z. B. weicher Stahl, 
drückt sich, solange der Versuch nicht unterbrochen wird, 
allmählich unter der Presse auseinander, woboi der Vor- 
suchskörper hierbei in die Form einer sehr dünnen Platte 
gepreßt wird. Bei spröden Werkstoffen tritt die Zerstörung, 
wie beim Zug, plötzlich und bei sehr kleinen Formänderungen 
ein. Der Versuohskörper spaltet sich heim Zerdrücken in 
Schichten und zerfällt in eine Anzahl einzelner Stücke. In 
Bild 40 ist die Zerstörungsform eines gußeisernen Vorsuchs¬ 
körpers durch Druck dargestellt. 

In Tafel 5 sind die Werte der Bruchgrenze beim Druck 
für oinige Werkstoffe angegeben. 

B. Bei der Druckübertragung von einem Körper auf den 
_ anderen tritt an der Berührungsfläche eine Druokspannung 

V,A nm, „ d ‘ < ien Reduktion: Die Abmessungen der Tafel 4 entsprechen auch den deutschen 
amtlichen Vorschriften. 
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Bezeichnung 
der Werkstoffe 

in kg/cm 9 

Bezeichnung 
der Werkstoffe 

mm 

Gußeisen ........ 

6000-9000 

Ziegelstein ....... 

80 *-300 

Granit. 

800-2000 

Beton.. . 

70-500 

Basalt ......... 

1000-3200 

Eiche längs der Faser . . 

350—400 

Sandstein. 

500-1800 

ICiofor längs der Faser, . 

300-350 

Kalkstein. 

400-2000 




auf, die gewöhnlich nur auf einen kleinen Teil der ganzon Oberflftoho der sieh 
berührenden Körper begrenzt bleibt und daher zu der Kategorie der sogenannten 
örtlichen Spannungen gehört. Es ist üblich, dieso Art des örtlichen Drucks 
als Pressung zu bezeichnen. Wenn die aufeinander Druck ausübenden Konstruk¬ 
tionsteile aus Werkstoffen verschiedener Hörte angefertigt sind, so wird die Er¬ 
pressung in dom Werkstoff von geringerer Hörte größer sein. Ein eiserner Träger 
z. B., der mit seinem Ende auf einer Ziegelsteinwand aufliegt, ruft im Mauor- 
werk der Wand, in der Ebene dos Lagerteiles m—n (Bild 41, a) eine Pressung her¬ 
vor. Eino Schienenunterlagsplatte, die den Druck von der Schiene auf die Schwelle 
überträgt, ruft eino Pressung der Schwelle unter der Unterlagsplatte in der Ebene 




Bild 41 


k—l (Bild 41, b) hervor, die die Aufgabe hat, den Schienondruck auf eine größere 
Flüche zu verteilen und hierdurch die Formänderung der Schwelle zu vermindern. 
Zwischen dem Bolzen und der Leibung einer Bolzenvorbindung (Bild 41, c) 
tritt eine Pressung an den zylindrischen Berührungsflächen auf. 

Die Spannung durch Pressung und die Formänderung erstrecken sich nicht 
auf eino große Tiefe ins Innere der sich berührenden Körper und nehmen schnell 
mit der Entfernung von der Berührungsflüche ab. 

Der Örtlicho Charakter der Pressung gibt in vielen Fällen die Möglichkeit, die 
zulässige Spannung im Vergleich zur sonst zulässigen Druckspannung zu erhöhen. 
So worden z. B. in den Nietverbindungen für die Leibungsbeanspruchung der 
Niete gowöhnlich doppelt so große Spannungen zugelnssen wie bei der Be¬ 
anspruchung auf Druck. Die zulässige örtliche Druckspannung für Holz wird 
infolge seines ungleichmäßigen faserartigen Aufbaus geringer angenommen als für 
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ächendruck. und sie hängt davon ab, unter welchem Winkel zu den Fasern * r>l 
mnnung wirkt. Am schlechtesten leistet Holz dem Druck senkrecht m t***** 
isern Widerstand. 

39 Einfluß der Wirkungsweise der Belastung, der Zelt und der Temperatur 

Wir haben oben das physikalische Bild der Formänderung beim Zug Ißdigl»' 1 ** 
r Erläuterung des Sinnes des Hookesohen' Gesetzes betrachtet. Im aUgoim>ii*** M 
ld jedoch die Erscheinungen, die in physikalischen Körpern unter dom K * ri ' 
iß der Belastung vor sich gehen, sehr kompliziert und interessant. Dio '/M%% 
jtigkeit der Metalle hängt unter anderem in sehr starkem Maße von dor 
i, während welcher der Versuch durchgeführt wird. Ein über eine lange /.•*** 
luer oft wiederholter Zug oder Druck zieht eine Ermüdung des Metalls n»t* 

>h und ruft seinen Bruch bei Spannungen hervor, dio bedeutend niedriger f*i **** 
i der Wert der Bruohgronze. Beobachtungen zeigen, daß in einem auf Zug 1»*" ' 
»spruchten Versuchsstab bei einer gewissen, für den gegebenen Werkstoff 
immten Temperatur mit dor Zeit eine ununterbrochene Zunahme der Fori*» 1 " 
iderungen ohne woitore Erhöhung der Belastung möglich ist.,Diese Erscheint» **K 
ront man das Kriechen. Mit steigender Temperatur wird das Kriechen stärk »’*■- 
Die Geschwindigkeit der Belastungaaufbringung und die Änderung dor 'IW** 
ivatur ändern so weit die Eigenschaften der Werkstoffe, daß ein und dorurlt**'* 
erkstoff bei verschiedenen Verhältnissen bald spröde und bald plastisch 
um. Es wäre daher richtiger, nicht von überhaupt spröden und plasliKiT**'»' 
'erkstoffen zu sprechen, sondern von einom sprödon und plastischen ZuhU*»»** 
is WorkstoiTs unter gegebenen Verhältnissen. 

Das Studium der Eigenschaften der Werkstoffe und ihres Verhaltens 
räfte- und Tomporatureinwirkungen ist eine sehr wichtige physikalische Auf 
ibe, über die eine umfangreiche Literatur besteht. Diese Fragen worden rm» • 
ihrlicher im zweiten Toil dos Lehrbuches behandelt. 

10 Sicherheit. Zulässige Spannungen 

Die im Falle eines gleichmäßigen Zuges oder Druckes im Stab wirken »1*^ 
pannung wird naoh der Formel (2.1) 


P 



Naohdem wir die Spannung berechnet haben, stoßen wir gleich auf dio Fr** 

3 eine solohe Spannung in unserer Konstruktion auch zugelassen worden kn r«t». 
ffensichtlich ist die Frage naoh der Wahl dor Spannung, die für diese» 
flies Bauwerk oder für eine Maschine zugelasson werden kann, äußerst wichtig, 
a von der richtigen Festlegung des Wertes der zulässigen Spannung dio Fant ij* « 
8it und die Sicherheit einer geplanten Konstruktion abhüngen. 

Von der Größe der festgelegten zulässigen Spannung cr ml hängt außen! «>»*« 
ach dio Menge des aufgewendeten Materials ab. Boi einer goringen xulftMitcr-fi 
pannung wird mehr Material benötigt als bei einer hohen zulässigen Spann« „ 
olglich hängt von der richtigen Festlegung der zulässigen Spannung in halt»-*** 
[aße die Wirtschaftlichkeit der Ausführung ab. Daher beschäftigen Bieh 
er Frage der Festlegung der Werte der zulässigen Spannungen in dor UdHHf* 
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staatliche Organe, die Normen festsetzen und entsprechende Normen heraus- 
geben, nach denen man sich unter den üblichen Entwurfsbedingungen bei der 
Berechnung von Konstruktionen richten muß. 

In der Ingenieurpraxis können jedoch auoh solche Fälle Vorkommen, in denen 
es infolge irgendwelcher ungewöhnlicher Bauumstände oder Besonderheiten der 
Konstruktion nicht möglich ist, die zulässige Spannung nach den Normen zu 
bestimmen. Es wird erforderlich, andere zulässige Spannungen festzusetzen, 
indem man von den Bedingungen der gegebenen Aufgabe ausgeht. Daher ist 
es nötig, die Umstände zu untersuchen, die vom technischen Standpunkt aus 
die Wahl der zulässigen Spannung beeinflussen. 

In den meisten Bauwerken und Maschinen kann man nicht zulassen, daß 
einzelne Elemente bleibende Formänderungen erleiden. Es kann z. B. nicht ge¬ 
duldet werden, daß das Material eines stählernen Brüokenbogens Oberhalb der 
Elastizitätsgrenze arbeitet. Wie wir schon wissen, ist dio Formänderung des 
Werkstoffs oberhalb der Elastizitätsgrenze sehr groß, es entstehen bleibende 
Verformungen, und die Durchbiegung einer so belasteten Brücke würde in diesem 
Falle so groß worden, daß sie für den Verkehr nicht mehr benutzt werden kann. 
Das gleiche trifft auch für die Decken und Dächer von Wohngebäuden und Werk¬ 
anlagen zu. 

Wenn wir daher davon überzeugt wären, daß 

1. der Werkstoff dor Konstruktion die gleichen Eigenschaften haben wird wie 
die aus ihm angefertigten Prüfstftbe und er auch sonst fehlerfrei ist, 

2. dio von der Konstruktion aufzunehmenden Belastungen in unserer Berechnung 
genügend genau berücksichtigt worden sind und 

3. wir in der Berechnung die tatsächlich größtmöglichen Beanspruchungen des 
Werkstoffs vorgesehen haben, 

so könnten wir in der geplanten Konstruktion ohne Bedenken Spannungen bis 
nahe an die Elastizitätsgrenze zulassen. 

In der Praxis ißt es jedoch nicht möglich, alle drei erwähnten Bedingungen 
vorauszusetzon, da man 

1. nicht von der Gleichmäßigkeit der Eigenschaften dor beim Bau verwendeten 
gesamten Werkstoffmenge überzeugt sein kann und auch nicht von der ge¬ 
nauen Übereinstimmung ihrer Eigenschaften mit den Eigenschaften der in 
geringer Anzahl geprüften Versuchsstübe; 

2. auch mit einigen Überbelastungen des Bauwerks im Vergleich zu den in der 
Berechnung angenommenen Belastungen rechnen muß. Insbesondere nehmen 
wir z. B. in der Mehrzahl der Fälle an, daß die Belastung ruhig auf das Bau¬ 
werk einwirkt, und berücksichtigen nicht den Einfluß, der durch die Bewegung 
der Belastung oder durch Stöße bewirkt wird, oder berücksichtigen dies nur 
angenüherfc; 

3. für Fällo einer komplizierten Wirkung dor Kräfte auf Teile des Bauwerks 
keine ausreichend zuverlässigen praktischen Methoden zur genauen Be¬ 
rechnung der größten Spannungen hat, und alle praktischen Berechnungen, 
dio auf dor Festigkeitslehre basieren, mehr oder weniger angenähert sind. 
Sogar heim Laboratoriumsversuch auf Zug können wir nur angenähert damit 
rechnen, daß sich die Spannungen gleichmäßig Über den Querschnitt verteilen. 
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Zug und Druck eines geraden Balkens 


Aus dem eben Gesagten geht klar hervor, daß die zulässigen Spannungen be¬ 
deutend niedriger als die Elastizitätsgrenze des Werkstoffs liegen müssen, 
wenn wir das Bauwerk vor der Möglichkeit einer Katastrophe bewahren wollen« 
Wenn das Verhältnis der zulässigen Spannung zur Elastizitätsgrenze gleich ljv 
ist, so sagt man, daß der gegebene Balken eine r-fache Sicherheit hat; die Zahl v 
nennt man den Sicherheitsgrad oder den Sicherhcitsbeiwerl. Bei praktischen An¬ 
wendungen ist es jedoch unbequem, die zulässige Spannung durch ihren Vergleich 
mit der Elastizitätsgrenze festzulegen, da es nicht immer gelingt, die Prüfung 
ausreichend genau durchzuführen, wie dies zur Bestimmung der Elastizitäts¬ 
grenze erforderlich ist. In der Praxis ermittelt man oft gar nicht die Elastizitäts¬ 
grenze, sondern setzt die zulässige Spannung auf den 1/vrTeil der Bruchgrenze 
fest, desaon Ermittlung keine großen Schwierigkeiten bereitet, da es hierbei nicht 
nötig ist, die Formänderungen zu messen. Daher nennt man als Sicherheitszahl 
Öfter die Zahl die gleich dem Verhältnis der Bruchgrenze zu der zulässigen 
Spannung ist: 

(2.16) 


Für plastisoho Werkstoffe ist es zweckmäßig, den Sicherheitsgrad in Ab¬ 
hängigkeit von der Fließgrenze festzusotzen, da bei der Durchführung der Ver¬ 
suche der Beginn dos Fließens auch ohne genaue Meßgeräte (was bei Betriebs¬ 
bedingungen wichtig ist) wahrgonommon werden kann. In diesem Falle ist 4er 
Sicherheitsgrad 

(2.17) 

°z\xl 


In jedem Falle, wo es sich um die Sicherheit handelt, muß zur Vermeidung 
von Fehlern genau feßtgelegt werden, welche Sicherheit gemeint ist: Die Sicher¬ 
heit in bezug auf die Bruch-, Elastizitüta- oder Fließgronze. 

Die Größe des Sichorheitsgrades hängt von den Bedingungen ab, die oben be¬ 
sprochen wurden. Je homogener der Werkstoff ist und jo mehr wir von seinen. 
Eigenschaften überzeugt sind, jo besser die Belastungen berücksichtigt werden 
und je genauer die Berechnungsmethodo ist, um so geringer kann der Sicherheits¬ 
grad und folglich um so höher dio zulässige Spannung sein. Im Endergebnis 
erholten wir eine urn so größere Wirtschaftlichkeit hinsichtlich des Material¬ 
aufwandes für das Bauwerk 1 ). 

Für Bolche Werkstoffe wie Stahl, der genügend homogen hinsichtlich seines 
Aufbaus ist und dessen Herstellung fabrikmößig unter besonders aufmerksamer 
Beobachtung durchgeführt wird, rechnet man zur Zoit mit Bezug auf dio Fließ¬ 
grenze bei statischer Belastung mit einem Sicherheitsbeiwert vp von etwa 1,6 
bis 1,7. Da die Bruchgrenze für Stahl etwa 1,5- bis l,7mal höher als die Fließ- 
grenze liegt, schwankt der Koeffizient vo von 2,5 bis 3,5. 

Für spröde Werkstoffe, wie z. B. für Gußeisen, muß man einen höheren Sieher- 
heitsbeiwert wählen als für plastische Werkstoffe. Sie leisten einer Sohlag- 
beanspruehung schlechten Widerstand und können sogar hoi goringen, in der 
Berechnung nicht vorgesehenen Formänderungen, die z. B. als Ergebnis einer 
Ungenauigkeit bei der Montage der Konstruktion möglich sind, eine plötzliche 


*) In England trügt der Slrliciheltsgrnd die Bezeichnung „Koeffizient der 'Unwissenheit". 



Sicherheit. Zulässige Spannungen 49 

Zerstörung erfahren. Für Gußeisen nimmt man den Sicherheitsbeiwert v B gleich 5 
bis 6 an. 

Für Holz, das kein homogener Werkstoff ist und dessen Festigkeit in hohem 
Maße von einer Reihe zufälliger Ürsaohen, z. B. das Vorhandensein von Ästen 
von kleinen unbemerkten Rissen und anderen Holzfehlern abhängt, nimmt man 
einen Sicherheitsbeiwert v B gleich 3,5 bis 6 an. Für Beton und Stahlbeton 
schwankt der Sicherheitsbeiwert von 2 bis 3,5 in Abhängigkeit von den Eigen¬ 
schaften des Betons, der Konstruktion und der Bestimmung des Bauwerks. 

In den nachfolgenden Tafeln 6 und 7 werden die zulässigen Spannungen für 
die wichtigsten Baustoffe auf geführt, die der Berechnung von Bauwerken 
zugrunde gelegt werden, falls auf diese nur die sog. Hauptbelastungen einwirken. 


Tafel 6 


Zulässigp Spannungen auf Zug und Druck 1 ) *) 


Lfd. 

Nr. 

Werkstoff 

Zulässige Spannung 
in kg/cm 8 


Druck 

Zug t 

1 

Baustahl Güte B... 

1600 

1600 

2 

Stahl Güte 2 . . . ... 

1400 

1400 

3 

Holz — Kiefer bei einer Feuchtigkeit von nicht höher 
als 15%, in Faserriohtung.. . 

100 

70 

4 

dgl. Eiche in Faserrichtung .. 

130 

00 

5 

Grauguß... 

1200-1500 

— 

6 

Beton Güte 3 } H lg = 110 kg/cm*.. . 

38 

4,5 

7 

Beton Güte Rj 8 = 170 kg/cm* ......... 

60 

7 


Die zul ässige Spannung für den Leibungsdruck des Stahls bei der Berechnung 
von Nieten wird gleich der doppelten zulässigen Zugspannung festgesetzt. So 
ist für Stahl 3 (Ct. 3) 4 ) 


*i, ul = = 3200 kg/cm a . ß ) 


*) Dlo Tafel G Ist gcmfiß den ln der UdSSft für das Entwerfen gültigen Normen „H und Ty—-40 
und H 2 “40“ aufgestellt. 

*) Anm. d. deutschen Redaktion; GenifiQ den zur Zeit gültigen amtlichen deutschen Vorschriften 
lauten die entsprechenden zulässigen Spannungen wie folgt} 


I.fd. 



Werksto/T 



Druck 

Zug 

I 

Holz — Nadelholz, Güteklasse II. 

85 

85 

2 

3 

Holz — Elche und Buche, Güteklasse II ..... 

Beton B 120 (W„ ■=. 120 kg/cm'). 

Botdn-B 1G0 (W„ « 1G0 kg/cm«). 

300 

100 

40 

2 

4 

CT 

O 

1 

CG 

O 

2,5—4 


*) Der Beton wird durch Gütemarken charakterisiert, dlo die Bruchgrcnzo beim Druck von Würfeln, 
die 28 Tage all sind, kenn zeichnen. Dlo Spannungen sind für die Berechnung von Botonlmuwerken 
angegeben. 

•) Im weiteren worden d|o Stahlgütemarkon ln abgekürzter Form nnch „Oor“ (allgemeine Normen) 
bezeichnet? .,Ct. 2, Cr. 8, .. 

s ) Anm, «. deutschen Redaktion; Die deutschen Stahlsortenbezoichnungon muten anders, wie z. B. 
St. 87 usw. St. 37 kennzeichnet eine Stnhlsorte, deren Zugfestigkeit ob £ 37 kg/mm 1 beträgt, während 
seine Elastizität s- und Proportional Uütsgrenze etwa bei 1BGO kg/cm * liegt} 

°Qu £> o(*ul “ 2ff„ui 


4 Fileaenko I 
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Zulässige Druckspannung bei Kiefer und Eiche in kg/cm 21 } 


Lfd. 

Nr. 

Spannungsavt 

1 

Kiefer 

Eiche 

1 

Druck quer zur Faser. 

15 

30 

2 

örtliche Pressung quer zur Fasor bei einor Länge 




der Druckfläche (in Faserrichtung) von mehr als 




odor gleich 10 cm. 

20 

40 

3 

dgl, bei einer Länge der Druckflüoho von weniger 




als 10 cm ........... .. 

25 

50 

4 

Druck dor Stirnseite (in Faserrichtung) .... 

100 

130 

6 

Druck an den Stirnseiten oinos Blattes und von 




prismatiachon Keilen, in Faserrichtung . , . 

100 

130 

6 

dgl. senkrecht der Faserrichtung. 

25 

50 


Die Frage der zulässigen Spannung bei Berücksichtigung besonderer Eigen¬ 
schaften der Werkstoffe und dor Wirkungsweise der Beiostung ist im zwoilen 
Teil des Lehrbuchs dargolegt. 


3.11 Einfachste FestlgkeltsherDehnungen auf Zug und »ruck 

A. Bei den praktischen Berechnungen auf Zug und Druok können drei ver¬ 
schiedene Aufgaben Vorkommen, je nachdem, welcher von den drei zur Formel 
N 

7 « y gehörig 011 Werten dor gosuohto ist. 


Erster Fall 

Die Abmessungen dos Querschnitts oder seiner Fläche F sind bekannt, und 
lureh Berechnung ist dio Längskraft N ermittelt wordon. Dio vorhandene 
»pannung im Stab'soll errechnet werdon. Die Festigkeitsbedingung de« Stabos 
nutet: . m 

0 ~ *^r er,ui» ( 2 . 18 ) 

/orin Oju, die für den gegebenen Werkstoff zulässige Spannung bedeutet, 

Zweiter Fall 


Auf Grund einer Berechnung ist die Kraft N gefunden und der Workstoff 
nit der entsprechenden zulässigen Spannung <r xul gowählt wordon. Dor Quer- 
chnitt des Stabes soll berechnet, d. h. dio Form und die Abmessungen dos Quor- 
chnitts sollen ermittelt worden. Zu diesem Zweck finden wir zunächst dio 


') Anm. ff, deutschen Redaktion: Dio Druckspannungen für alle Ilolzsorlcn sind Rein, DIN 1052 (IJoIz- 
ut werke, Berechnung und Ausführung) nicht soweit differenziert wlo In den BowJoUnehcn amtlichen 
esUmmiingcn. 

In der DIN 1052 sind folgende Angehen für Kiefer und Elche der GÜtoklnsso TI cnllmllcm 

a) Druck rechtwinklig zur Fnsorrichtung (catspr. Zolle 1 dor Tafel 71 w....,, «» 20 kg/cm* (Kiefer) und 
80 kg/cm* (Eiche), 

Als weitere Angabe findet sich! 

b) Dmck rechtwinklig zur Faserrichtung bei Bauteilen, bol denen geringfügige Elndrückungon 
unbedenklich sind, otf zul ^ «< 25 kg/cm* (Kiefer) und 40 kg/cm* (Elclio), 


Als Einschränkung wird lediglich zu n) gemachti 
,,Der Ubersland der Schwellen über die Üruckflöcho muß In der Faserrichtung mlndmlons gleich 
dem t.öfaehon der Sohwellenhöho h sdni andernfalls sind dio Spanritingon um ein Fünflel zu 
ermäßigen," 

c) Druckspannungen ln Faserrichtung 85 kg/cm* (Kiefer) und w zul |j*» 100 kg/cm* (Elche), 
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erforderliche Querschnittsflüche, indem wir die Formel (2.18) auf folgondo Art 


umschreiben: 



u zu i 


(2,19) 


Wenn wir alsdann ein zweckmüßiges QuorschnittBvorhüUnis in Überein¬ 
stimmung mit der Bestimmung und dem Charakter der Konstruktion ins Zotige 
fassen und die erforderliche Flöcho F kennon, wühlon wir dio Abmessungen des 
Querschnitts. Hierbei muß man danach streben, daß dio Flüche des gewühlten 
Querschnitts möglichst der durch Berechnung ermittelten Flüche nnhekonunt. 
Unvermeidliche Abweichungen nach oben oder unten werden gewöhnlich in den 
Grenzen von 5% zugelassen. Dio Querschniltsermittlung ist dio am häufigsten 
vorkornmondo Borechnungsoperalion. 


Dritter Fall 

Bekannt sind dio Quorsohnitlsabmessungen und dio zulässige Spannung des 
Werkstoffs. Zu ermitteln ist dio größte Kraft, bei der für dio Festigkeit des Stabes 
keine Gefahr besteht. Dio Formel (2.18) erhfllt dio Gestalt: 

N — Fa wi , (2.20) 

Dieser wio auch der ersto Fall kommen hauptsächlich bei der Überprüfung der 
Fostigkoit bereits bestehender Konstruktionen (z. B. im Zusammenhang mit 
cinor Belastungsündorung) vor. 


Bemerkung 

N 

Bei der Berechnung von Stäben auf Druck kann mau dio Formel a ~ — nur 

benutzen, wenn dio Lünge des Stabes im Vergleich zu den Abmessungen dos 
Querschnitts nicht groß jst. Im anderen Folio ist oino zusätzliche Überprüfung 
der Stabilität des Stahes gegen seitliches Ausknicken (Knickung) erforderlich 1 ). 

Beispiel 1 

Die Spannung im sUllilerncn waagerechten Zugband All des Konsolkrans (Tiild 42) ist 
zu ermitteln. Der Querschnitt dos Zugbandes ist. rund mit einem Durchmesser von 2,5 cm, 
und dio zuliUndgo Zugspannung a. 7B| *=> 1000 kg/cm 3 (unter JtorücksielUigung der Wir- 
kungsart der Belastung). Dio grüble vom Kran zu hebende Last ist P « 2,3 t und der 
Winkol a «w 00°. 



Indom wir den Knotenpunkt D hernussrhnoiden und die in ihm srusnmmcnlreffenden 
KrUfto auf dio Achse y projizieren, die senkrecht zum Stab EC gerichtet ist, finden wir 
dio Kraft im Zughund jy « P ctg a « 2,5.1,73 «= 4,33 t (Zug). 

') «dn/rr, d. deutschen Redaktion: Gem/tD den nmlilclieu deutschen IJcsliin inungon Ist praktisch jede 
Berechnung eines Druckulubcs mit einem Kntekbelwcrl (w) durchzutührcn. 
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Die Querschnittsfiäohe des Zugbandes ist 

„ ttd* 3,14 • 2,5 a 
F ~ 4 “ 4 


= 4,9 cm*. 


Die Arbeitsspannung im Zugband ist 

<r,„h= ~ = 883 kg/cm*. 

Wegen cr vorll < cr, 2uJ ist die Haltbarkeit dos Zugbandes gewährleistet. 


Beispiel 2 

Zu wühlen ist der Querschnitt der Zugstange CD eines geschweißten Dachbinders, der 
in den Knotenpunkten der oberen Gurtung mit den gleiohon Lasten P « 3,25 t belaste!, ist 
(Bild 48, n). Der Werkstoff ist Stahl „Oe“ mit einer zulössigon Spannung ff* zul « 1400 kg/cm*. 
Der Querschnitt soll aus zwei gleichschenkligen Winkeleisen bestehen (Bild 48 b). Dio 
Aufiagordrücko des Binders sind A — B — 3,5 P (infolge symmetrischer Belastung). 
Wir führen einen Schnitt m —n und setzen das Moment aller auf den linken nbgotrennlen 
Teil dos Binders wirkenden Kräfte in bezug auf den Punkt K (dio Rittcrscho Schnitt- 
methode) gleich Null: 

8A - P (2 + 4’+ 6) - 2,5 IV » 0. 

Hieraus finden wir die Kraft in der Zugstange; JV ■= 6,4 P » 20,8 t (Zug). 

Die erforderliche Quersclmittsfläche der Zugaiango ist: 


20800 

1400 


= 14,68 


ein 8 . 


Aus der Tafel der gleichschenkligen Winkeloisen (I’OCT 2452) wählen wir den aus zwei 
Winkelst Uhlen L 65.65.6 1 } gebildeten Querschnitt. Dio Fläche dos gewählten Querschnitts ist 

F = 7,55 -2 = 15,1 cm», 

•welche die erforderliche Fläche um 1,6% Übersteigt. 


11. Wenn der Stab einen veränderlichen Querschnitt aufwoist, so kann eine 
gleichmäßige Verteilung der Zug- und Druckspannungen mit gonügondor Ge¬ 
nauigkeit nur dann angenommen werden, wenn dio Änderung der Querschnitts- 
abmessungen sich allmählich Über die Längo des Stabes vollzieht. An den Stollen 
starkerÄnderungen des Querschnitts, z, B. bol dessen Schwächung durch Löcher, 
Ausdrehungen, Ausschnitte usw., wachsen die Spannungen an den Rändern der 
Löcher und Ausschnitte stark an. 

Theoretische und experimentelle Untersuchungen haben gezeigt, daß die Kon¬ 
zentration der Spannungen an den Rändern von Löchern und Ausschnitten auf 
einen sehr geringen Teil der Querschnittsflftche begronzt bleibt, d. h, sio hat einen 
scharf ausgeprägten örtlichen Charakter. Das Bild 44, a und b zoigl die Spannungs¬ 
verteilungsbilder am Schnitt m~n eines Bandes, das a) durch eine kleine runde 
Öffnung und b) durch zwei kleine halbrunde Ausschnitte geschwächt ist. Aus 
den Spannungsbildern ist zu ersehen, daß sich die Spannungon jo nach der Ent¬ 
fernung vom Rand der Öffnung oder des Ausschnittes schnell vermindern. Be¬ 
zeichnet man mit a Q die Spannung im ungesohwächton Querschnitt des Bandes, 
so werden die Spannungen an den Rändern der Öffnung etwa 3 • cr 0 soin, an den 
Rändern der Einschnitte dagegen nur etwa 2 ■ 


') Anm. <!■ deutschen Redaktion: Sowjetisches . I-Prodi. 
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Dieser Charakter der Spannungsverteilung bleibt bestehen, solange die größte 
Spannung nicht dio Proportionalitätsgrenze erreicht. Bei spröden Werkstoffen 
bleibt er auch nach der Überschreitung der Proportionalitätsgrenze bis zur Zer¬ 
störung (oder bis zum Erscheinen von Rissen an den Stellen der Konzentration’) 
erhalten. Bei einem Stab aus sprödem Werkstoff tritt daher eino Zerstörung oder 
ein Riß im geschwächten Querschnitt bereits bei einer mittleren Spannung er 
auf, die viel kleiner ist als die Bruchgrenze. Hieraus folgt, daß bei der Berechnung 
von Stäben aus spröden Werkstoffen die Konzentration der Spannungen berück¬ 
sichtigt werden muß, insbesondere bei wechselnder Belastung. 

Wenn der Werkstoff plastisch ist und sein Zerreißdiagramm eine ausreichend 
lange Fließstrecke aufweist, so wird die Spannung bei allmählicher Zunahme 
der Belastung nach dem Erreichen der Fließgrenzo an den Stellen der Kon¬ 
zentration nicht weiter anwachsen, während die Spannungen in dem übrigen 
Teil des Querschnittes weiter anwachsen werden. Die Plastizität begünstigt auf 
diese Weise den Ausgleich der Spannungen, und daher sind die plastischen Werk¬ 
stoffe bei statischer Belastung hinsichtlich örtlicher Überbeanspruchungon 
weniger empfindlich 1 ). Aus diesem Grundo kann man bei der Berechnung von 
Stäben aus plastischem Werkstoff auf Zug und Druck die gleiche Formel (2.18) 
benutzen, indem man in die Berechnung die sogenannte NeUoquerschnitlsfläche 
einführt, dio sieb aus der vollen Brutlojlächo durch Abzug der Querschnitts¬ 
schwächung ergibt. 


a) b) 




Beispiel 3 

Es ist dio Arbeitsspannung in einer auf Zug beanspruchten Strobo eines Stahlbindcrs 
zu überprüfen, die aus zwei ungleiohschenkligen Winkoln L 60.60.8 mm besteht und an das 
Knotenblech durch drei Niete mit einem Durchmesser d — 23 mm angoschlosson ist 
(Bild 45). Die Zugkraft in der Strebe ist N = 30 t, dov Werkstoff ist Ct. 8. 

Drei Querschnitte, die durch dio Achsen der Niete gehen, worden gleichstark geschwächt 
sein. Von ihnen ist der durch die Achse dos ersten Niets geführte Querschnitt m — n 
als gefährlichster anzuaehen (Bild 45. a). An den übrigen Querschnitten ist dio Zugkraft 
kleiner, da ein Teil derselben durch den ersten Niot auf das Knotenblech übertragen wird. 
Wir suchen die Fläche dos geschwächten Querschnitts (Bild 45, b). 


l ) Bel dcrWirkung sich schnell ändernder Spannungen mit verschiedenem Vorzcichon kann man dio 
Konzentration nuch hei plastischen Werks tollen nicht unberücksichtigt lassen, da sie zur Bildung von 
Kissen fuhren kann, die sich mit der Zeit vergrößern. 
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Nach der Tafel „PoCT 10015" ist die Fläche der zwei Winkel 

^brutto = 11)5 • 2 =» 23 cm 2 . 1 ) 

Wir ziehen die Fläche von zwei Nietlöchern ab: 

F neUo =* 23 ~ 0,8 ■ 2,3 • 5 «= 19,32 cm 2 . 

Die Arbeitsspannung in der Strebe ist 

JV 30000 . rcA1 , 2 

°"' h ” " TWT 

welche die zulässige Spannung a . =» 1600 kg/cm a für Ct. 3 nioht übersteigt. 


2.12 Statisch unbestimmte Aufgaben ■ 

In Kapitel 2.02, Absatz B, wurde beroita gezeigt, daß die dort abgeloitote 
Formel (2.5) jyi 

Alas BF ' 

für die Deutung der Erscheinungen beim einfachen Zug nach drei Soiten hin 
(statisch, geometrisch und physikalisch) dazu geeignet ist, statisch unbestimmte 
Aufgaben zu lösen, d. h. solche, die zu ihrer Lösung nicht nur das Studium der 
auftretenden Kräfte erfordern, sondern auoh die Berücksichtigung der physika¬ 
lischen Eigenschaften der Körper, an denen diese Kräfte angreifon. In diosom 
Kapitel worden wir uns mit Aufgaben dieser Art beschäftigen. 

Beispiel 4 

Ein steifer Balken AB ist mittels eines Gelenkes an einer Wand Im Punkt A befestigt 
und an zwei Stahlstäben 2 und 2 von gleichem Querschnitt uufgohängt (Bild 46 «). Zu 

ermitteln sind die Kräfte, die in den Stäben 
infolge der nm Ende dos Balkons nngchttngtnn 
Last P Auftreten, wobei der Jhilkon als absolut 
starr angonomrnon wird. Die Entfernungen 
a 1 zwischen don Punkten A, C, D und B sind 
gleich a. Das Eigengewicht des Balkons kann, 
da gering im Vergleich zu der Lust P, ver¬ 
nachlässigt worden. 

Die staliache Seite. Wir zorschnoidon dio 
Stäbe 2 und 2 in don Punkton D und C und 
tj ersetzen dio Wirkung der entfernten oberen 
' Teile auf den Balken durch dio unbokannlon 
p Kräfte A r j und X 7 (Bild 46, b). Zur Bestimmung 
Bild 46 dieser Kräfte kann man nur oino dor drei 

■ GleichgowiohUgloichungon dos Balkons aus- 

mtzen: Dio Summe dor Momente aller Krftflo in bezug auf das Golonlc A ist gleich 
Null. Dio beiden anderen Gleichungen 27X = 0 und 27 Y = 0 worden außer den Kräften X y 
J ncl X a noch zwei unbekannte Kräfte enthalten: die vertikale und horizontale Komponente 
lor Golonkkraft A, die aus diesen Gleichungen erst dann ermittolt worden können, wenn 
Ho Kräfte X± und X^ bestimmt worden sind, Stellen wir dio Gleichung 27A/^ =j 0 auf: 

P-3ft - X x *2« - X 9 - a = 0 oder iX l + X t **3 p. (a) 

Oie geometrische Seite 

Unter Einwirkung der Last P werden sich die Stäbe strecken und der Balkon sich um 
’unkt A um einen kleinen Winkel (dio Verformung ist in Bild 46,a durch eine punk- 

') vlnm. d. deutschen licdnhtlon: Nach den amtlichen deutschen Tabellen F ■=* 11,4 < 2 » 22,8 cm'. 
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tierto Limo dargostellt) drehen. Hierbei werden die Punkte C und D Kreisbögen beschreiben, 
die man aber wegen des sehr geringen Drehwinkels des Balkens als Vertikalbewegung der 
Punkto C und D annehmen kann, indem man die horizontalen Abweichungen als kleine 
Werte höherer Ordnung vernachlässigt. Dann werden wir die geometrische Abhängigkeit 
zwischen den Verlängerungen A\ und Al 2 der beiden Stäbe ohne Müho aus dem Bild 46,a 
finden: ai n„ 

„der-dft-2/M,. (b> 

Ali a 1 1 

Die physikalische Seile und die Synthese 

Mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes {2.5} drücken wir dio Verlängerungen der Stäbe 
durch dio in ihnen wirkenden Kräfte aus (hierbei denken wir daran, daß dio Längen und 
die Steifigkeiton dor Stäbe gleich sind) und erhalten, indem wir dieso in (b) oinsotzen, dio 
Formändorungsgioichung in physikalischer Form: 

Xil _ « X t l 




2X* 


M 


Als gemeinsame Lösungen der Gleichungen (a) und (c) erhalten wir die Kräfte in den 
Stäben: X : « 1,2 P; % « 0,6 P. 

Beispiel 5 

Eine Last P ist mit Hilfe mehrorer Stäbe an einer Decke befestigt (Bild 47, a), wobei 
dio Zahl der Stäbo 2n> 2 sei. Die Stäbe sind symmetrisch in bozug auf die Achse OY, dio 
durch den Aufhttngcpunkt 0 der Last geht, 

angeordnot. Jedes Paar symmetrischer y 

Stäbe ist aus jeweils gleichem Werkstoff 
borgest eilt und hat gleiche Querschnitte. 

Nehmen wir an, daß dio Querschnitts- 
fläche irgendeines mten Stabes und der 
Elastizitätsmodul seinos Materials 
sind, für die Länge gilt 
, h 


Ir 


cos a. 


B V \ 




/ 

/ 


j/‘ 

\ 

' 

$ 

0 

* 


o, 


v\ 1 

p 

c I 



m\ 


0 


wobei der Sinh mit der 0Y-Achse den 
Winkt 1 a„, eitisehlicßl. Zu ermitteln sind 
die Kräfte oller Stäbe. 

Die statische Seite, Wir schneiden den 
Knotenpunkt 0 heraus, in dom alle Stäbe 
zusammcnloufen, und ersetzen dieWlrkung 
der oberen entferntcnTeilo derselben durch 
dio unbekannten Kräfte 

X v X 2 ...,X m ..„X in (Bild 47, b). 

In den symmetrisch gelegenen Stäben 
werden die Kräfte gemäß der Bedingung 
dor Aufgabe gleich sein. Da der Punkt 0 ein Bündel von in einem Punkto zusammonlaufonden 
Kräften aufweist, so liefert die Statik für diese nur zwei Gleichgewichtsbodingungon 

£X = 0, 27Y-0, 

von denen die erste infolge der Symmetrie dos Systems identisch erfüllt wird, während wir 
aus dor zweiten die einzige Gleichung statischen Charakters erhalten: 




Bild 47 


m ==n 

2 2' X m cos a m =P. 
m -1 


M 
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d&B Summioren infolge der Symmetrie nur auf die Ilälfto der Stäbe: 
Gleichung genügt jedoch nicht zur Ermittlung von n unbekannten 

X lr -X a , •** X m ,... X n , 

lieh, zu dieser (n — 1) Formänderungsbedingungon hinzuzufügon. 
geometrischen Seite über. Allo Stäbe werden sich unter der Einwirkung 
1 . Hierdurch wird sich der Punkt 0 um einen zunächst unbekannten 
h unten bewegen (die Bewegung dos Punktes 0 wird wiederum infolge 
Systems vertikal sein). Die Verlängerung eines beliebigen tftten Stabes 
n leicht durch den Wort der Absenkung 5 der Last ausgedrückt worden, 
ng des Stabes in dem Bild zu finden, muß man vom Zentrum B aus 
einen Kreisbogen bis zum Schnitt mit B0 1 schlagen, Der Winkel OBO v 
ig des Winkels a m im Ergebnis der Formänderung entspricht, wird 
ngen Formänderung sehr klein sein. Wir können daher 1. das Schlagen 
iS zum Schnitt mit durch das Fällen einer Senkrechten OA auf die 
n und 2. die Verringerung des Winkels a m nach der Formänderung 
inn erhalten wir aus dem rechtwinkligen Dreieck AOOi (Bild 47, c): 


= <5 cos a ffl . 


(b) 


netrischcn Bedingungen der Art (b) ist gleich n, das ist die Anzahl der 
Ifte des Systems. 

lysikalische Seite der Aufgabe ermöglicht es, diese geometrischen Bo- 
ie Kräfte X v X t •••X n auszudrücken. Zu diesem Zweck benutzen 

m E m F m E m F m cos a m ( °' 

Abhängigkeiten wird ebenfalls gleich n sein. Setzt man den Wert für 
n, so erhallen wir n durch Kräfte ausgedrückte Formönderungsbedin- 
DherForm: 

Am ft 1 a 

m ~ o cos a m 4 


E m F m cos ct„. 

X m «« ~E m F m cos® (t r 


(d) 


ler statischen Bedingung (o) hinzu, so werden wir (n + 1) Gleichungon 
Unbekannte enthalten: 

Xi, X a ... X mt ... X n i ö t 

irto Lösungsgang der Aufgabe zeichnet sich durch die Besonderheit 
den n unbekannten Kräften noch eine Unbekannte 3 geometrischen 
rt haben. Ein solches Verfahren wird bisweilen zur Lösung kom» 
ibestimmter Systeme angewandt, Wir werden aus der vorliegenden 
viefern dieses nützlich sein kann. Die Formänderungsbedingungen (d) 
iß alle unbekannten Kräfte X m sehr einfach durch eine Unbekannte ö 
letzt man die Werte X m aus den Bedingungen (d) in (a) ein, so orlialton 


Oft n 

X 2 V m F m cax>a m 


• »i = l 
8 = — 


Ph 


2 2 E m F m coa*a m 
m« 1 


(•) 


(f) 




i 


i 

h 




1 
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Nach der Formel (f) kann der Absenkungswort 8 der Laßt P borcohnet worden. Wenn man 
ihn kennt, so können wir nach der Gleichung (d) die Kräfte aller Stäbe ermitteln: 

v P-SAcos 8 «». 

"" » * lg) 

2 2 E„F m cos 3 a m 
m — l 

Nachdem wir außer den unbekannten Kräften X m noch einen Wert 8 eingeführt hotten, 
nahmen wir diesen als Hauptunbekanntc an und bestimmten sie vor allen andoren, indem 
wir zunächst die unbekannten Kräfte X m ausschalten. Alsdann ist es leicht, nach den 
Formeln in der Form von (g) die Kräfte X m , wie groß auch ihre Anzahl sein mag, d. h. 
die Anzahl der die Last stützenden Stäbe, zu ermitteln. 

Aus der Formel (g) geht hervor, daß die Kraft X m in irgendeinem Stabe sowohl von dor 
Steifigkeit E m F m dos gegebenen Stabes als auch yon der Steifigkeit aller übrigen Stäbe 
abhängt. Wenn allo Stäbe aus demselben Werkstoff hergostollt sind, so läßt sich dor Elasti¬ 
zitätsmodul in der Formel (g) horauskürzen, und die Kräfte in don Stäben worden von den 
Flächen F m ihrer Querschnitte abhängen. 

Dicso Besonderheit, die ollen statisch unbestimmten Systomon eigen ist, unterscheidet 
diese stark von den statisch bestimmten und erschwert die Berechnung. 

Hot man oin statisch bestimmtes System (z. B. einen Binder) zu berechnen, so ermitteln 
wir aus den Gleichgewichtsbodingungen die Kräfte in allen Stäben und gehen dann zur 
Wahl der Querschnitte über, die den gefundenen Kräften entsprechen. Hier hängen dio 
Kräfte überhaupt nicht von den Querschnitten ab. Ist das System jedoch statisch un u 
bestimmt, so kann man dio Kräfte nicht ermitteln, wenn man nicht vorher dio Größe der 
Querschnittsflächen allor Stäbe oder, was einfacher ist, dio Verhältnisse der Flächen schätzt. 
Die vorherige Festlegung der Verhältnisse dor FlUohon F m bei noch unbekannten Kräften 
X m kann schwierig sein. 

Nehmen wir an, daß für das untorsuohte Beispiel dio Stnbqucrschnitto aus gleichem 
Material unter Zugrundelegung oinor gogebünon zulässigen Spannung o a;(i|1 gewählt werden 
sollen. Wenn wir z. B. voraussetzon, daß dio Querschnittsflächen allor Stäbe gloich sind, 
so werden wir leicht alle Kräfte X m finden. Ilat man dio Wahl doi Querschnitts nach dor 
größten Kraft X max gotroffon, so ist „ 

und wir werden gemäß der Voraussetzung diesen Querschnitt auch für allo übrigon Stäbe 
annohmen müssen. Folglich worden diese Stäbe mit oinor übermäßigen Sicherheit arbeiten. 
Wählt man jedoch dio Querschnitte auf Grund der gefundenen Werlo X m , so ändern wir 
hierdurch die Kräfte selbst, so daß ihre nochmalige Ermittlung in Überoinstimmnuing miL 
dem neuen Verhältnis der Flächen erforderlich wird. 

Aus dor Formel (g) kann man orsohen, daß der Zähler hei dor Vergrößerung der Steifigkeit 
V* eines dor Stäbe in stärkerem Maße zunimmt als dor Nenner, und daher wächst dio 
Kraft im Stab an. Die Kräfte verteilen sich also im System in einom gowisson Verhältnis 
zu den Steifigkeiten dor Stäbe. Das statisch unbestimmte System reguliert gleichsam selbst 
die Kräfte in seinen Elementen entsprechend ihrer Leistungsfähigkeit, 

Diese wertvolle Eigenschaft ermöglicht cs, eine wünschenswerte Verteilung dor Kräfte 
im Systom zu schaffen, wenn man vorhor die Querschnitte dor einzelnen Elemente fosllogt. 
Da es aber eine direkte Proportionalität zwischen der Streifigkeit und derStabkrafl {Formel g) 
nicht gibt, so erweist es Bich als überhaupt unmöglich, eine volle Ausnutzung dor zu¬ 
lässigen Spannung in allen Stäben zu erreichen, und man muß sich damit abfinden, daß 
einige Stäbe mit einer übermäßigen Sicherheit arbeiten. 
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2,13 Temperatureinfluß auf statisch unbestimmte Systeme 

Die zweite Besonderheit der statisch unbestimmten Systeme, die diese von 
den statisch bestimmten unterscheidet, ist die Abhängigkeit der Kräfte in den 
Elementen des Systems von der Temperatur. Die Temperaturänderung einzelner 
Stäbe des Systems und in vielen Fällen auch die gleiche Temperaturänderung 
aller Stäbe ruft das Erscheinen von Kräften im System hervor, wie dies schon 
in Kapitel 2.02, Absatz B, vermerkt worden ist. 


Beispiol 6 

Untersuchen wir ein symmetrisches System dreier Stäbe von ähnlicher Art wie in der 
vorherigen Aufgabe (Bild 48, a). Nehmen wir an, daß das System bei einer gewissen 
Temperatur montiert worden ist, und daß sich darauf alle Stäbe bis zu der Temperatur ff 
erwärmt haben, so daß dio Temperaturerhöhung 

i = tt - h 

beträgt. 

Die Kräfte in eilen Stäben sind bei der Montagelemporatur tj offensichtlich gleich Null, 
da die äußere Belastung fehlt. Bei einer Erwärmung können sich dio Stäbe nicht frei ver¬ 




längern, da sio im Knotenpunkt 0 miteinander, vorhunden sind. In den Stäben worden 
daher Kräfte auftroten, mit deren Ermittlung wir uns auch befassen wollen. 

Wir schneiden den Knotenpunkt 0 heraus und ersetzen die Wirkung der abgotronnton 
Stäbe durch Kräfte X,, X t und X 8 , wobei wir annchmen, daß alle Krttfto Zugkräfte, d, h. 
vom Knotunpunkt nach außen gerichtet sind (Bild 48, b) 1 ). Auf Grund dor Symmetrie 
folgern wir, daß X, *= X a ist. 

Aus dor Gleichgewiohtsbedingung EY *=• 0 ergibt sich 

1X± cos ß sa — X a . (a) 

Auf diese Weise haben wir zur Bestimmung Yon zwei Unbekannten Xj *=> X 8 und X t 
eine Gleichung (a). Die zweite Gleichung stellen wir auf Grund der Untersuchung der 
Formänderung des Systems auf, 

Bei der Erwärmung dor Stäbe bewegt sich der Knotenpunkt 0 infolge der Symmetrie 
senkrecht abwärts um einen gewissen Wert <5, der auch gleichzeitig dio Verlängerung des 
mittleren Stabes därstellen wird. Die Formänderungsgleichung muß das gleiche Aussehen 
wie in der vorherigen Aufgabe haben: 

<d fj «=> ö cos ß Al t cos ß • (b) 

') Der Umstand, daß der Knotenpunkt bet dor auf Bild 48,b eingetragenen Richtung der Kräfte 
offensichtlich nicht im Gleichgewicht sein wird, soll uns nicht irroführen, da des Ergebnis dor Lösung 
zeigen wird, für welche Kräfte die angenommene Richtung falsch gewählt war. 
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Um die Gleichung (b) in physikalischer Form darzustollen, müssen wir bedenken, daß die 
Verlängerung jedes Stabes erstens von der auf ihn wirkenden Kraft und zweitens von der 
Erhöhung der Temperatur abhängt. Daher müssen wir hier zwei physikalische Gesetze 
zum Ausdruck bringen: das Hookesche Gesetz und das Gesetz der Wärmeausdehnung. 

Die endgültige Verlängerung des Stahes stellt sich uls algebraische Summe der freien 
Verlängerung alt infolge der Erwärmung (worin a der lineare Temperaturausdehnungs¬ 
koeffizient ist) und der von der im Stab wirkenden Kraft X bewirkten elastischen Vor- 
Xf 

längorung (Verkürzung) dar: 

“ + S- (“i 


Der Werkstoff aller Stäbe soll gleich sein. Wir stellen fest, daß i a => h und ly 


cos ß 


ist, 


und setzen die Werlo A ly und A l a aus (c) in (b) ein, Dann erhalten wir die Formändorungs- 
bedingung in physikalischer Form 


aht X x h 
cos ß EFy cos ß 




die nach Kürzung durch h und einigen Umbildungen 


Ecttsin* ß <=> cos®/?— ergibt. (d) 

*1 i'i 

Setzt man in (d) don Wert für X 2 aus (a) ein und löst man dio erhaltene Gleichung in bezug 
auf X v so erhalten wir 

Eut sin 2 ß 

2 cos 8 ß , 1 1 (o) 

Der Zähler und Ncnnor der Formel (c) sind an sich positiv. Das Minuszeichen vor dem 
rechten Teil weist aber darauf hin, daß wir die Richtung der Kräfte X t und A' 3 (Bild 48, b) 
nicht richtig gewählt haben. In Wirklichkeit werden dioso Kräfte Druckkräfte sein, d, h. 
zum Knotenpunkt hin gerichtet. Setzt man den Wert aus (e) in (a) ein, so finden wir für 


2 Ex l sin® ß cos ß 
X *~ 2-coa*ß , 1 


(0 


Das positive Zeiohon des Ergebnisses zeigt an, daß die Richtung der Kraft X a richtig 
angosotzt worden war. 

Wir multiplizieren den Zähler und Nenner der rechten Seiten dor Gleichungen (c) und (I) 


Fs 


entsprechend mit Fy und F x und bezeichnen das Verhältnis ~ 


n. Dann erhalten wir: 


Ea l sin® ßFy 

* = 2ncos 9 ß ' 

2 Evt sin 2 ß cas ß F t 
X s =3 -- 

2*COS s ß -f — 


(ff) 
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*1 

“*1“* 

Exlsin 9 ß 


2 neos 3 /? + 1’ 

X a 


2 Ex t sin 8 ß cos ß 


2 cos 3 ß + - 

/i 


(M 


Vergleicht man (g) und (h), so schon wir, daß die Spannungen infolge der Tempera Um¬ 
änderung nur vom Verhältnis der Quorschmttsflächon, die Kräfte aber auch von der 
absoluten Größe der Flächen abhängen 1 ). 


2.14 Einfluß von Engenauigkcitcn der Ausführung und der Montage 

Bei der Ausführung von Konstruktionsteilen sind praktisch immer geringe 
Abweichungen von den vorgesehenen Abmessungen vorhanden. Diese Un- 
genauigkeiten ziehen nach der Montage der Konstruktion keino Spannungen 
nach sich, wenn die Konstruktion statisch bestimmt ist. Ungenauigkeiton der 
Ausführung in statisch unbestimmten Systemen rufen aber sogenannte Vor¬ 
spannungen hervor, die bei der Mdhtago entstehen. 

Nehmen wir z. B. an, daß die Strebe AD in dem statisch bestimmten Fach¬ 
werk (Bild 49, a) etwas kürzer als in der erforderlichen Länge ausgeführt wurde. 
Beim Einsetzen an Ort und Stelle müssen sich die Knotenpunkte A und D nähern, 
und das Fachwerk erhält eine geringe Verzerrung. Da das Gelenkrechtcck ACDB 
sich frei in ein Parallelogramm umwandeln kann (ein sogenanntes veränderliches 
System), bo wird die nicht ausreichende Länge der Strecke AD keinerlei Span¬ 
nungen im SyBtem hervorrufen. Wenn wir es jedoch rnit einem statisch un¬ 
bestimmten Fachwerk (Bild 49, b) zu tun haben, so muß man beim Einsetzen 
der Strebe AD an ihren vorgesehenen Platz die Knotenpunkte A und D künst- 



Bild 49 



lieh nähern, indem man hierzu eine gewisse Kraft P anbringt, die in den Stäben 
eine entsprechende Spannung hervorruft. Nach dem Einsetzen der Strebo und 
der Freimachung des Systems von der Kraft P wird sich die Strbbo ein wenig 
dehnen, da die Knotenpunkte A und D das Bestreben haben, wieder auseinnnder- 

l ) Die Kräfte Infolge der Wirkung der Belastung hängen npr von dem Verhältnis der Flächen nb, wie 
dies aus dem vorhergehenden Beispiel zu ersehen war. 
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zugehen. Im Endergebnis werden sich die Spannungen in den übrigen Stöben 
verringern. Das ganze System wird sich aber auf diese Weise als in einem an¬ 
gespannten Zustand befindlich erweisen. Dies werden auch die Vorspannungen 
infolge der Montage sein. Auf einen einfachen Fall von Vorspannungen wurde 
bereits in Kapitel 2.02, Absatz B, hingewiesen. 


Beispiel 7 

Bei dor Montage eines aus drei Stöben gebildeten Systems (Bild 50) erwies sich der 
Stab 2 um eine geringe Strecke 00 t — m länger ais vorgesohon. Um die Enden dor Stöbe 
im Punkt 0 zu verbinden, mußte dor Stab 2 vorher um die erwähnte Strccko zusämmon- 
godrückt werden, indem man eine entsprechende vertikale Kraft anbrachto, Nach der 
Montage und Entfernung der angebrachten Kraft bewegte sich der Knotenpunkt 0 unter 
dem Einfluß der Spreizwirkung des gedrückten Stabes 2 um die Strecke 00 t — 8 in senk¬ 
rechter Richtung. Zu ermitteln sind die Kräfte in den Stäben, wenn ihr Werkstoff gleich¬ 
artig und Fj = F 3 ist. Die grundlegenden Gleichungen dor drei Seiten dieser Aufgabe 
werden dieselben sein wie in dem Beispiel 5 dos Kapitols 2.12, Hierbei wird der Wertd mit der 
Verkürzung des mittleren Stabes Oßi = Al t und dor Abhängigkeit ö =» m — Al t ver¬ 
knüpft sein, so daß im Ergebnis die geometrische Formänderungsglcichung die Form 
Alj. e=> ö cos ß = (m — A l z ) cos ß haben wird. Führt man die Lösung durch, so erhalten 
wir folgende Wcrto für dio Kräfte in den Stäben: 

Y - Em 0088 0 ^ v - 2 E m n cos 3 ß F, 

1 h (1 -f- 2n cos 3 ß) ’ 2 ' 


F 

Wie oben, so bezeichnet auch hier n das Verhältnis —Teilt man boide Teile dor Glei¬ 
ma 

ehungon entsprechend durch Fj lind Ft, so können wir uns davon üborzeugen (wie auch 
in dem vorhergehenden Beispiel), daß die Vorspannungen infolgo der Montage nur von 
dom Verhältnis der Flächen, die Kröfto jedoch noch von dom absoluten Wort dor Quor- 
sohnittsflächen abhängen. 

Nehmen wir h = 2,0 m, ß *= 30°, E = 2 • 10® kg/om* (Stahl), n «=» 1 und m *=» 1 mm 
an, so erhalten wir für 


Oj — 325 kg/cm* und o 2 ~ — 565 kg/om 3 . 


Hieraus sehen wir, daß sogar eine kleine Ungonauigkeit in der Länge dor Stäbe, die bei 
dor Ausführung zugolassen wurde, bedeutende Spannungon nach dor Montage hervorrufon 
kann. Dio Vorspannungen können, wonn sie zu don von der Belastung horvorgorufenon 
Spannungon hinzutroton, in einor Reihe von Füllen einen ungünstigen Einfluß auf das 
Verhallen der Konstruktion ausübon, 


Zum Schluß wollen wir noch den Sinn der Plus- und Minuszeichen in >den 
Lösungen der Aufgaben aus diesem und den vorherigen Kapiteln erklären, 
Hior benutzen wir folgende allgemeine Regel, die auch sehr oft in der Baustatik 
angowandt wird. 

1. Don unbekannten Kräften geben wir irgendeine Richtung löngs ihrer 
Wirkungslinie, die wir in der Zeichnung durch einen Pfeil kenntlich machen. 

2. Wir führen die Werte dor Kräfte in die Gleichung ein, indem wir dio Kräfte 
selbst als an sich positive Worte ansehen. Wenn in die Gleichungen Momente 
oder Komponenten von Kräften aufgenommen werden müssen, so setzen wir 
vor diese Vorzeichen nach den allgemeinen Regeln der Statik. 

3. Wir lösen die Gleichungen in bezug auf dio unbekannten Kräfte. Wenn 
wir für irgendeine Kraft einen negativon Wort erhalten, so weist dies auf einen 
Fehler der Kraftrichtung hin (da gemäß Punkt 2 die Werte der Kräfte an sich 
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poeitiv sind). In Wirklichkeit also wird die Richtung dieser Kraft umgekehrt 
der angenommenen sein. Es empfiehlt sich zur Vermeidung weiterer Fehler, die 
Richtung (den Pfeil) dieser Kraft nunmehr sofort zu ändern. 


2.15 Berechnung statisch unbestimmter Systemo durch Ermittlung 
Ihrer Tragfähigkeit 

Bisher wurden die statisch unbestimmten Aufgaben auf Zug und Druck von 
uns unter der Annahme gelöst, daß die vorhandene Spannung in allen Elementen 
des gegebenen Systems die Elastizitätsgrenze niobt übersteigt. Boi der Wahl 
der Querschnitte benutzten wir die Fostigkeitsforrnel; 




p 

jp °Z U |. 


A 

Die zulässige Spannung soll, wie früher darauf hingewiesen worden ist. den ton 

' . v 
Teil der gefährlichen Spannung (der Fließgrenze oder der Bruchgrenzo) aus- 

maohen. Als Beispiel untersuchen wir den Fall oiner Last P ) die an mehreren 
Stäben aufgehängt ist (Bild 51). Wenn wir, nachdom wir die Querschnitte aller 

Stäbe gewühlt haben, die Last P um das r-facho ver¬ 
größern, so erhalten wir in dem am stärksten an¬ 
gespannten Stab oinen gefährlichen ZuBtand: in ihm 
zeigt sich die Fließerscheinung. Die Normalarbeit des 
Stabsystems ist gostört, aber die „Tragfähigkeit" des 
Systems, d. h. dessen Fähigkeit, die Last zu tragon, ist 
noch nicht erschöpft. Da das System statisch unbe¬ 
stimmt ist, d. h. überzählige Stäbe aufweist, so wird 
sich die zusätzliche Belastung nach dem Erreichen von 
Fließspannungon in dom am stärksten angespannten 
Stab auf die übrigen Stöbe vorteilen, wobei in den 
letzteren noch kein goführliohor Zustand zu entstehen braucht. Erhöht man dio 
Belastung weiter, so kann man erreichen, daß der nüchsto Stab (der am 
stärksten beanspruchte) odor eine Reihe von Stäben ßich von der weiteren 
Arboit ausschließon usw. 

Hieraus sieht man, daß die Belastung, bei der die Tragfähigkeit oinos statisch 
unbestimmten Systems erschöpft ist, bodoutond höher als die Bolaßtung ist, 
die oinen gefährlichen Zustand in dem am moiston angespannten Stab hervör- 
ruft. 



Bild 61 


Bisher hatten wir den gefährlichen Zustand eines Stabsystems dom gefähr¬ 
lichen Zustand des am stärksten angespannten Stabes gleichgosotzt. In violcn 
Fällen ist es jedoch naturgemäß, als gefährlichen Zustand die Grenzlragfühigkoit 
des Systems anzusehen. Daher kann man an dio Berechnung dor statisch un¬ 
bestimmten Systeme ein wonig anders Herangehen, Man kann für das gogobeno 
System im ganzen soine Tragfähigkeit oder die sogenannte Grenzbelastung er¬ 
mitteln, d. h. die Belastung ausfindig machen, dor das System noch dicht an 
der ZerstOrungsgrenze standhalten kann. Dann ist cs naturgemäß, als zulüssigo 
| 

Belastung den ~ ten Teil der Grenzbelastung anzunehmon. In diesem Falle 
also wird die Berechnung nicht unter dor Zugrundelegung von zulässigen Span• 
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nungcn, sondern auf Grund zulässiger Belastungen') durohgeführt. Bei gleichem 
Sicherheitabeiwert v ergibt die Berechnung auf Grund der Tragfähigkeit eine 
vollkommenere Ausnutzung des Materials der Konstruktion als eino Berechnung, 
der die zulässigen Spannungen zugrunde liegen. 

Unter der Tragfähigkeit und Zerstörungsgrenze kann man je nach Art der 
Konstruktion, der Bestimmung des Bauwerks und dem Material, aus dem dos 
Buuwerk hergestellt ist, verschiedene Werte verstehen. So muß man unter der 
Tragfähigkeit eines Fachwerks, das aus plastischem Material ausgeführt ist, die 
Grenzbelastung verstehen, bei der eine Vergrößerung der Verformung (z. B. der 
Durchbiegung des Fachwerks) ohne weitere Erhöhung der Belastung möglich 
wird. Mit anderen Worten, man beobachtet anfänglich eine Zunahme der Durch¬ 
biegung des Fachwerks nur während des Zunehmens der Belastung. Im weiteren 
können wir jedoch einen solchen Zustand erreichen, daß in dem Fachwerk die 
Vergrößerung der Durchbiegung auch ohne weitere zusätzliche Belastung vor 
sich geht, wobei die Formänderungen in'diesem Falle sehr groß werden. Die Be¬ 
lastung, die diesem Zustand entspricht, bestimmt die Tragfähigkeit des Faoh- 
werks. Wenn man das gleiche Fachwerk aus sprödem Material herstellt, z. B. aus 
Gußeisen, das eine plötzliche Zerstörung bei sehr geringen Formänderungon 
ergibt, so hätte man als Tragfähigkeit die Belastung anzunehmen, bei der die 
Zerstörung dos Fachwerks ein treten muß. 

Beispiel 8 

Bestimmen wir den Wert der Tragfähigkeit der Btatisch unbestimmten Konstruktion, 
die im Beispiel 4 uufgoftthrt ist. Dieses System stellte einen absolut starren Balken AB 
dar, der mit Hilfe eines Gnlenks an oiner Wand im Punkt A bofostigt und an zwei Stahl- 
sthbon 1 und 2 gleichon Querschnitts (Bild 52) aufgehängt ist. , 
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Stahl ist ein plastischer Werkstoff. Boi Berechnungen statisch unbostimmlor Bauwerke 
nimmt man das Zugdiagramm des Stahls in einer ein wenig vereinfachten Form an, wio 
dies von Prof. Prandtl {Bild 53) vorgoschlagen wurde, d. h. man geilt von der Annahme 
aus, daß der Stahl bis zur Flioßgrenze Op elastisch ist und dem Zug gomäß dem Hooke- 
sclion Gesotz 

.er =» Eb 

Widerstand bietet. 

Oberhalb der Flioßgronze dehnt sich der Stahl ununterbrochen bei konstanter Span¬ 
nung. 

Aus der vorherigen Lösung unserer Aufgabe ist bekannt, daß der Stab 1 von einer doppelt 
so großen Kraft auf Zug beansprucht wird wio der Stab 2. Aus diesem Grundo kommen 


M Die Berechnung der Bauwerke auf Grund Ihrer 'Tragfähigkeit Ist von Prof. A> A. Gtvosdew und 
A. I'\ Loleil ausgcnrbeltot worden, 
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wir zu der Folgerung, daß die Spannung im Stab 1 bei einer gewissen Größe der Belastung 
die Flioßgrenze erreichen wird, und daß sich der Stab bei weiterer Verformung unseres 
Systems gemäß dem Diagramm von Prandtl durch Wirkung ein und derselben Zugkraft 
Fa p verlängern wird. Die Belastung, die diesem Zustand entspricht, wird jedoch die Trag¬ 
fähigkeit dos Systems noch nicht charakterisieren, da daß System sich ohne Erhöhung 
der Belastung nicht weiter verformen wird, solange noch der Stab 2 bei Spannungen, die 
kleiner als die Fiießgronze sind, arbeiten wird. Boi weiterer Vergrößerung der Kraft P 
wird auch der Stab 2 die Fließgrenzo erreichen. Von diesem Moment ab werden sich beide 
Stöbe 1 und 2 und mit ihnen das ganze System ohne weitere Vergrößerung der Last P 
verformen. Dieser Zustand und die entsprechende Belastung bestimmen die Tragfähigkeit 
des Bauwerks. 

Ermitteln wir die Größe der Kraft P T , die die Tragfähigkeit unseres Systems charak¬ 
terisiert. Wir führen einen Schnitt durch die Stöbo 1 und 2 (Bild 52), ersetzen ihre Wirkung 
auf den Balken durch dio Kräfte = X t = Op • F und ermitteln aus der Gleichgewichts- 
bedingung die Größe der Kraft Pf. Summiert man die Momento aller Kräfte in bezug 
auf den Punkt A, so erhalten wir 

= - X t ■ aX x • 2o + P T • 3a « 0, 

( — o> • Fa — OpF >2a P T > 3a <=0, 

und hieraus 

Pf = Oy F. 


Zur Festlegung der zulässigen Spannung muß man Pf durch einen gewissen Siohorheits- 
grad teilen. Bei der Berechnung auf Grund der zulässigen Spannungon wählt man für 

Stahl eine Sicherheit im Verhältnis zur Fließgrenze v f — Wählen wir auch den 

tfzul 

gleichen Sicherhoitsgrad bei unserer Berechnung. In diesem Falle wird 



OpF 

‘ 


Wir benutzen die Ergebnisse der Lösung dor Aufgabe in Kapitel 2.12 und ormittoln dio 
Größe dor zulässigen Beanspruchung bei dor Wahl der Slabquorschnitto auf Grund dor 
zulässigen Spannungen. In der vorhorigon Lösung ergab sich 

X x = 1,2 P. x 


Boi der Wahl dor Querschnitte muß mit der zulässigen Spannung 


<7*ul = — 


Op 


gerechnet werden. Die Fostigkeitsgloichung sieht dann wie folgt aus: 




1,2 P < o F 


F 

F ~ Vp 

Hieraus folgt 




\ 0 P' — 

odor 




P \Ul 

ttpF 

1 ,2vf 


Demnach ist die auf Grund dor zulässigen Spannungen berechnete zulässige Belastung 
kleiner als die mit Hilfe der Berechnung der Tragfähigkeit gefundene Belastung! 

*'*«1 < P * u . • 
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Bei der Lösung der Aufgabe und Festlegung der zulässigen Belastung haben 
wir, indem wir von der Tragfähigkeit ausgingen, keine Schwierigkeiten wegen 
der statischen Unbestimmtheit des Bauwerks empfunden. Auf Grund der 
Materialersparnis, die sich durch die neue Berechnungsart ergibt, und wegen der 
Einfachheit der Lösung der Aufgabe gewinnt diese Methode eine immer größer 
werdende Anzahl von Anhängern. Die neuen Normen für das Entwerfen von 
Stahlbetonkonstruktionen in der Sowjetunion sind ebenfalls auf dieser Methode 
aufgebaut. 

Beispiel 9 

An oin System von drei gelenkig verbundenen Stalilstöbon, dessen Stäbe in einem 
Punkt zusammcnlftufcn (Bild 54), ist eine Kraft P angebracht. Die Querschnitte aller Slübo 
sind gleich. Es soll die Größe der Kraft ermittelt worden, die der Tragfähigkeit dos Systems 
entspricht. 

Der angespannte Stab AO erreicht als erster den Flioßzustand. Hiervon kann man sich 
überzeugen, wenn man die statisch unbestimmte Aufgabe in bezug auf das gegebene 



Syölcm löst. Entfernt man den Stab und orsetzt man seine Wirkung auf den Knoten¬ 
punkt 0 durch dio Kraft OpF, so ßnden wir (Bild 55}, daß der Stab DO als nächster in den 
FHcßzustand kommen wird. Entfernt man auoh diesen Stab und oraolzt seine Wirkung 
durch dio Kraft a F F, so sehen wir, daß sich unser System (Bild 56) in einen Mechanismus 
umgcwnndelt hat und folglich scino Tragfähigkeit schon erschöpft ist. Iiterboi wird sieh 
der Stab CO noch nicht im Fließzustand befinden. Es ist nicht schwer fcstzustellon, daß 
dio gesuchte Größe der Bolaslung 


sein wird. 


Pf «=s Fo f {l -{- sin a) 


Aus diesem Beispiel sohon wir, daß es Systome gibt, bei denen die Tragfähigkeit zu oinor 
Zeit erschöpft wird, noch bevor alle Stäbe den Flioßzustand erreicht haben. 


2.10 Zug und Bruck infolge des Eigengewichts ( 

Bnlkcn gleicher Festigkeit gegen Bruck 

A. Bisher haben wir dio Fälle dos Ziehens und Drückens eines prismatischen 
Balkens behandelt, die durch eine von außen wirkende Kraft hervorgerufon 
wurdon, Der Einfluß des Eigengewichts wurde hiorbei nicht berücksichtigt. Be¬ 
fassen wir uns jetzt mit dem Einfluß des Eigengewichts auf die Spannungen und 
Formänderungen beim Zug und Druck. In Bild 57 ist ein Balken dargestcllt, 
dessen oberes Ende oingospannt ist und der infolge seines Eigengewichts auf Zug 

5 Filonenko I 
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beansprucht wird. Wir bezeichnen die Querschnittsfläche des Balkens mit F 
und das Gewicht der Volumeneinhoit des Werkstoffs mit y 0 . Wir zerschneiden 
den .Balken in der Ebene ro-n, entfernen den unteren Teil und ersetzen dessen 
Wirkung auf den oberen Teil durch eine Kraft (Bild 58), die offenbar 

P = y 0 Fx 

sein wird. Da diese Kraft in bezug auf den verbliebenen Teil als äußere Kraft 
jrscheint, so kann die Spannung am Schnitt m-n nach der Formel (2.1) be¬ 
lohnet werden: p y p x 

Die Spannung im oberen Querschnitt, an der Emspannungsstello, orhalton 
vir, indem wir in die vorhergehende Formel x = l einsetzon: 

<W = Yo 1 ' 

Verläuft dio Zugbeanspruchung nur bis zur Proportionolitätsgrenzo, so kann 
nan die Gosamtformänderung des Balkons ermitteln. Die Dohuung in oinom bo- 
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Bild 68 


iebigen Punkt, der in einem Abstand x vom untoren Endo entfernt ist, wird 
;emöß dem Hookeschen GeBotz nach der Formel (2.4) wio folgt ausgedrückt: 


o y 0 x 
8 E E 

)ie absolute Verlängerung des Elements dx (Bild 59) ist 

«dx s= ~~ dx. 

A 


)ie Gesamtverlängorung des Balkens setzt sich aus den Verlängerungen der 
inzelnen Elemente zusammen: 


Al 



( 2 . 22 ) 


)urch Multiplizieren des Zählers und Nehners der erhaltenen Formol mit F 
rhalten wir unter der Berücksichtigung, daß ylF das Gewioht Q dos Balkens 
erstellt, für ^ }f Ql 

2E ' F “ 2 EF‘ 


Al 


(2.23) 
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Folglich hat sich die Verlängerung des Balkens infolge seines Eigengewichts als 
halb so groß erwiesen, als beim Zug unter der Einwirkung einer am unteren 
Schnitt des Balkens ansetzenden äußeren Kraft P = Q. 

B. Befassen wir uns jetzt mit der Aufgabe, die Form zu ermitteln, die man 
einem Balken gleicher Festigkeit { a e const — ff zu i) geben muß, wenn er durch 
sein Eigengewicht und die Belastung P , die auf seinem oberen Ende angebracht 
ist, auf Druck beansprucht wird {Bild 60). 

Von der Festigkeitsforme] ausgehend, können wir die Größe der Querschnitts¬ 
fläche F q am oberen Ende unseres Balkens ermitteln: 

p 

jr = P = F 0 o ( , 

Ferner bezeichnen wir die Querschnittsfläehe im Abstand x vom Koordinaten- 
anfangspunkfc mit F x , das Gewicht des Balkonteils oberhalb des Schnittes mn 



mit Q x und das Raumgewicht mit y 0 . Da die Spannung in allen Querschnitten 
gleich a 0 sein soll, so muß auch 


F x a e = P + Q x (2.24) 

sein. 

Im folgenden Querschnitt mV, der von dem Schnitt mn um den Abstand <lx 
entfernt ist, ergibt sich eine Vergrößerung der Belastung um den Wert F x y 0 dx f 
folglich muß auch dio Querschnittsfläche eine Zunahme dF x erfahren. 

Es muß 

{F x + dF x ) a e ~ P + Qx ~\- dx 

sein. Zieht man von (2.25) die Gleichung (2.24) ab, so orhalten wir 

a c dF g — F x y 0 il x 


(2.25) 
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Somit haben wir eine Differentialgleichung erhalten. Durch Integrieren derselben 
finden wir das Gesetz der Änderung der Querschnittsflüche F x längs der Höhe 
dos Balkens: 


oder 


ln F f = &.*+<? 

<*c 


Fr = 


ZZx + C 

Oc 


«t 


Die Integrationskonstante C 0 ermitteln wir aus der Bedingung, daß bei * = 0 
p 

die Fläche F x „ u — F 0 = — ist, woraus sich C 0 = F n ergibt. Endgültig wird 
o c 


F x 



(2.2(5) 


Wenn man an Stello eines Balkens eine Wand betrachtet, die oben gleichmäßig 
belastet ist, so erhalten wir, wenn wir aus ihr mittels zweier sonkrocht geführter 
Querschnitte einen Teil horausschneidon, der in dor Längsrichtung (senkrecht 
zur Bildebene) die Abmessung 1 hat, für 

F x — 2z • l und F 0 =* 2z 0 • l. 

Diese Werte in (2.26) eingesetzt, ergeben die Gleichung der Kurve, dio dio Form 
unserer Wand bestimmt: 


Z 



(2.27) 


Ein Balken, der die Bedingung erfüllt, daß in allen seinen Querschnitten gleiche 
Spannungen wirken, trägt die Bezeichnung Balken gleicher Festigkeit. 


3 Weitere Zug- und Druckuntcrsucliungen im elastischen Bereich. Schuh 

3.01 Spannungen an schrägen Schnitten 

A. Bisher haben wir uns nur für die Spannungen in den Normalschnitlen dos 
gezogenen (oder gedrückten) Balkens und für seine Verlängerung in der Längs¬ 
richtung interessiert. Jetzt ist es nötig, unsere Untersuchungen zu verliefen und 
die Spannungen zu behandeln, die in einem beliebigen schrägen Schnitt des 
Balkens auftreten. Es ist auch sehr wichtig, die Formänderungen vollständiger 
zu studieren, die im Balken beim Zug und Druck entstehen. Im Ergebnis werden 
wir finden, daß es im Balken beim einfachen Zug sowohl Normal- als auch 
Tangentialspannungen gibt. Gleichzeitig ergeben sich neben don Verlängerungen 
auch Schiebungen (Kapitel 1,5, Absatz C). 

Wenden wir die Methode des Schnitts hei folgender Aufgabe an. Ein prisma¬ 
tischer Balken befindet sich unter der Einwirkung von Zugkräften, dio am Quer¬ 
schnitt Normalspannungen a u hervorrufem Klären wir, welche Spannungen an 
schrägen Flächenelementen auftreten, die unter dem Winkel a geneigt sind 
(Bild 61), Zu diesem Zweck gehen wir wie folgt vor: 





Md 61 ßild 02 


1. Wir zerschneiden (in Gedanken) unseren Balkon durch drei Ebenen, dio so 
gewählt werden, daß 

a) eino senkrecht zur Richtung der Kräfte, 

b) eine parallel zur Richtung der Kräfte und 

o) eine zur Querschnittsebeno (zur «-Achse) unter dem Winkel« geneigt 
liegt. 
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2. Wir entfernen alle Teile mit Ausnahme des Prismas abc und nehmen an, daß 
das Flächenelement bc — dF (Bild 62, a) ist. Dann ist 

das Flächenelemenfc ac = dF cos a 
und das Flächenelement ba — dF sin a. 

3; Wir ersetzen die Wirkung der fortgenommenen Teile auf den verbliebenen 
durch Kräfte. 

Am Flächenelement ac wird offenbar nur eine Normalkraft wirken. 

(T y dF cos a. 

Am Flächenelement a b werden keine Kräfte wirken. Wenn wir tatsächlich 
mit Hilfe von ai-ähnlichen Längsschnitten den ganzen Balken in einzelne Fasern 
zerschneiden, so würde das erhaltene Faserbündel infolge der gleichmäßigen Ver¬ 
teilung der Spannungen an den Endquerschnitten dos Balkons gonau so arbeiten 
wie ein ganzer Balken. Die einzelnen Fasern würden aufeinander wedor Druck 
ausüben noch aufeinander gleiten. Dies bedeutet, daß es zwischen ihnen wedor 
Normal- nooh Tangentialspannungen geben wird. 

Am Fläohenelement bc werden im allgemeinen zwei Kräfte wirken, und zwar 
die Normalkraft odF und die Tangentialkraft xdF, worin mit a und r die ge¬ 
suchten Spannungen bezeichnet sind: Die Normal- und dio Tangentialspannung. 

4. Wir stellen die Gleichgewichtsgleichungen auf, indom wir dio Projektionen 
aller Kräfte auf die Achse N gleich Null setzen; wir erhalten 

odF — er* dF cos a cos a = 0 

oder nach Kürzung durch dF 

a = Oy cos a a = ~ (1 -j- cos 2a). 


Nehmen wir ferner dio Projektion der Kräfte auf dio Achse T 
x dF + <t s dF cos a sin a — 0, 
aus der sich naoh Kürzung durch dF 


ergibt. 


a v cos a sin a = 


— ~ sin 2a 


Da wir dio Richtung der Kräfte a dF und r dF in Richtung der Achsen IV 
und T angenommen haben, so weial das Minuszeichen in der Formel für den Wort 
der Tangentialspannung r darauf hin, daß dio Richtung dieser Spannung falsch 
angenommen wurde und daß sie nach der entgegengesetzten Seite gorichtot sein 
wird. Wir erhalten also folgende Formeln für dio Spannungen am schrägen 
Flächenelement, das unter dem Winkel a zum Querschnitt geneigt ist: 



(3.1) 


Wir haben die Abmessungen des Flächonelements nicht begrenzt. Unsere Ab¬ 
leitungen Bind für beliebige Abmessungen gültig. Im allgemeinen werden wir 
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jedoch das Flüohenelement als unendlich klein ansehen. Wir wollen das Flächen¬ 
element he parallel zu eich selbst in Richtung zum Punkt a hin bowegon. Dann 
werden sich im Grcnzfall alle drei Flächonelomentc in dem einen Punkt« 
schneiden, und wir haben das Recht zu sagen, daß wir die Spannungen an einem 
beliebigen Flächenelement bo unter suchen > das durch den Punkt a geht und im 
Winkel a zur 0*-Aohse geneigt ist. 

Aus den Gleichungon (3.1) geht hervor, daß die Spannungen a und v Funk¬ 
tionen von a sind, d. h. sio ändern sich mit der Änderung der Neigung des 
Flächenelements bc. Es ist sehr wichtig, fostzuslellon, bei welchen Werten des 
Winkels a die Spannungen a und r ihre größten Worte erreichen. 

Da die rechten Seiten der Gleichungon nur von sin 2a und cos 2a abhöngen, 
so finden wir leicht, daß sich a, nax bei cos 2a = 1, d. h. bei 2a = 0 ergibt, weshalb 
a = 0 sein muß. Folglich wird 

Umax = (3.2) 

cr mln ergibt sich bei cos 2a = — j \ hieraus wird 2a =» 180°, ct => 90° und 


r max erhält man bei sin 2a = 
nach ist 


°mliv — 0* 

1, d. h. bei 2a 
r = 

^nux — <y * 


■90° oder a — — 45 £ 


(3.3) 
dom- 

(3.4) 


Aus (3.2) ersehen wir, daß sich beim einfachen Zug (Druck) die größte Normal¬ 
spannung stets im Querschnitt dos Balkens ergibt. Die Gleichung (3.3) zeigt, daß 
es im Längsschnitt keine Normalspannungen gibt, wie wir dies auch anfänglich 
angenommen haben. Als sehr wichtig für das Weitore ist dio Ableitung (3.4) 
anzusehen, die darauf hinweist, daß sich beim einfachen Zug dio größten 
Tangentialspannungen an einem Schnitt ergeben, der im Win/cel von 45° zur Balken¬ 
achse geneigt ist , und daß sie gleich der Iläljle der Zugspannung sind, 

Die hier angewandte und mit dem Ilorausschneidon eines unendlich kleinen 
Prismas ctbo verbundene Methode ist die allgemeine Untorsuchungsmethode des 
Spannungszuotandes in einom gegebenen Punkt. Im weiteren worden wir sie 
beim Studium von komplizierteren Fällen noch oft benutzen. 

B. Leiten wir das Gesetz der Wechsel Wirkung der Tangontiolspannung ab, 
Die zweite der Gleichungen (3.1) gibt den Werl der Tongonlialspanming am 
Flöchonelement an, das unter dem Winkel a zum Querschnitt geneigt ist: 

0 <1 , ~ 

x = —~ sin 2a, 

Untersuchen wir, welcher Art die Tangentialspannung am Flächenoiemont ist, 
das im Winkel a + 90° geneigt ist (Bild 62, b). Zu diesem Zweck setzen wir in 
die Formel (3.1) den Wert des neuen Winkels ein; dann wird 

x = - % sin 2(a + 90°) = - ^ sin (2a H- 180°) = ^ sin 2a, (3.5) 

d. h. die Tangentialspannungen an zwei Flächcnclcmonten, die einen Winkel von 
00° einschließen , sind der Größe nach gleich. Diese Abhängigkeit nennt man das 
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Gesetz der Gegenseitigkeit der Tangentialspannungen. Im weiteren (Abschnitt 3,07) 
werden wir sie im allgemeinsten Falle betrachten und ausführlicher die Richtung 
der gegenseitigen Tangentialspannungen untersuchen. 

C. Es ist erforderlich, eine Bemerkung hinsichtlich der Vorzeichen der Span¬ 
nungen bei der Ableitung der Gleichungen (3.1) zu machen. Die Richtungen 
der Spannungen haben wir in dem Bild 62, a für den Fall angenommen, bei dem 
a < 90° ist, und haben diese, indem wir sie als an sich positiv ansahon, in die 
Gleiehgewichtsgleiehungen des elementaren Prismas a bc eingoführt. Die Glei¬ 
chungen (3.1) werden jedoch, wie wir eben gesehen haben, auch bei einom Winkol, 
der größer als 90° ist, angewandt. Es entsteht die Frage, welchen Richtungen 
die positiven Werte der Spannungen a und x entsprechen, die sich in diosem 
Falle aus den Gleichungen (3.1) ergeben. Zur Beantwortung dieser Frage be¬ 
trachten wir zwei Fläohonelemente bc in ein und demselben Balkon, die etwas 
weniger und etwas mehr als 90° zum Querschnitt genoigt sind (Bild 63, a und b). 
Beim Übergang dos Winkels a über den Wert von 90° hinaus müssen alle Span¬ 
nungen des Falles gemäß Bild 63, a kontinuierlich in die Spannungen des Falles 
gemäß Bild 63, b übergehen. 

Die Spannung a v drückt in beiden Fällen die Wirkung des unteren (ab- 
getrennten) Teils auf den oberen aus. Daher wird seine Richtung in boiden Ffillon 
gleich sein. Was jedoch dio Spannungen a und r am schrägen Flüohonelemeiit bc 
betrifft, so werden diese im Falle a die Wirkung der rechten Seite auf die linke 
ausdrücken, im Falle b jedoch umgekehrt. Es ist daher erforderlich, beim Über¬ 
gang vom Fall a auf den Fall b (Bild 63) dio Richtungen der Spannungen in dio 
entgegengesetzten zu ändern, wenn wir erreichen wollen, daß sich bei diesem 
Übergang dio Regel der Vorzeichen für dio Spannungon in don Formeln (3.1) 
nicht ändert. 


Wenn am Fläoheneloment ab die Spannungen o x und t» angebracht wären 
(Bild 63, a), so müßte man boim Übergang a über 90° hinaus ihre Richtungen 
aus den gleichen Überlogungen ebonfalls ündorn. Wir 
erhalten folgende Regel: 

Erster Fall) a < 90°; wenn dio Formoln (3.1) für 
ff und x positive Werte liefern, so sind sie wio in 
Bild 63, a gerichtet; wenn sich aber irgendeine von 
ihnen als negativ ergibt, so ist ihro Richtung um¬ 
gekehrt der in Bild 63, a dargosfcollton. 

Zweiter Fall: 90° < « < 180°; wonn wir auf Grund 
von (3.1) ff> 0 und r> 0 erhalten, so sind sie wie 
m Bild 63, b gerichtet. 

Bei andoren Vorzeichen ändern sich ihro Richtungen 
„„ , . entsprechend. Wenn eine andere Richtung dor Span¬ 

nung ffy als m Bild 63 gegeben ist, so muß ihr Vorzeichen in den Gleichungen (3 1) 
entsprechend geändert werden. ngon 

«m B s1nt r di b rtr5 d61 ’ Formeln <3.1) ist dio Ablesungsrichtung des Winkels« 

man Z ^Ablesunof rwT? 0 " 1 ™?’ * ioB mßnchmnl flacht wird. Wenn 
Binne de, I hSi Wm . kels ? nach den Re g eI " der Trigonometrie im Gegen¬ 
sinne des Uhrzeigers vormmmt, so muß an Stelle von « der Winkel 180°-a 



Bild 63 
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eingesetzt werden. Die erste Formel (3.4) ändert sich dabei nicht, die sswoito 
dagegen ändert ihr Vorzeichen in das umgekehrte, da 

cos 2(180° — a) — cos 2a und sin 2(180° — a) = ~- sin 2a, 


demnach 


a = ^ (4 -f cos 2a) 
t = ~~ sin 2« 

A 


ist. 


(3.1a) 


8.02 Relativer Schub und Hoohesches Gesotz für Schubspannungen 


A. Bisher befaßten wir uns mit linearen Formänderungen und hobon daboi 
eine Abhängigkeit dieser Formänderungen von den Krüfton gefunden. Ver¬ 
suchen wir, ob man nicht eine Abhängigkeit zwischen den Kräften und den 
Winkoldeformationen finden kann, Zu diesem Zweck setzen wir dio Untersuchung 
der in Abschnitt 3.01 begonnenen Aufgabe fort. Die Gleichungen dor Statik 
gaben uns die Abhängigkeiten (3.1) zwischen dor Normalspannung a v am Quer¬ 
schnitt und den Spannungen a und % an einem unter beliebigem Winkel a ge¬ 
führten schrägen Schnitt 

a = a v cos a a, r = a v sin a cos a . 

In der zweiten dieser Gleiehungon haben wir das Vorzeichen geändert, und ent¬ 
sprechend hierzu müssen wir dio Richtung der Schubspannung (Tangontiul* 
spannung) t umkehren. 

Untersuchen wir dio Deformationen, dio beim Zug dos Balkons in dom 
Prisma abc (Bild 64, a) entstohen. Da dio Abmessung dos Fläohonolomonts 
bo== dF keinen Einfluß hat, so nehmen wir sie, dor Einfachheit wogen, gleich 1 
an (Bild 64, a): 

bc — 1; a6^=l-sina; ac=?4-oosa. 


Beim Zug des Balkens wird dio Kante ab dos Prismas parallol zur Achse dos 
Balkens (d. h. vertikal) bleiben und die absolute Verlängerung (Büd 64, b) 

erhalten. hb i = E v ’ ah 8=3 e v s5n ct (3.0) 

Wogen der Querdeformation, die eine Begleiterscheinung dos Zugs oinos 
Balkens ist, erhält dio Kante ac eino negativo Vorlüngorung, deren absolute 
Grüße , i , , . 

ecj == |e*[ ac ss* [fi Ä | 1 • cos a = /ie v cos a (3.0a) 

ist, wobei mit j e x \ der absolute Wert der Dehnung e x (die beim Zug nogaf.iv ist) 
bezeichnet ist. Es ist leicht zu orkonnen (Bild 64, b), daß infolge der oben er¬ 
wähnten Formänderungen der Kanten ab und ao sich dio Kante bo ein wonig 
um den Winkel/? dreht. Diesen Drehwinkol kann man ohno Mühe mit oinor Ge¬ 
nauigkeit bis zu kleinen Größen höherer Ordnung boroohnon, Wenn wir mit 6/; a 
und qq die Projektionen der Verlängerungen bb x und <?q auf dio Senkrechte zur 
Kante bc bezeichnen, so erkennt man aus dom Bild 64, b, daß 


bb z -j- 
bc 


bb z ~{- c a q ist. 


(3.7) 
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Aber aus den elementaren Dreiecken bb^b 2 und ccyc^ erhalten wir ebenfalls 
mit einer Genauigkeit bis zu Kleinstwerten höherer Ordnung- die Worto für 

bb 2 ~ bi\ cos a ; sin ä, 

oder auf Grund von (3.6) und (3.6 a) 

bb 2 = e v sin a cos a; 


c i c 2 — B c v tt cos a. 

Setzen wir diese Werte in (3,7) ein, so erhalten wir die gesuchte Ableitung von 
der geometrischen Seite der Aufgabe her in Form einor Abhängigkeit zwischen 
der Grundverlängerung s u und dem Drohwinkel ß des geneigten Abschnittes bc: 

ß & (1 + (.i) e u sin a cos a . (3.S) 

Werten wir jetzt die durch das Hookesche Gesotz ausgodrückte physikalische 
Seite der Aufgabe aus: 


oder By—~. 

v ft 

Setzt man den Wert e v in (3.8) ein, so erhalten wir 

o * + P 

ß « ——— a v sin a cos a . 


(3.0) 


Die erhaltene Synthese (3.9) der drei Seiten der Anfgabo nimmt eine einfachem 
Form an, wenn wir die zweite der Gleichungen (3.1) bonulzon; dann orhült (3.0) 
das Aussehen: * , 

ß = T * (3.10) 


Diese Beziehung weist auf das Vorhandensein einor Proportionalität zwischen 
der Tangentialspannung t, an einem beliebig geneigten Flächenelemont, und dom 
Drehwinkel ß dieses Flücheneloments hin. Besonders wichtig ist der Umstand, 
daß diese Beziehung nicht vom Neigungswinkel a des Flächeneloment» abhüngl, 
sondern lediglioh von den physikalischen Koeffizienten ft und /*, dio dio Eigen¬ 
schaften des Materials charakterisieren, aus dem der Balken gefertigt ist. Sie ist 
also der äußeren Form und ihrem physikalischen Wesen nach analog dom Hooke- 
schen Gesetz, das durch die Gleichung 


a = Ee 

ausgedrückt wird. 

Diese Analogie verstärkt sich noch, wenn wir an Stelle des Droh winkelst den 
SchubwinkeJ y (Kapitel 1.5, Absatz C) einführon. Schneiden wir aus dem auf 
Zug beanspruchten Balken mit Hilfe von vior Ebenen ein elomontares rccht- 
sekiges Prisma mnpq (Bild 65) heraus, so werdon gemäß dem Gesotz der Qegon- 
jeitigkeit der Tangentialspannungen (Schubspannung) (Kapitol 3.01, Absatz ß) 
in zwei benachbarten,Kanten mn und np gleiche Schubspannungon r wirken, 
^■uf Grund von (3.10) werden sich also diese Kanten um den gleichen Winkel 

^_ 1 —f- jtt 

’ ~~ ß T drehen, jedoch in verschiedenen Richtungen: die Kante nm im 
■iinne des Uhrzeigers, aber die Kante np im Gegensinne. Der rechte Winkel mnp 
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wird sich daher um 2ß vergrößern. Dies ist der Schubwinkel y = 2/9. Hieraus 
erhalten wir auf Grund von (3.10): 




und ferner 


r = G-y, 


(3.11) 


worin 


G 2 ( 1 '+^) 


(3.11a) 


ist. Auf diese Weise gibt die Gleichung (3.11) die Abhängigkeit zwischen dem 
Deformationswinkel y und der Schubspannung r ähnlich dem Hookeschen Gesetz 
beim Zug (o — Ee) an. Diese Abhängigkeit trägt die Bezeichnung Hookesohes 


<*) 


b) 


ittiütli 

b 

cv — 

Wim 



Bild 64 



Gesetz für Schub. Der Wert G heißt Elastizitätsmodul zweiter Art (beim Sohub) 
oder Schubmodul. Der Modul G erscheint wie auch der Modul E als physikalische 
Charakteristik des gegebenen Werkstoffs, dessen Größe für verschiedene Werk- 
stoffo nicht schwer zu bestimmen ist, wenn man E und fx kennt. Nimmt man .für 

f.i » ~ an (dies trifft für Metalle zu), so ist Gf=n a l 6 E. In Tafel 8 (Seite 76) 

sind die Worte der Module E und G und der Poissonschen Zahl [x für verschiedene 
Werkstoffe angegeben. 

B. Als Ergebnis des Studiums des' einfachen Zugs und Drucks eines Balkons 
stellen wir fest, daß wir os liier erstens mit zwoi Spannungskomponenten o und r 
zu tun habon, und zweitens, daß bei diesem äußerst einfachen Vorgang beide 
Komponenten der Formänderung, die lineare Formänderung 8 und die Winkel- 
ünderungy, in Erscheinung treten. Bei der Untersuchung der physikalischen 
Seite der Aufgabe erhielten wir sehr wichtige Beziehungen zwischen den Span¬ 
nungen und Formänderungen (2.4) und (3.11): 

o — Es, x ~Gy. 
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Tafel 8 

Werte des Elastizitätsmoduls, des Schubmoduls und dar Poissonschen Zahl 1 ) a ) 

Elastizitätsmodul Schubmodul Poissonsche Zahl 
Bezeichnung dos Werkstoffs jj . 10"° in kg/cm a G • 10~ s in kg/cm 8 /i 


Gußeisen. 

Schmiedbares Gußeisen . . . 

Schmiedeeisen. 

Flußeisen und kohlenstoffhaltige 

Stähle.. • 

Chromnickelstähle. 

Kupfer, gewalzt. 

Kupfer, kalt gezogen .... 

Kupfer, Guß. 

Phosphor-Bronze, gewalzt. . . 
Messing, kalt gezogen .... 

Aluminium, gewalzt. 

Aluminium-Draht, gezogen . . 
Duraluminium, gewalzt . . . 
Zink, gewalzt.. 


0,23 •••0,27 
0,28 

0,24 •••0,28 
0,25 •••0,30 
0,31 •••0,34 


0,32 •••0,35 
0,32 •••0,42 
0,32 •••0,36 


Eis. 

0,04 • 

• 0,045 

0,1G ••• 0,13 

0,33 

Gins.. 


0,56 

2,2 

0,25 

Granit. 


0,49 

— 

— 

Kalkstein . 


0,42 

— 

— 

Marmor. 


0,56 

_ 

— 

Sandstein. 


0,18 

- 

— 

Mauerwerk: 

aus Granit.. 

0,09- 

■ 0,1 



„ Kalkstein.'. 


0,06 

— 

— 

„ Ziegelstein .. 

0,27- 

• 0,030 

— 

— 

Holz, längs der Faser .... 

0,1 • 

• 0,12 

0,055 

— 

Holz, quer zur Faser .... 

0,Ö5 • 

• 0,01 

— 

— 

Beton, verschiedene Gdtemarken 

0,f4 • 

•0,5 

— 

0,17 

Kautschuk. 


0,00008 

— 

0,47 


Dio Aufstellung dieser Abhängigkeiten ist, wie beroits in Kapitel 1.6 er¬ 
wähnt, eine der wichtigsten Aufgaben der Thoorio der Festigkeitslehre. Ferner 
mtdeckten wir drei physikalische Koeffizienten 

E t u t Gj 

lie die elastischen Eigenschaften des Werkstoffs charakterisieren. Zwischen 
iiesen besteht die Abhängigkeit (3.11a) 

r-_£_. 

2(l + / o’ 

lie darauf hinweist, daß nur zwei von diesen Koeffizienten durch Vorsuch ermittelt 
:u werden brauchen, während der dritte nach (3.11 a) borochnet werdon kann. 

Tafel ist aus dem Buch „Festigkeitslehre“, 1945, vom Prof, N, M, Uolfaeiu übernommen. 
nafPuii' “ c J ,,sc "? n Die durch deutsche Versuche gezeitigten Krgebhfsso entsprechen 

tr We e rkstoffz Q s 8eRebene t Wer on ‘ Abweichungen und Schwankungen erklären sich uus Differenzen 
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In den folgenden Kapiteln werden wir eine kompliziertere Aufgabe übor 
den Zug und Druck des Balkens in zwei und drei Richtungen untersuchen. Dioeo 
Aufgabe ist im Sinno des Aufbaus einer allgemeinen Theorie über den Widerstand 
von elastischen Körpern gegen die Einwirkung von Kräften sehr wichtig. Sie 
ermöglicht es, die physikalischen Beziehungen zwisollen, den Spannungon und 
Deformationen für den Fall der kompliziertesten Wirkung von Kräften auf oinon 
elastischen Körper zu verallgemeinern. Wie kompliziert die Arbeitsbedingungen 
eines elastischen Körpers auch sein mögen, so werden wir im woHoron doch schon, 
daß man in Gedanken in jedem Punkt desselben ein sehr kleines Elomont in 
Form eines rechtwinkligen Parallelepipeda herausschncidon kann, das lediglich 
in zwei oder drei Richtungen gezogen oder gedrückt wird. Dank diesem Umstand 
kann man den kompliziertesten Spannungszustand in der Nähe eines beliebigen 
Punktes des Körpers auf eine Aufgabe zurückführon, deren Untersuchung wir 
gleich in Angriff nehmen wollen. 


3.03 Zug bzw. Druck In zwei Richtungen 

A. Lösen wir eine Aufgabe, die der in Kapitol 3.01 aufgcführlon ähnlich 
ist, für den komplizierteren Fall, daß sich der rechteckige Balkon unter dor Ein¬ 
wirkung von Kräften befindet, die ihn in zwei Rich¬ 
tungen auf Zug beanspruchen, wobei die entsprochen den 
Spannungen gleich a x und o v sind (Bild ßß). 



Bild 66 



Wir zerschneiden den Balken mittels dreier Ebenen, entfernen alles außer 
lern Prisma abc, ersetzen die Wirkung der entfern ton Teile durch KrÜfto (Bild 07) 
tnd untersuchen die Gleichgewichtsbedingungen dos Prismas abc, 

Nehmen wir an, daß das Flächende ment bc = dF ist. Dann ist das FJUchon- 
dement ac ~ dF cos a und das Flüchenolcmont bu «. dF sin a. Am Flächen- 
■lement Geworden zwei Kräfte wirken: Dio Normalkrnft adF und dio Tangential« 
.raft rdF. Am Flächeneloment a c wird nur oino Kraft a u dF cos « und am 
i’lächenelement ha ebenfalls nur eine Kraft cr x dF sin a wirken. 

, Gehen wir zu den Gloichgewichtsgleichungen übor. Aus dor Projektion aller 
Crfifte auf die jV-Achse erhalten wir die Gleichung 

o dF ~ Oy dF cos 2 « — cfj. dF sin 2 « — 0. 
ie nach Kürzung durch dF 

a — (j v cos 2 « — a x sin 8 « =- 0 


rgibt. 


(3.12 a) 
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Die Projektion aller Kräfte auf die r-Aob.se liefert: 

x dF -f- a v dF cos a sin a — a x dF sin a cos a — 0 
oder nach Kürzung durch dF: 

x + (o* — <>z) cos« sine — 0. (3.12b) 

Aus (3.12a) und (3.12b) finden wir die Spannungen a und r> die am gonoigton 
Flächenelement bc wirken 1 ): 


oder 


er = ~ (1 -f- cos 2a) + (1 — cos 2a) 

a x + o 9 — Ov) co 8 2a 

— 2 ■’ 


(3.13) 


r = -- -- - v sin 2a. (3.14) 

Die Spannungen o und r am schrägen Flöchenelemont cb haben wir als Funk¬ 
tionen dos Neigungswinkels a dieses Fläohenelements orhalten. Von größtom 
Interesse ist es, diejenigen Flächeno]eraento zu finden, an denon der Wort dor 
Spannungen a oder r das Maximum erreicht. Auf Grund der Gleichungen (3.13) 
und (3.14) führen wir dies mühelos durch. 

Wenn cr„> <j x ist, so ergibt sich <r max bei cos 2a = 1 oder bei 2a = a ~ 0, 
und dann wird a max = a v und r = 0, da sin 2a = sin 0 = 0 ist; tr mln ergibt 
sich bei cos 2a = — 1 oder bei 2a — 180° und a — 00°, und dann wird 

a m[n = o x und T “ 0, da sin 180° = 0 ist. 

Das gleiche Ergebnis erreichen wir, wenn wir die Ableitung von a nach a bilden 
und dies gleich Null setzen. 

j a = fe - yfr sin 2a • 2 = (ff* —* a v ) sin 2a = 2r = 0, 

d. h. <r max und a w[n wirken an den Fläohenelomenten, an denen keine Schub¬ 
spannungen vorhanden sind. Diese Flächenelomento (Ebonon) heißen Haupt- 
flächenelemente ( Hauptebenen) im gegebenen Punkt des Balkens und dio ent-* 
sprechenden Spannungen und cr m i n Hauptspannungen, Wir kommen darauf 
bei der Untersuchung deB allgemeineren Falles zurück. 

B. Gehon wir zu den Flächenelementen über, an denen sich dio größten 
Schubspannungen' ergeben. Aus der Gleichung (3.14) ersehen wir, daß sich r 
bei sin 2a = 1, d. h. bei 2a = 90° und a = 45° ergibt. Hierbei wird 



Demnach ergibt sich die größte Schubspannung beim Zug bzw, Druck in zwei 
Richtungen an den Flächenelementen, die zu den Hauptflächenelementen unter 45° 
geneigt sind, und sie gleicht der halben Differenz der Hauplspannungen. 

‘) Wie unter Kapitel 3,01, Punkt 1, so benutzen wir auch hier die Umformungen 

sfn'a •= 2 * {1 cos • 2 a); cos 1 a ■=. ■— (1 + cos 2 a)} sin a cos a «=. ~ sin 2 a. 

* 2 



79 


Zug hzw, Druck in zwei Richtungen 

Dieses Ergebnis ist sehr wichtig, da es beim Aufbau der Featigkeitstheorio sehr 
oft Verwendung findet, worüber wir später sprechen werden. Dieses Ergebnis 
Hegt auch der optischen Methode der Spannungsuntersuchung an Modellen, die 
aus durchsichtigem Material gefertigt sind, zugrunde. 

In Bild 67 nahmen wir an, daß die Spannungen a x und cr v Zugspannungen 
sind. Wenn irgendeine von diesen (oder beide) sich als Druckspannung erweist, 
so muß gemäß der allgemeinen Regel (Kapitel 3.01, Absatz C) vor dieser das 
Vorzeichen in den Formeln (3.13) und (3.14) gelindert werden. Danach worden 
die Richtungen der Spannungen a und r nach der gleichen Regel in Abhängig¬ 
keit von der Größe des Winkels a festgelegt, 

C. Wir haben die Normalspannung a und die Schubspannung r am Flächen¬ 
dem ent c 6 gefunden; mit anderen Worten, wir haben die Projektionen der 
Gesamtspannung p (Kapitol 1.4) am Flächenelement cb auf die Achsen JV 
und T gefunden (Bild 67). Bei einor Änderung des Winkels cc drehen Bich diese 
Achsen zusammen mit dem Fläohenelement cb. Manchmal ist es günstig, dio 




Projektionen der Gesamtspannung auf die unbeweglichen Achsen Ox und Oy 
(Bild 68), die zu den Flöohenelomonten ac und ab parallel sind, zu finden. Dio 
Projektion auf die Oy-Achse gibt 

— a v dF cos a -j- y dF 0, (3.16 a) 

woraus y ~ o„ cos a 

ißt, und auf die Oa-Achse 

x dF — a x dF sin a =* 0, 

woraus x = a x sin ct (3.16b) 

ist. Diese Formeln sind einfacher als (3.13) und (3.14). 

Die Formeln (3.13) und (3.14) oder (3.16a) und (3.16b) drücken das Gesetz 
der Spannungsönderung am ßchrägen Flächenelement in analytisohor Form aus, 
Benutzt man diese, so kann man eine geometrische (graphische) Darstellung 
dieses Gesetzes geben. In den folgenden Kapiteln werden zwei Methoden 
einer solchen Darstellung gezeigt. 



80 


Weitere Zug- und Druck unter suchungen im elastischen Bereich, Schub 


4.03 Spannunasellipso 

A. Bei einer Änderung des Neigungswinkels a des Fläohenelemonts ch ändern 
sich* Größe und Richtung der Gesamtspannung p . Wir nehmen (Bild 69) ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem Oxy an und tragen vom Ausgangspunkt 0 
die Gesamtspannung in Form eines Vektors OP — p auf. Die Koordinaten des 
Endpunktes dieses Vektors (seine Projektionen auf die Koordinatenachsen) x 
und y werden offenbar durch die Formeln (3.16a) und (3.16b) ausgodrückt. Bei 
einer Neigungswinkeländerung des Flächenelements a beschreibt das Ende P 
des Vektors p eine Kurve. 

Die Formeln (3.16a) und (3.16b) 

tc — a s sin a , y = Oy cos a (3.16) 

sind die Parameter-Gleichungen dieser Kurve, wobei der Winkel a als Parameter 
dient. Aus der Mathematik ist bekannt, daß solche Gleichungen eine Ellipse 
mit den Halbachsen a ~ o £ und h — o y ergeben. Die übliche Gleichung erhalten 
wir, wenn wir aus (3.16a) und (3.16b) den Winkel« ausschließen. 


4 , r , 

+ ?r 1 ' 


o 


(3.17) 


Diese Ellipse heißt Spannungsellipse. 

B. Um an der Ellipse gleichzeitig mit der Gesamtspannung p auch dasjenige 
Flöchenelement zeigen zu können, an dem die Spannung wirkt, ist es erforder¬ 
lich, sich an die geometrische Bedeutung des Winkelsain den Gleichungen (3,16) 
zu erinnern. Hier muß man zwoi Fälle unterscheiden: 


Erster Fall : 

o x und O v haben gleiche Vorzeichen, 

z. B. o s = öj > 0 und a v — a t > 0 (Zug). Dann ist 

a: = öi8ina, = oleosa. (3.18) 

Wir konstruieren eine Ellipse mit den Halbachsen OA *=> <f l und OB ~ a a (Bild 70) und 
beschreiben einen Kreis AB'G mit dem Radius OP' = oj. Verlängert man die Ordinate 
des Punktes P (des Endes des Vektors p) bis zum Kreis, so erhallen wir die Gleichung 

OQ = OP ' sin a 

oder x « o^sina, 

die mit der ersten der Gleichungon (3.18) übereinstimmt. Ferner ist 

QP' ~ OP' oos a, (3.19) 

aus der analytischen Geometrie ist aber bekannt, daß 


oder auf Grund von (3.19) 


QP OB o t i) 


V — QP' ~ * OP' ^ cos a = a t cos a 

a i 


( l Cr , nillp , so ^RC hat tatsächlich das Atisschon von (3.17), Die Glelchim« des 
Kreises AB C ist x + u‘ =» Aus diesem erhalten wir bei ein und derselben Abszisse x *=» OQ die 

QP = ^2. y a i — z t und dio Ordinate des Kreises in- =** OP’ » Yu‘ ~x , f 


Ordinale der Ellipse ysi ~ QP — ~ Vo\ — x‘ und dlo Ordinate des Kreises bk 
Hieraus schließen wir mich, daß ihr Verhältnis gleich 2t ist. 


Spannungsellipee 
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kt, was mit der zweiten Gleichung von (3.18) übereinstimmt. Auf diese Weise hoben wir 
erhalten, daß der Neigungswinkel dos Flächendemonts 

ß = <£ B'OP' ist. 

Um die Richtung des Flächenelemcnts zu erhalten, an dem die Spannung p «= OP wirkt, 
ist noch der Winkel ö von der Achse OC aus im Sinne des Uhrzeigers gemäß Bild 70 ein¬ 
zutragen. Dann wird die Riohtung des Fläohenelements OR offenbar senkrecht zu OP' 
sein. Hieraus erhalten wir die Regel zum Auffinden der Gesamtspannung p == OP, wenn 
das Flächenelement OR gegeben ist und wenn <J X = und a v — ff a das gleiche Vorzeichen 
haben: 

1. wir ziehen OP’ senkrecht zu OR, d. li. unter dem Winkel a zur Spannung o y = + <r 8 ; 

2. wir ziehen P'P senkrecht bis zum Schnitt mit der Spannungsellipso, dann stellt OP 
die Größe und Richtung der Gesamtspannung dar; 




Bild 71 


3, wir ziehen PN senkrecht zu OP' und PT senkrecht zu OR, dann ist die Normal- 
Spannung ON = a und die Schubspannung OT = r am Fläohenelement OR, die wir 
früher auf Grund der Formeln (3.13) und (3.14) gefunden haben. 

C. Zweiter Fall 

a x und o v haben verschiedene Vorzeichen, 

z. B. a x = ei* > 0 und o u » — a 3 < 0, 

Dann ist auf Grund von (3.16) 

x = Oj sin a und y = — o 9 cos a. (3.20) 

Führen wir den Hilfswinkel 

ß = 180 — a ein; 

da «in a => sin ß und cos a =« — cos ß ist, schreiben wir die Gleichungen (3.20) in der Fofcm 

ffiesOjBin/J, y =* o t oos ß, 

d. h. sie stimmen dom Aussehen und den Vorzeichen nach genau mit den Gleiohungen (3.18) 
des ersten Falles Überein. Die Konstruktion in Bild 70 behält ihre Gültigkeit, nur der 
Winkel a ist durch den Winkel ß =s 180° — a zu ersetzen. Die Konstruktion ist in Bild 71 
dargestellt. 

Die Regel zum Auffindon der Spannungen p, o und r bloibt die gleiche wie im ersten Fall, 
aber die Gerade OP' ziehen wir im Winkel a zur unteren Halbachse O v , da o u — — ß t < 0 
ist. Im Ergebnis der Konstruktion erhalten wir wie früher: 

OP~p\ 0N**O) OT = r. 


3 Fllonenko I 
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B. Merken wir uns folgenden wesentlichen Unterschied zwischen dem ersten und zweiten 
Fall (d. h. wenn a x und a y gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben). Drehen wir das 
Flächendemenl OR im Sinne des Uhrzeigers (d. h. lassen wir den Winkel a wachsen), 
so ist leicht zu ersehen, daß: 

im ersten Fall (Bild 70) der Winkel BOP' ebenfalls anwächst. Der Vektor der Go9amt- 
spannung OP dreht sich auf die gleiche Seite wie das Flächenelement OR und weicht beim 
Drehen nur wenig von der Normalen OP' zum Flächonelcment Oll ab. Daher ändert sich 
dio Normalspannung a in geringen Grenzen (von a — a t bis a — bei einer Änderung 
er von Null bis 90°), und die Schubspannungen werden nicht groß; 

im zweiten Fall (Bild 71) der Winkel P'OB ebenfalls anwächst, der Vektor der Gesamt¬ 
spannung OP sich aber dem Flächonoloment OR entgegen dreht. Hierbei ergeben sich zwei 
solche Lagen des Flttchenelements, bei denen die Gosnmtspannung in dor Ebene dos 
Fläehenelements liegt. Das bedeutet, daß an solchen Flächenclcmenten keine Normal¬ 
spannungen aaftreten. 


3.05 MolirscUcr Kreis 

A. Eine andere, von Prof. 0. Mohr vorgeschlagono Methode der geometrischen 
Darstellung der Spannungsänderung ist auf den Formeln (3.13) und (3.14) (Ka¬ 
pitel 3.03) aufgebaut. Nehmen wir an, daß a x > o y ist. 

Schreiben wir dio Parameiergleichungen des Kreises mit dem Radius 11 — CE 
(Bild 72) und dem Mittelpunkt auf der Abszissenachse in einer Entfernung 
c = OC vom Koordinatenanfangspunkt auf: 

sie lauten x — c — R cos <p 

und y — R sin <p J ), 

worin cp der als Parameter angenommene Zentriwinkel ist. 

Vergleicht man diese Gleichungen mit (3.13) und (3.14), so kommt man zu 
nachstehender Folgerung: nehmen wir an, daß 

c — ft s~ un( ) cp ss 2« ist, 

dann finden wir, daß x ~ a und y = r wird, d. h. die K oordinaten dos Punktes E 
des Kreises, der einem Zentriwinkel von 2a entspricht, drücken die Normal- 
und Schubspannung an einem Flüchenelement aus, das unter dem Winkel a 
zur a-Achse geneigt ist. Diese Konstruktion heißt der „Mohrsche Kreis' 1 , Zu 
seiner Ausführung muß man auf der Abszissenachse die Strecken üll — a r und 
OA — a y auftragen und auf der Strecke AB , als Durchmesser, einen Kreis 
schlagen. 

In Bild 72 sieht man, daß 

<X A BE ~ - ACE a ist, 


*) Sclmltoi man den Paramoter p aus, so erhalten wir tpe übliche Gleichung des Kreises 

(r — c)* + {/>= R\ 



Mohrachor Kreis — Reiner Schub 


83 


d. h, die Gerade EB gibt die Richtung desjenigen Flächenolements an, an dem 
die Spannungen a — OD und x == DE wirken. 


Die Lösung der umgekehrten Aufgabe, d. h. die Ermittlung der Haupt - 
Spannungen aus den bekannten Normal- und 
Schubspannungen, die senkrecht zueinander 
stehen, mit Hilfe des Molirschen Kreises wird in 
Kapitel 6.10 gezeigt. 
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3.00 Itolner Schub 

Sohr wichtig ist der Sondorfall (Bild 73) der unter Absatz A und B des Ka¬ 
pitels 3.03 untersuchten Aufgabe, wenn sich der Balkon unter der Einwirkung 
einer Zugbeanspruchung in einer Richtung und einer gleich großen Drnck- 
bennspruchung lotrecht .dazu befindet: 

O x — Oy “ Oq . 

Die Untersuchung der Spannungen an schrägen Flüchcnolemontcn kann auf 
Grund der Gleichungen (3.13) und (3.14) des Kapitels 3,03 erfolgen, dio geo¬ 
metrisch in Form des Mohrschen Kreises gedeutet werden können, wie wir dies 
im Kapitel 3.05 gesehen haben. 

In diesem Falle ist _, „ 

°V + G v _ n 

2 ~ U ’ 

und der Mittelpunkt des Mohrschen Kreises befindet sich im Koordinaten- 
nnfangspunkt (Bild 74). 

Die Gleichung _ _ nix o, ~ a y 

Ltmx til — ^ CTq 

erhält man bei einem Winkel 2« — 90°, was einem Neigungswinkel des Flüchen- 
olements« - 45° entspricht. An diesem Fläch onelomenl ist die Normalspnnnung 
ex =r ()J) == 0, wie dies aus der Konstruktion Bild 74 oder unmittelbar aus der 
Gleichung (3.13) zu ersehen ist. 

Wenn man also aus dem untersuchten Balken (Bild 73) mit Hilfe von vior 
solchen Flächonschnitten ein Element mit quadratischer Grundfläche ABED 
heraussc'hncidet, so steht es nur unter der Einwirkung von Schubkräften, die 

6 * 
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an seinen Seitenflächen angreifen. In einem solchen Falle sagt man, daß sich, 
das Element ABED im Zustande eines reinen Schubs befindet, da hier die 
Normalspannungen an den Seitenflächen des Elements entfernt sind und dio 
Seitenflächen keine Verlängerungen erfahren. Hieraus folgt allerdings nicht, daß 
im Element ABED nur Schubspannungen vorhanden sind. An seinen Haupt- 
flächen AE und BD wirken nur Normalspannungen a x ~ a 0 und cty ~ ~a Q . 
wie dies bei der Betrachtung des ganzen Balkens (Bild 73) offenbar wird. 



Bild U 



, Bild 75 


3.07 Gesetz von der Gegenseitigkeit der Schubspannungen 

A. In Kapitel 3.01, Punkt C, wurde das Gesetz dor Gegenseitigkeit der 
Schubspannungen abgeleitet. Wir wollen beweisen, daß es auch für den Fall 
des allgemeinen Spannungszustandes des Balkens Gültigkeit hat. 

1. Wir schneiden aus dem Balken (Bild 75) in einem beliebigen Punkt miL 
Hilfe von zwei Paaren paralleler Ebenen ein elementares Prisma mit den Ab¬ 
messungen dx und dy heraus, wobei die Abmessung senkrecht zur Zeichnungs- 
ebene gleich 1 sein soll. 

2. Wir entfernen alles mit Ausnahme des Prismas. 

3. Wir ersetzen die Wirkung der entfernten Teile auf das Prisma durch Kräfte, 
die im allgemeinsten Falle auf Normal- und Tangentialkräfte, dio an den Seiten¬ 
flächen wirken, zurückgeführt werden können. Wegen dor unendlich kloinon 
Abmessungen unseres Prismas können wir damit rechnen, daß die Normal- und 
Schubspannungen an den gegenüberliegenden Seitenflächen gleich sind. 

4. Wir stellen die Gleichgewichtsbedingung auf, indem wir das Moment aller 
an unserem Element angreifenden Kräfte in bezug auf irgendeinen Punkt, z. B. 
den Punkt A, gleich Null setzen. Wir erhalten dann die Gleichung 

Ma — Tg dx dy — Xy dy dx ~ 0, 

da alle Nprmalkrfifte paarweise der Größe nach gleich und der Richtung nach 
entgegengesetzt sind und zwei der Tangentialkräfte durch den Punkt A gehen. 
Alis dieser Gleichgewichtsgleichung folgt, daß 

Xy — x £ ist, 
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d. h. die von uns früher aufgezeigto Gleichheit der Schuhspannungen an zwei 
zueinander senkrecht stehenden Flächenelementen wird bestätigt. Aus den 
Gleichgewichtsbedingungen des Elements ist leicht festzustellcn, wie die Schub' 
Spannungen an den Seitenflächen des Prismas miteinander kombiniert werden 
können. Zu dem Zweeko wird dem Leser empfohler, sich die in Bild 76 dar¬ 
gestellten vier schematischen Skizzen über den Angriff von Schubspannungen 
an den Seitenflächen des Prismas anzusehen und auf Grund der Bedingung, 
daß das Moment aller Kräfte in bezug auf die Eckpunkte des Elements gleich 
Null sein muß, zu ermitteln, welche von ihnen offenbar nicht möglich sind. 

Danach können wir das Gesetz der Gegenseitigkeit der Schubspannungen 
endgültig formulieren: 

Die Schubspannungen an zwei senkrecht zueinander stehenden unendlich hieinen 
Flächenelementen sind untereinander der Größe nach gleich und entweder beide zur 
Schnittlinie der Flächenelemente hin oder beide von der Schnittlinie der Flächen- 
elemente weg gerichtet, 

Auf Grund des Gesetzes der Gegenseitigkeit der Schubspannungen kann man 
sehr leicht einige Fragen beantworten, die sich auf die Feststellung der Schub- 
spannungswerto beziehen. 

*7 n 7? r~~~ 

iü]c 

Bild 76 Bild 77 

Beispiel 10 

Es ist zu kläron, wie groß die Schubspannung in einem gezogenen Balkon an don Uußor« 
ston Flllchenolcmenton a und b eines zur Länio der Kraf(.Wirkung sonlcrocht siebenden 
Schnittes ist (Bild 77). 

Da die Schubspannung an der Seitenfläche des Balkons gleich Null ist, so wird «io auch 
an don äußersten Flächenclomonton eines zu der orwähnton Soitonflächo senkrecht slohondon 
Schnittes, auf Grund des Gesetzes der Gegenseitigkeit der Schubspannungon, so!bst bei 
ungleichmäßiger Verteilung der Zugspannungon an don Querschnitten des Balkons gleich 
Null sein. 

Boispiel II 

Wio groß ist die Schubspannung an don äußersten Fläohcnelcmenten tt und b olnos 
Querschnitts eines Balkons, der durch eino gloiclimäßige vortiknlo Lost belastet ist ? 
(Bild 78.) 

Da dio Schubspannung an der unteren freien Fläche des Balkens gleich Null ist, so wird 
auch die Schubspannung an dem äußersten Flächende ment b des zur orwähnton Fläche 
senkrecht stehenden Schnittes gleich Null Bein. Die gleiche Folgerung machen wir auch 
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in bezug auf das Flächenelement a, da die an der oberen Fläche des Balkens angreifende 
Belastung nur einen vertikalen Druck ausübt. 


Belastung 


Xz'Ty-Q^b 






Bild 78 


B. Es ist leicht nachzuweisen, daß beim Zug bzw. Druck in zwei Richtungen 
die gleiche Abhängigkeit zwischen der Schubspannung und dem Schubwinkel 
besteht, die wir im Falle eines einfachen Zuges bzw. Druckes im Kapitel 3.02 
gefunden haben. 

Betrachten wir zunächst den Zug in zwei Richtungen 1 Beim Zug eines Balkens 
längs der Achse x , d. h. bei einem Zug in nur einer Richtung, hat gemäß Ka¬ 
pitel 3.02 das Hookesche Gesetz und die Formel (3.11) 

Ti = Gy x 

Gültigkeit. 

Beim Zug desselben Balkens durch Kräfte, die längs der t/-Achse gerichtet 
sind, hat das Hookesche Gesetz ebenfalls Gültigkeit: 

t 2 = Gy 2 . 

Beim Zug in zwei Richtungen werden die Schubspannungen an ein und dem¬ 
selben Flächenelement algebraisch summiert: 

r = Ti + r 2 = G(y x -f y 2 ) = Gy. 

Im Ergebnis haben wir wieder eine direkte Proportionalität zwischen der 
Schubspannung und dem relativen Schub erhalten. Das Hookesche Gesetz für 
Schubspannungen beim Zug (Druck) in zwei Richtungen hat, wie dies aus der 
eben abgeleiteten Formel zu ersehen ist, die gleiche Form wie beim Zug in einer 
Richtung. Das Hookesche Gesetz für Normalspannungen hat, wie wir dies später 
(Kapitel 3.08) zeigen werden, eine verschiedene Form für diese beiden Fälle 
des Spannungszustandes. 


3.08 Zug bzw. Druck in drei Richtungen 

A. Der Fall, bei dem sich ein aus einem elastischen Körper in Form eines 
Parallelepipeds herausgeschnittenes Element unter der Einwirkung von Druck- 
und Zugspannungen in Richtung aller drei Achsen befindet, ist bei Berechnungen 
von Bauwerken nicht selten. Mit ihm hat man es in vielen Fällen der Praxis zu 
tun, so z. B. bei der Berechnung massiver Teile hydrotechnischer Bauwerke. 

In der Elastizitätstheorie wird bewiesen, daß man im allgemeinsten Falle eines 
räumlichen Spannungszustandes in jedem Punkt eines Körpers drei aufeinander 
senkrecht stehende Flächenelemente finden kann, an denen keine Schub¬ 
spannungen vorhanden sind. Diese Flächenelemente nennt man, wie auch beim 
ebenen Spannungszustand (Zug bzw\ Druck in zwei Richtungen), Hauptflächen- 
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elemente (Hauptebenen). Die Normalspannungen an diesen heißen Haupt¬ 
spannungen. Wir bezeichnen sie durch a lt cr 2 und <r 3 und nehmen zu ihrer näheren 
Definition an, daß 

o x > Og > O 3 ist. (3.21) 

Man kann beweisen, daß a x die größte aller Normalspannungen an den ver¬ 
schiedenen Flächenelementen (Ebenen), die durch einen gegebenen Punkt gehen, 
und die kleinste sein werden. Wenn wir mit drei Paar Ebenen, die zu den 
Hauptflächenelementen parallel gerichtet sind, ein unendlich kleines Parallel- 
epiped in der Nähe des gewählten Punktes herausschneiden, so wird sich dieses 
im Zustand des Zuges bzw. Druckes in drei Richtungen befinden (Bild 79). Somit 
können die verschiedensten Fälle eines räumlichen Spannungszustandes zu dem 



Fall eines Zuges bzw. Druckes in drei senkrecht zueinander stehenden Rich¬ 
tungen zurückgeführt werden. An den Seitenflächen eines so herausgeschnittenen 
Parallelepipeds gibt es keine Schubspannungen. An seinen schrägen Schnitten 
werden dagegen Schubspannungen vorhanden sein. Sie erreichen ihre größten 
und kleinsten Werte an Schnitten, die durch die Kanten des Parallelepipeds 
gehen und die von seinen Seitenflächen eingeschlossenen rechten Winkel halbieren 
(Bild 80a, b, c). Die Größen dieser Schubspannungen sind den'halben Differenzen 
der Hauptspannungen gleich, die nicht zu dem betrachteten schrägen Schnitt 
parallel verlaufen, wie dies das nachfolgende Schema zeigt, dessen Bezeichnungen 
dem Bild 80 entsprechen: 


Schnitt I r x — 
Schnitt II r 2 == 
Schnitt III r 3 — 


— Og 



2 

> 

£l 

— 



T 

> 


— 

a 1 - 


~2 

‘ 


(3.22) 


Es ist wichtig, nochmals darauf hinzuweisen, daß die Hauptspannung, die 
parallel zu dem betrachteten schrägen Schnitt gerichtet ist, den Wert der größten 
Schubspannung nicht beeinflußt, und letztere ergibt sich so, wie sie im Falle des 
Zuges bzw. Druckes in zwei Richtungen (siehe Formel [3.15]) ist, d. h. wie beim 
ebenen Spannungszustand. 
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B. Hier müssen wir noch eine Bemerkung über den ebenen Spannungszustand 
machen. Wenn beide Hauptspannungen dieses Zustandes das gleiche Vorzeichen 
haben, z. B. wenn 

Oi > Ö 2 > 0 

ist (die dritte Hauptspannung ist gemäß der Bedingung der Aufgabe cr 3 = 0), 
so werden die Schubspannungen gemäß dem Schema (3.22) wie folgt ausgedrückt: 

T i— 2 ’ — 2 ’ — 2 * (3.22 a) 

Die größte von ihnen wird offensichtlich t 2 sein, die am Schnitt II (Bild 80, b) 
wirkt. 

Wenn jedoch die Hauptspannungen beim ebenen Spannungszustand ver¬ 
schiedene Vorzeichen haben, z. B. 

o x >0; Oa < 0; <r 3 = 0 

ist, so bemerken wir, daß die größte Schubspannung 


°i “ °2 


sein wird, die am Schnitt III (Bild 80, c) wirkt. Hieraus folgern wir, daß die 
Formel (3.15) tatsächlich die größte Schubspannung im Falle des Zuges in einer 
und des Druckes in der anderen Richtung liefert. Wenn jedoch in beiden Rich¬ 
tungen Hauptspannungen mit gleichem Vorzeichen (z. B. Zug) vorhanden sind, 
so genügt es nicht zur Ermittlung der größten Schubspannung, nur dem Schema 
des ebenen Spannungszustandes zu folgen und lediglich Schnitte zu untersuchen, 
die senkrecht zur Ebene stehen, in welcher die Kräfte wirken. Wir hätten z. B. 
nicht recht, wenn wir sagen würden, daß es bei gleichem Druck in zwei Rich¬ 
tungen, 

ffi = o 2 < 0, (o , 3 = 0), 

keine Schubspannungen gäbe, und zwar mit der Begründung, daß gemäß der 
Formel (3.14) bei beliebigem Wert des Winkels a 

r — . . ?? gin 2a — 0 

z 

ist. Die größten Schubspannungen wirken hier in Ebenen, die unter 45° zur 
Ebene der Kräftewirkung geneigt sind: 



Diese Überlegungen werden wir noch weiterhin bei der Untersuchung einiger 
Festigkeitstheorien anwenden. 
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3.09 Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes 

A. Wir wollen die physikalische Seite der Aufgabe des Zuges in drei Rich¬ 
tungen untersuchen, was uns die Möglichkeit gibt, die allgemeine Formel für 
die Abhängigkeit zwischen, den Formänderungen und Spannungen im homogenen 
elastischen Körper abzuleiten. 

Den Zusammenhang zwischen den Spannungen und Verlängerungen im Falle 
des Zuges bzw. Druckes in drei Richtungen kann man feststellen, indem man 
einzeln den Einfluß jeder von den Spannungen a x , a v und er* auf die Verlängerung 
in irgendeiner Richtung untersucht und die Ergebnisse summiert (Bild 81). 


1. Ist o v = a z — 0, so ist 



Durch Addition erhalten wir die Summenwerte der Dehnungen in drei Rich¬ 
tungen : 

1 

1. e x = e' x + e" x -f f' x = - [o x - n{o u + or«)], 

2. e v = s'y + e' + e" = | [a v - p{o x + <r,)], (3.23) 

1 

3. e t = e\ -j- e" + C = j [o z —[i ( o x + o y )]. 

Die zweite und dritte Formel erhält man leicht aus der ersten, durch zyklische 
Vertauschung der Indizes 

x 

z +■ y- 

Die erhaltenen Gleichungen, die in bezug auf die Verlängerungen e und die 
Spannungen o linear sind, drücken die Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes 
aus. Sie liefern die allgemeine Abhängigkeit zwischen den Normalspannungen 
und Dehnungen an einem beliebigen Punkt eines homogenen und isotropen 
Körpers, mit gleichen elastischen Eigenschaften nach allen Richtungen. 

Aus den abgeleiteten Formeln kann das Hookesche Gesetz für einfachere Fälle 
abgeleitet werden. 
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Für den einfachen Zug in nur einer Richtung, z. B. in Richtung der x- Achse, 
muß = 0 und a x — 0 gesetzt werden. Es ergibt sich dann ' 

% = und (3.23a) 


Für den zweiachsigen Zug in Richtung von x und ij muß man cr s gleich Null 
setzen. In diesem Falle ergeben sioh aus der Verallgemeinerung des Hookeschen 
Gesetzes folgende Gleichungen: 


e* = $ (ff* v ), 

1 

*v = ^ (<r v -~pOx)i 

*--l (».+ «,>■ 


(3.23b) 


B. Wir erhalten die Volumonünderung für don allgemeinen Fall des Zugs in 
drei Richtungen, wenn wir die Differenz zwischen dem Volumon des Elements 
vor der Formänderung und dem Volumen nach der Formänderung nehmen. 
Das Volumen des Elements vor der Formänderung (Bild 81) ist: 

V — dx ■ dy • dz,. 

Die relative Dehnung längs der s-Aohse ist gleich e xt 
» »ii >> »» i* y-Achso „ „ Cy, 

>» »> >» »i »» 3-Achso „ ,, s x . 

Das Volumen wird nach der Formänderung: 

V + dV- dx( 1 + s x ) dy( 1 + e„) ds( 1 ~h ß t ); 

nach Auflösung der Klammern und Vernachlässigung der Glieder, die von zweiter 
und dritter Ordnung gegen Null gehen, erhalten wir: 

dV=V(e x -\-e v +e t ). 

Die relative Zunahme dos Volumens ist 




dV 

V 


= £*4* eyM*. 


(3.24) 


Setzt man hier die Ausdrücko der Dolmungon aus (3.23) ein, so finden wir 

1 

ßv = e* 4 % 4- ßt = ^ [(ff* + Op 4- Oz) (1-2 /*)]. 


Bezeichnet man 
so erhalten wir 


ff* + cf» 4 - ff* = & 
e _ir 2£ 9 

e "~ E 


(3.25) 


Die Gleichung (3.25) zeigt, daß im allgemeinen Fall die relative Zunahme des 
Volumens (Volumen deformation) proportional der Summe der drei Jlauptnormal- 
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mnungen ist. Die Gleichung (3.25) gibt das Hookesche Volumengesetz in der 
gemeinen Form an. Der Proportionalitätskoeffizient 


1: 


1-2fi _ 

E 


E 


2 u 


= E„ 


ßt Volumenelastizitätsmodul, und da in seinem Nenner ein Wert stellt, der 
iner als 1 ist, so ist der Volumenolastizitätsmodul zahlenmäßig größer als der 
ngenelastizitätsmodul: 


E 

1 — 2 n 


> E. 


i* Körper, bei denen ft = 0 {z. B. für Kork) ist, ergibt sich 

1 

mn anderen Grenzfall erhalten wir bei /« = -■; dann zeigt die Gleichung (3.25), 
3 1 

s 0 = 0 

. d. h. daß es bei beliebigen Werten a xi a v und a t > also bei beliebigem Wert 9 
no Volumen Verformung gibt. Dies bedeutet, daß wir es in diesem Grenzfall 
t einem nicht zusammen drückbaren festen Körper zu tun haben. 

1. Der Fall des zweiseitigen Zuges (Druckes) ist als spezieller Fall des eben 
tersuehten Volumenspannungszustandes anzusehen. Beim Zug in zwei Rich¬ 
tgen muß in den von uns abgeleiteten Formeln a t = 0 gesetzt werden. Die 
ativo Zunahme des Volumens wird in diesem Falle durch die Formel (3.25) 


1 - 2 ,g 

u E u 

(gedrückt, in der 

6 » a x -f a v 

, Der Volumonelastizitätsmodul bleibt derselbe wie auch für den Fall des 
ges in drei Richtungen: 

(3.26) 


E 


E 


v ~~ 1 — 2fi' 


mn der einfache Zug in einer Richtung in Frage kommt, so ist 
0 — a x ~ er; a v = <x x = 0 

J (3.25a) 

Jntersuchen wir noch den speziellen Fall, daß auf einen Körper ein allseitiger 
ichmößiger Druck p kg/cm 2 einwirkt. Einen derartigen Fall erhalten wir z.B., 
an wir den Körper in eine Flüssigkeit hinreichend tief unter ihre Oberfläche 
ngen, wo man den Druck auf den oberen und unteren Teil des Körpers als 
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genähert gleich anaehen kann. Dies ist der Fall der allseitigen Zusammen- 
ickung oder des hydrostatischen Drucks. Offensichtlich ist dann 


0 x —a v ~cr B — p und 0 — 3 p. 


s (3.25) erhalten wir 


e v 


3(1-2 ft) 

E P 


(3.25b) 


0 Praktische Berechnungen auf Schub — Nietverbindungen 

Oben wurde gezeigt, daß in einem Balken, sowohl beim einfachen Zug bzw. 
uck als auch bei der komplizierteren Erscheinung des Zugs bzw. Drucks in zwei 
chtungen, beide Spannungsnrten, Normal- und Schubspannungen, vorhanden 
d. Letztere treten an Schnitten auf, die zur Aoli'se des Balkens geneigt sind. 
Studiert man ferner die Biegung, dio Drohung und kompliziertere Arten eines 
annungszustandos des Balkens, so werden wir sehen, daß Normal- und Sohub- 
mnungen im allgemeinen immer einander begleiten. Hierbei taucht die Frage 
f, welche von diesen Spannungen oder welche Kombination derselben als 
itorium der Balkonfostigkoit anzusehen ist, d. h. durch welche bei der Zu- 
hmo der Belastung der Anfang der Zerstörung oder die Erreichung der Fließ- 
mzo, die als Grenze des haltbaren Widerstandes plastischer Werkstoffe an- 
jehen wird, bedingt ist. Dieso Frage erweist sich als sehr verwickelt und bildet 
ti Gegenstand der sogenannten Fostigkoitstheorie. Mit der Zeit brachte die 
jchichtlicho Entwicklung cino Reihe von Festigkeitstheorion, deren neueste 
n experimentellen Ergebnissen genügend genau entsprechen (siehe Teil fl), 
e Untersuchung zoigt, daß man bei einer Anzahl von Füllen der praktischen 
rochnung sich mit der Ermittlung der größten Normalspannung im Balken 
gnügen kann und auf Grund der Größe diesor Spannung über dio Festigkeit 
toilen kann. Diesor Art sind z. B. dio oben (Kapitel 2.11) aufgoführten ein- 
ihsten Berechnungen auf Zug bzw. Druck, bei denen die Schubspannungen 

rhültnismüßig gering bleiben ^r ma * » — . 

Es kommen jodoch auch FUllo vor, bei denen sich die Schubspannungen als 
lr groß erweisen und dio Zerstörung letzten Endes in Form eines Sclufbes 
i* Balkentoile, d, h. einer gegenseitigen Verschiebung derselben in der Ebene 
tos gewissen Schnittes, vor sich geht, ln der Praxis wird die Berechnung in 
isen Füllen unter Zugrundelegung der größten gegenseitigen Schubspannung 
rohgoführt. Ähnlicho Berechnungen kommen in der Hauptsache für vor- 
liodonarligo Verbindungsolemento in Frage, dio der gegenseitigen Befestigung 
n Balkon oder Stttben von Ingeniourkonstruktionen sowie auch von Maschinel¬ 
len dionen (Niote, Bolzen, Sohweißn&hte, Keile, Korben usw.). 

Vom theoretischen Gesichtspunkt aus sind dieso Berechnungen als sehr grob 
d unvollkommen anzusehon, da sie sich auf eine Reihe angenühorter An- 
hmen stützen. Zur Zahl derartiger Annahmen gehört in vorderster Reiho dio 
iraussetzung über die gloiohmüßigo Vertoilung der Schubspannungen an der 
olle, an der sich das Verbindungselement befindet.. Nichtsdestoweniger zeigt 
> violjührige Lobqnsdauor verschiedener Bauwerke (z. B. der genieteten Stahl- 
nstruktionon), daß eine solche Berechnung, abgesehen von ihrem bedingten 
arakter, voll und ganz die Haltbarkeit von Konstruktionen, bei entsprechender 
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Wahl der zulässigen Spannungen, gewährleistet. Durch diesen Umstand, in Ver¬ 
bindung mit der außerordentlichen Einfachheit angenäherter Berechnungen, ist 
ihre weite Verbreitung in der Praxis bedingt. 

Die Größe der zulässigen Schubspannung r mX setzt man für solche Berech¬ 
nungen fest, wenn man unmittelbar von den Versuchen „auf Abscheren“ (für 
Metalle) oder „auf Spalten“ (für Holz) außgeht. Auf dem Versuchswege wird die 
zur Zerstörung führende Schubspannung festgestellt und eine entsprechende 
Sicherheit gewählt. 

B. Die Niete dienen zur Verbindung der Elemente von Stahlkonstruktionen. 
Die Nietlöcher werden in die zu verbindenden Teile gebohrt und bei weniger 
bedeutungsvollen Konstruktionen auch gestanzt. Im letzteren Falle werden die' 
zulässigen Nietspannungen heruntergosetzt. In allen Fällen wird der Lochduroh¬ 
messer um 0,5 bis 1,0 mm größer als der Schaftdurchmesser deß Rohnietes hor- 
gestellt. Der Niet, der an einem Ende einen Setzkopf 
hat, wird bis zur Hellrotglut 1 ) erhitzt und in das vor- 
beroiteto Loch oingesetzt. Der Kopf wird durch den 
Sotzkopfhalter gestützt, und aus dem auf der anderen 
Seite horausragendon Schäftende wird durch Schlägq eines 
pneumatischen Niothammors oder durch Druck einer'Niet- 
maschino der Schließkopf goformt (Bild 82). Unter der 
Einwirkung der Schläge oder dos Druckes wird der Schaft 
gostaucht, füllt das Loch dicht aus und zieht nach dem Er¬ 
kalten die zu verbindenden Teile stark zusammen. Auf diese 
Weise ist als Bereclmungsdurohmosser des Niets der Durch¬ 
messer dos vorberoitoton Loohes anzusehen. In Nietver¬ 
bindungen werden die Reibungskräfte, die an der Berührungs¬ 
fläche der durch die Niete dicht zusammengedrückten Bleohe entstehen, bei der 
Berechnung nicht berücksichtigt, und es wird angenommen, daß nur der Wider¬ 
stand der Nioto auf Abscheren ein gegenseitiges Gleiten der Bleche verhindert 3 ). 

Auf Bild 83, aundb ist eine Verbindung zweier Flacheisen durch Überlappung 
dargestollt, Dio Kräfte N sind bestrebt, jeden Niet in der Schnittoberie a—b ab- 
zuscheron und rufen eine Preasung (Leibungsdruck) zwisohen halbzyünder- 
förmigor Lochwandung und Nietsohaft hervor. 

Dio Vorbindung von Stahlbauelomonton wird immer durch mindestens zwei 
Nioto bewerkstelligt. In den Berechnungen nimmt man an, daß die von der 
Verbindung zu übertragende Kraft sich zu gleichen Teilen (boi gleichen Duron- 
messorn) auf dio Niete verteilt. Bei einer solchen Annahme wird die bereohnete 

Teilkraft, dio auf einen Niet entfällt, gleich — sein, worin m die Anzahl der 
Vorhindungsniote ist 3 ). 



OB 33V 


SütikopfMter 
Bild 82 


») Nlele von gorlngem Durclimosscr (bis 12 mm) werden meist kalt olng«et*U 

*) Dleso Annahme entspricht clor tatsächlichen Arbeit der Verbindung ln dem Talle, daO dio Kraft 

plastische Stadium Über, hoi dem d o vom Niet ^ er . tr S®^ der 

dor Kraft verteilt sich auf d e l br gen Niete. Im Augenblick der Zerstörung, aer acr i^rrcici u»« « 

FJloßgrenzo In allen Nieten entspricht, gleichen sich dio Kräfte in ihnen aus (vgl. oben Punkt B, 
Kapitol 2.11). 
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Das Gesetz der Verteilung der Schubspannungen beim Abscheren am Schnitt 
—b deB NiotB ist recht kompliziert. In der Praxis nimmt man angenähert eine 
leichmäßige Verteilung der Spannungen an. Hierdurch vereinfacht sich die 
lerechnung stark, und die Festigkeitsbedingung des Niets auf Abscheren nimmt 
ine Form an, die der Borochnungsformel (2.18) auf Zug ähnlich ist: 

- N ^ 

r ~~~ 7td*** X0 «*' (3.27) 


/orin. r« snl die zulässige Abschorspannung ist. 

Die größte Druckspannung (Leibungsspannung) an der zylindrischen Fläche 
los Nietschafts muß sich offenbar im Punkt C des Niotquorschnitts ergeben 
Bild 83,b). Don Wert der größten Spannung kann man mit genügend großer 
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Genauigkeit ormittoln, wenn man eine gleichmäßige Vortoilung der Spannungen 
in dor diametralen Ebene Icmnl dos Niets annimmt (Bild 83,c). 

jV 

Auf diese Woiso nimmt man bedingt als die die Druckkraft — aufnolunondo 

m 

Fläche die Flüche des Bcclitecks hmnl gleich U • <$*) an. Die Festigkeilsbedingung 
des Niets auf Lochlcibungsdruch nimmt die Form 


N 


(3.28) 


an, worin a iwl dio zulässige Lochleibungsspanming ist. Bei ungleicher Stärke <5 
der zu vernietenden Teile muß man natürlich die geringem Stärke in die Be¬ 
rechnung oinführon. 

Aus den Bedingungen (3.27) und (3.28) ist ns leicht, dio Formeln zur Ermittlung 
der erforderlichen Anzahl der Niole für dio Verbindung zu erhalten. Gemäß der 
Festigkoitsbodingung beim Abucheren ist 


m 'Si 


N 

71 d z 

~4 * Tfl *"t * 


(3.29) 


•) 4 um. d. (lettischen Deduktion: Nach den deutschen Bestlmmungon Ober dio Verwendung von 
Zeichen hoi 1-eHtlgkoUnbcrcchminucn setzt mim für die Blcchslürken t an Stelle von ä. 
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und auf Grund der Festigkeitsbedingung beim Lochleibungsdruck ist 

N 


döo. 


(3.30) 


N 


a) 






q. o 




N 




^7 ^ 


b) 

Blech 


(EE0 



Lasche 


~F 


£ 


N 

2 



Blech 


■N 


Bild 84 


Die Nenner der Formeln (3.29) und (3.30) drücken die auf einen Niet ent¬ 
fallende zulößsigo Kraft aus. Die Niete der auf Bild 83 dargestellten Verbindung 
erleiden Schorspannungen an einem Querschnitt und heißen daher einschnittigc 
Niete. Eino Verbindung durch Überlappung hat den Nachteil, daß die durch 
die Vorbindung zu übertragenden Kräfte N ein Kräftepaar bilden, so daß die 
Verbindung oino zusätzliche Biegung erleidet und das Bestreben hat, sich zu 
krümmen. Zweckmäßiger ist der Stumpfstoß der Bleche mit Laschen (Bild 84, a), 
bei dem jeder Niet Scherspannungen in zwei Querschnitten erleidet. Solche Niete 
hoißon Ziveischniltige. 

Zur Ermittlung der erforderlichen Anzahl zweischnittiger Niete für die Ver¬ 
bindung muß man in der Formel (3.29) den Nenner verdoppeln, da ein zwei¬ 
schnittiger Niet eine doppelt so große Scherkraft aufnelimon kann. Bei der Be¬ 
rechnung auf Lochleibungsdruck behält die Formel (3.30) ihre Gültigkeit, in 
die man die Stärke <3 des (gestoßenen) Mittelbleches einsetzen muß. 

N 

Dio Kraft in jeder Lasche an der Stelle der Stoßfuge ist — . Hieraus geht 

2t 

klar hervor, daß die Slärke der Lasche nicht geringer als 6/2 sein darf, da andern¬ 
falls die Haltbarkeit des Stoßes auf Zug nicht gewährleistet ist. Die Stärke der 
Lascho wird jedoch meist praktisch ein wenig größer als die halbe Stärke des 
Mittelblechos gewählt, und daher wird die Lochleibungsspannung im (gestoßenen) 
Mittelblech größer als in den Laschen sein. 

In Bild 84, b ist das Arbeitssohema eines Stoßes mit Laschen dargestellt, aus 
dem zu ersehen ist, daß die Nietgruppo links vom Stoß die gesamte Kraft N 
vom linken Blech auf die Laschen überträgt, die das Blech im Stoß ersetzen. Die 
Nietgruppe rechts vom Stoß überträgt dio gleiche Kraft N von den Laschen auf 
das rechte Bloch. Die nach der Berechnung erforderliche Nietanzahl muß folg¬ 
lich auf jeder Seite des Stoßes angeordnet werden. 

Bei der Berechnung der Nietverbindungen muß zunächst der Durchmesser der 
Niete in Abhängigkeit von don Abmessungen und der Blechdicke der zu ver¬ 
nietenden Teile gewählt werden. Hierbei ist man bemüht, in der ganzen Kon¬ 
struktion Niete vom gleichen Durchmesser oder im äußersten Falle von nicht 
mehr als zwei verschiedenen Durchmessern anzuwenden. Die Nietdurchmesser 
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lind in dor UdSSR genormt 1 ). In leiobten Konstruktionen verwendet man Niete 
nit Durohmesaern von 14 und 17 mm, in mitfcelschweren Konstruktionen von 20 
ind 23 mm und in sehr schweren Konstruktionen von 26 und 29 mm 2 ). 

Bei der Verteilung der Niete an der Verbindungsstelle muß man folgende mini- 
nalen Abstande s ) zwischen den Nietrißliniep und von dor Nietrißlinie bis zum 
ßlechrande, die in Vielfachen von Nietdurohmossern angegeben worden, beachten: 

i. der Abstand zwischen den Nietaohson (die Niotteilung) 4 ) bei einer nicht ver¬ 
setzten Anordnung dor Niete ist e ^ 3 d (Bild 85); 
l. der Abstand von dor Achse des Uußerston Niots bis zum Bleohrande in Kraft- 
riohtung ist >. 2 d (Bild 85 und 86); 



Bild 85 Bild 80 


1. doagloiohon sonkrecht zur Kraftrichtung ist c a 2* 1,5 d (Bild 85 und 86); 
i. bei voraotztor Anordnung dor Nioto wird der kloinsto Abstand d zwischen den 
Aohson bonachbartor lotrechter Reihen gemäß der Bedingung fostgelegt, daß 
die Nottoflächo des Zickzacklinionsohnittes (Bild 80) nicht kleiner sein darf 
als die Nottoflächo desduroh oino lotreohte Niotroiho geführten Querschnittes, 

Die angogobonen minimalen Abstände gewährleisten oino entsprechende 
Sicherheit gegen oino Zerstörung dor Verbindung infolge oinor Abscherung der 
31ooho durch dio Niete (z. B. infolge oinor Aussohorung oinos Streifens durch 
len äußersten Niet in don Ebenen p—n und r—m auf Bild 83* b), wenn dio 
sulässigo Loohloibungsspannung beachtet ist. 

Für dio Herstellung von Nioten verwendet man gewöhnlich Or. 2 8 ), dor eine 
|roße Plastizität bositzt. 


>) /inm. </. deutschen Redaktion: In Deutschland sind die Niete gleichfalls genormt. Es gölten die 
‘'formen »IN 1 JM, »I. 1 — 4 , DIN 302 und DIN SOS. Die DurchmessoratafTcliing Ist d « 11 , 17 , 13 , 21 , 
13 , 26 , 28 , 81 und 37 nun, tlnr.ii die Großen 15 , 10 und 34 mm. 

*) Iller sind die Docluluroliniosscr angegeben, die man der Kurze wogen Nlotdurchmosser nennt. 
OorNlotschnft hnt vor »einem Einsetzen ari Ort und Stolle, wlo obon erwähnt, einen etwa» geringeren 
,)urelimc 8 ser, 

•) 4 nm, d, deutschen Redaktion: In DculschJanri gelten (llo NIolnbBtfinde nach DIN 008 , Bl. 1 bl» 3 , 
itiul »TN 000 , Fll. 1 uml 2 . Bel dem Wort e werden ln Deutschland Unterschiede zwischen Hochbau 
;c w 8 d) und Brtickcnbnu fc ** 8 ,ß • d) gemacht. 

*) Aiun, tl. deutschen Reduktion: Nloltellunq. Das MnO c gilt In Krattrlchtimg und quer dazu. 

*j /inm. d. deutschen Redaktion: In Deutschland Niete meist aus St. 34.13 uml St. 44 . 

•) /inm. d, deutschen Redaktion: c nneh deutschen Bestimmungen. 
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Die zulässigen Spannungen auf Abscheren und Lochleibungsdruck der Niete 
werden in Abhängigkeit von ,der Herstellungsart der Nietlöcher festgelegt. 
Außerdem hängt die zulässige Lochleibungsspannung auch vom Material der 
Konstruktion ab. In Tafel 9 sind die zulässigen Spannungen für Nietverbin¬ 
dungen gemäß den Berechnungsnormen für Stahlkonstruktionen vom Jahre 1946 
aufgeführt (in kg/cm 2 ). Bei solchen Verhältnissen von r flzul und ov zu! erweist 
sich eine Berechnung von ein schnittigen Nieten auf Loohleibung fast immer als 
unnötig. 

Der zweischnittige Niet kann die doppelte Scherbeanspruchung übertragen, 
und daher ist die Berechnung der zweischnittigen Nieten auf Loohleibungsdruck 
erforderlich. 

Tafel 9 

Zulässige Spannungen für Nietverbindungen 


Material der Konstruktion 


Herstellungsart der Löcher 


Spannungsart 


Ct, Oc. u. Ct. 


Bohren 

Stanzen 


^azul 
a l zul 
r azul 
a l zul 


1400 

2800 

1000 

2400 


2 Ct. 3 


1400 

3200 

1000 

2800 


Tafel O nach deutschen amtlichen Vorschriften (Stahl im Hochbau): 
Zulüssigo Spannungen ln kg/cm * 


Herstellungsart 
der Löcher 



Werkstoff der 

Konstruktion 


Spnnmmgsnrt 

St 00.12 

Handels- 

bausluhl 

Sl 37.12 

St 52 

Bohren 


| 1200 

1400 

1400 

2100 

Bohren 

at zul 

! 2400 

2800 i 

2800 

4200 


‘) /tnm, (I. deutschen liedaktton: Dio Spannungen slml für den BelastungsfnU 1 angegeben. Werkstoff 
der Nloto: St 44 für Konstruktionsgjicder aus St 52; in (len anderen Fällen St 34.13. 


Beispiel 12 

Dio Strebe eines Fachworks erleidet oine Zugbeanspruchung von iV = 29 t (Bild 87}. 
Es ist der Querschnitt der Slrcbe aus zwei gleichschenkligen Winkeln zu wühlen und die 
erforderliche Anzahl Niete, Durchmesser d — 23 mm, für die Verbindung der Strebe 
mit dem Knotenblech, das oine Dicke von d —1,2 cm hat, Zu ermitteln. Das Material 
ist Ct 2, dio NiotlÖchcr worden gebohrt. 


Die erforderliche QucrschnitlsfUichc der Strebe genuiß der Fesligkeitsbedingung auf 
Zug 18 t 

" - 29000 - 


er*/ul 1400 


20,7 cm a . 


Der Querschnitt ist durch zwei NiotlÖchcr geschwächt. Nimmt man die zunächst unbekannte 
Schonkeldicko der Winkel zu 0,8 cm an, so finden wir den Bruttoquerschnitt 


^brutto “ J'nolto 


+ = 20,7 -1- 2 * 2,3 • 0,8 « 24,4 cm 3 . 


7 Füoncnko I 
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7ir benutzen die ProfiUafol und wählen den Querschnitt aus zwei gleichschenkligen 
Winkeln L 80.80.8. 

Dio Quorsclmitteflücho ist 

■^brutto 5=3 "12|3'2 — 24,6 cm*, 
iü recht genau der erforderlichen entspricht. 

Gemäß den Bedingungen für dio Anordnung dor Niete muß dio freio Schcnkolbroito dos 
i^inkols b ~ (5 t ^ 3d sein, worin d der Durchmcssor des Niets ist. Der gewählte Quor- 
ihnitt entspricht diosor Bedingung. 


Ferner Buchen wir dio erforderliche Anzahl dor Nioto nach den Formeln (3.29} und 
1.80). Gemäß dor Fostigkoitsbcdingung auf Abschoron (dio Nioto sind zweischnittig) muß 


m ^ 


29000 


3,14 « 2,3* 
4 


1400 


2,5 Bein. 


Gemäß dor Festigkoitsbodingung auf Lochloibungsdruck muß 


m ä 


29000 


2,3 • 1,2 ■ 2800 


« 3,8 sein. 


Wir wählen also vier Nioto. 


Entscheidend ist im vorliegenden 
ereclmung nur auf AbRcliercti mit 
Jng auf Lochleibvmgsdruck ist in dio 



Falle dor Lochloibungsdruck, da man sich nnch dor 
drei Niolon hätto begnügen können, In dor Borcch- 
Formel (3.30) dio Dicke dos ICnolonblochs S <=» 1,2 cm 
oingosolzt worden, da dio Summe dor Diclco dor zwoi 
Winlcelschonkol dos Winkeloiaons 2 <5^ 1,0 cm beträgt 
und damit folglich dio Lochloibungsspannung im 
Bloch größer oIb in den Winkolcison ist. 

In Bild 87 ist dio Übertragung dor Kraft von 
der Strobo auf das Knotenblech mittols dor Nioto 
graphisch dnrgOBtcllt. Jeder Niet überträgt dio 
Kraft NI 4. Dor golährdolo Querschnitt dor Strobo 
wird offenbar dor Schnitt A—B Bein, der durch dio 
Achso dos ersten Niots geht. Dio Sehnitlo, dio durch 
dio Achsen dor übrigen Nioto geführt sind, erleiden 
bei gleicher Qucrschniltsflächo nur oino geringem 
Zugkraft, wie dies aus dor graphisohen Darstellung 
zu ersehen ist, Dio graphische Darstellung illustriert 
dos Borechnungssohcmn dor Verbindung und ist als 
ebenso hodingl richtig anzusohon, wio dio Berech¬ 
nung selbst. 

Beispiel 13 

Zu borochnon ist dor Zugstoß eines Bloches von 
der Breite 24 om und dor Dickol,4 cm mit Doppol- 
■schon (Bild 88, a und b) unter Zugrundelegung dor größton Kraft, dio durch den Stoß 
jertrngon wordon kann. Das Maiorial ist Cr. Oo, der Durchmesser der Nioto d =» 20 nun, 
o Löcher sind gestanzt. Indem wir oino nicht Ycrsotzto Anordnung dor Nioto annoluncn, er- 
iltoln wir zunächst dio Arbeitsfläche dos Blcchquorsohnitls. Boi oiner Breite desselben von 
om kann man in oiner lotrechten Iloilio drei Nioto untorhringen, wenn man dio minimalen 


TT graphische Darstellung 
1 der Kräfteübcrtragung 



Bild 81 
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Abstände zwischen den Niotrißlinien, auf die im Punkt B hingowiesen wurde, beaohtet. I 
Querschnitt wird durch drei Löcher geschwächt j 

F nMo « 24 • 1,4 - 2 • 1,4 • 3 = 25,2 cm 2 . 

Die zulässige Zugkraft ist 

JV = 25,2 • 1400 — 35300 kg. 


Die erforderliche Anzahl der auf Abscheren beanspruchten Niete (die Nieto sind zW' 
schnittig) ist 

. 35300 

m - 7T-n —ss- = 5,0 


3,14 -2* 


1000 


und auf Loohleibungsspannung beansprucht 

35300 


m 


2 • 1,4 • 2400 


5,3. 


Wir wählen sechs Niote auf jeder Seite des Stoßes und ordnen sic in zwei lotrecht« 
Reihon an. Die Abstände zwischen den Nietrißlinion Bind auf Bild 88, a in Miliimctci 
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angegeben. Die Kraftübertragung ist auf Bild 88, c graphisch (largestellt. Aus der Dai 
Stellung ist zu ersehen, daß zwischen den dem Stoß nächslliogcnden Niotroihon die Krtt 
in den Blechen gleich Null ist und die Zugkraft N völlig von den Laschen aufgonommc 
wird (siehe das Arboilsschcma dos Stoßes auf Bild 84, b). 

Beispiel 14 

Es ist dio Anzahl der Nieto vom Durchmesser d — 23 mm am Stoß zweier gloidtschonl« 
liger Winkelstähle 1 100.100.10 zu ermitteln, der durch einen gleichen Winkelstahl über 
lascht ist (Bild 89). Das Material ist Cr. 3. Die Löcher sind gebohrt. Wir ordnen die Niet 
in den beiden Winkelschenkeln versetzt an. Wenn dio Nietteilung in jedem Schenkel ge 
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100 


Weitere Zug- und Dmchunlersuchungen im elastischen Bereich, Schub 


nügend groß (etwa 8 d ) angenommen wird, so braucht man die Schwächung des Winkels 
durch nur einen Niet zu berücksichtigen 1 ). Dann wird die Arbeitsfläche des Querschnitts 


/'’neiio ~ 19,2 — 2,3 • 1,0 *= 16,9 cm 2 sein. 

Die zulässige Kraft im Stoß ist 

N = 16,9.1600 = 27000 kg. 

Die Kiele sind oinschnillig. Ihre erforderliche Zahl (auf jeder Seile des Stoßes) er¬ 
mitteln wir noch der Formel (3.29): 

27000 


m 


3,14 • 2,3® 


- 4,7. 


1400 


Wir wählen fünf Niolo. 

lis ist nicht schwor, sich davon zu überzeugen, daß die Berechnung auf Quetschung 
((.ochleibungsilruck) sich als unnötig erweist, Die Vortoilung der NicLo ist auf Bild 89 

g0ZCigL MTH 

10 




3.11 Berechnung von geschweißten Verbindungen 

A. Zur Verbindung von Konsimildionsloilen aus Stahl wird außer den Nioton 
weitgehend die Lichtbogen sc hwoißung angowendot, die im Jahro 1890 von dom 
russischen Ingenieur Stuwjuiww erfunden wurde. 

Boi der Elektroschweißung wird ein Leilungsdraht von der Slarlcstromqucllo 
mit dem zu verschweißenden Einzrtelemont verbunden, und der andere Loitungs- 
dreht endet an einem Halter mit der in ihn eiogosetzlon Elektrode in Form eines 
dünnen Stnblslabos. Beim AnnÜhcrn des Eloklrodenondos an den Stoß entsteht 
zwischen ihnen ein Lichtbogen, das Endo der Elektrode schmilz), und bildet bei 
allmählicher Verschiebung längs des Stoßes eine Schweißnaht. Infolge der starken 
örtlichen Erhitzung um Stoß schmilzt die Stuhlkante der zu verbindenden Teile 
und schmilzt mit dem von der Elektrode alltropfender Stuhl zusammen, wo¬ 
durch oino foßte Verbindung entsteht. 

Die Schweißverbindungen weisen gegenüber den Nietverbindungen wesent¬ 
liche Vorteile auf, und zwar: 

1, Ersparnis an Stahl (und somit auch Gewicht Verringerung der Konstruk¬ 
tionen), da infolge des Fehlens einer Querschnitlssohwüchung durcli Niot- 
löchor geringere) Abmessungen der Laschen und anderer Sloßteilo gewühlt 
worden können. 

2, Vereinfachung und wesentlich geringere Ilerstellungssohwierigkoiten. 

3, Leichte Anpassungsfähigkeit an eine beliebige Vcrbindungsurt. 


') Bei einer oiiKoren Anonlmtn« der Niete muß man die Winkel ntif Zerreißen In einem In einer 
ZicU/neklltiic «erulirleit SelmlU ülieriirüfen. In diesem Mille nlrd eine /ttsld/llelic Xeliwlielmn« des 
Winkels Jii'rüeUslehliftl. KinzeDieUeii einer solche» Berechnung werden in den J.clirödntfen für 
Brücken- und SlnldhonslrnklIonen mwtu'livn. 
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Zu den Nachteilen der Schweißverbindungen gehören die Vorspannungen 
(Schrurapfspannungen) als Ergebnis einer sehr starken örtlichen Erhitzung und 
auch die sehr große Abhängigkeit der Festigkeit von der Güte der Schweißung, 
deren Überprüfung ziemlich schwierig ist. Außerdem weisen Schweißnähte vor 
der Zerstörung geringere plastische Verformungen auf als Niete, so daß sich die 
Schweißverbindungen bei wechselnder Belastung weniger günstig verhalten. 
Die Vervollkommnungen des Schweißprozesses (z. B. die Anwendung der auto¬ 
matischen Schweißung u. a.) führen jedoch zur Erweiterung des Anwendungs¬ 
gebietes der Schweißung, die in vielen Fällen die Nietverbindungen bereits ver¬ 
drängtbat. Etwa 80% allor Stahlkonstruktionen sollen in der UdSSR am Schluß 
des ersten Stalinschen Nachkriegs-Fünfjahrplans als Schweißkonstruktionen aus¬ 
geführt werden. 

Am meisten angewandt werden folgende Grundformen von Schweißverbin¬ 
dungen. ^ Stumpfstoßverbindung, 

2. Kehlnahtverbindung und 

3. Verbindung durch Kehlnähte in Schlitzen (Schlitznähte). 

Die Stumpfsloßverbindung wird angewendet, wenn dio zu verbindenden Bleche 
in einer Ebene liegen. Die Stumpfnaht füllt den Spalt zwischen den Stirn* 


*) 

b) 

o) 


1 SEZZt 


H'l: ' "i 
- 1 


Bild 90 



flächen. Boi einer Blechdicke <5 ^ 8 mm worden die Blechkanten nicht bearbeitet 
(Bild 90, a). Bei <5 == 8***20mm werden die Kanten abgeschrägt, und die Vor¬ 
schweißungwird von einer Seite ausgeführt (V-Naht, Bild 90, b). Bei d > 20 mm 
werden dio Kanten an beiden Seiten abgesohrügt (X-Naht, Bild 90, c). Dio 
Stumpfnähte arbeiten und werden berechnet wie die entsprechenden Sohnitte 
des ganzen Bleches. Dio Berechnungsdicke der Naht wird gleich der Dicke 5 
des Blechs angenommen, wobei die Wölbung der Schweißraupe nicht berück¬ 
sichtigt wird. 

Verbindungen mit Ililfe von Kehlnählen worden ausgeführt, wenn dio zu ver¬ 
bindenden Blecho parallel oder senkrecht zueinander verlaufen. Hierher ge¬ 
hören Verbindungen durch Überlappung , die Laschen- und die J-Verbindungen. 
Wenn die Kehlnabt senkrecht zur Kraftwirkung gerichtet ist, so wird sie Stirn- 
hehlnahl genannt. Parallel zur Kraft gerichtete Nähte tragen die Bezeichnung 
Flankenkehlnähte. Es kommen auch schräge Nähte zur Anwendung, die unter 
einem Winkel zur Kraft verlaufen. 

Auf Bild 91 ist eine Blechverbindung durch Überlappung mittels Stirnkohl¬ 
nähten, auf Bild 92 eine Verbindung mit Laschen, die durch Flankenkehlnähte 
angeschweißt sind, und auf Bild 93 eine T-Verbindung, die hauptsächlich zur 
Herstellung von geschweißten I-Trägern angewandt wird, gezeigt. 
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I 

Die Wölbung der Naht wird in die Berechnung nicht eingeführt. Im Schnitt 
hat die Kehlnaht ohne Wölbung die Form eines gleichschenkligen Dreiecks. Als 
Berechnungsdicke der Kehlnaht nimmt man die Länge m der auf die Hypotenuse 
gefällten Höhe an (Bild 94, a), demnach 

m l ) — h cos 45° 0,7 h, 

worin h die volle Höhe der Naht, d. h. die Länge der Kathete des Dreieoks ist. 
Dies ist durch Versuche begründet, die gezeigt haben, daß die Zerstörung der 



Bild 92 ■ Bild 93 

Kehlnühto hauptsächlich in der Ebene ABCD (Bild 94, b) auftritt. Die Be- 
rochnungsfläche des Nahtquerschnitts wird daher F = ml = 0,7 hl, worin l die 
Berechnungslängo der Naht ist. 

Dio Schlitznähte befinden sioh in einem schmalen Schlitz eines der aufeinandor- 
gelegten Bleche. Der Schlitz wird parallel zur Kraftwirkung angeordnot. Auf 
dem Bild 95 ist der Anschluß eines C-Eisens mit einem Knotenblech durch 
Flankenkoblnühto und Sohlitznähto gezeigt. Dio Boreohnungsfläche der Schlitz¬ 
naht ist F b M, worin d die untere Breite des Sohlitzes ist (Bild 95, b). 



Bild 94 Bild 95 


In allen Fällen wird die Berechnungslänge der Naht um 1 cm kürzer als dio 
tatsächliche Länge angenommen, da am Anfang und am Ende der Naht ihre 
Festigkeit sich als unzureichend erwiesen hat (Kraterbildung infolge der Zündung 
und Löschung dos Lichtbogens) 2 ). 

») Anw. d. deutschen Redaktion; Noch den deutschen Vorschriften wird für „m“ dio Bezeichnung „a" 
verwendet. 

') 4nw. d. deutschen Redaktion: Sogenannte „Endkrater". 
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Die Zerstörung der Stirnkehlnähte trögt den Charakter, der einem spröden 
Werkstoff eigen ist: Die plastischen Verformungen vor der Zerstörung sind gering. 
Daher werden Stirnkehlnähte in der Hegel in Konstruktionen in der Kombination 
mit Flankenkehlnähten, deren Zerstörung mit wesentlichen plastischen Ver¬ 
formungen vor sich geht, angewandt, oder sie werden durch schräge Nähte 
ersetzt. 

Sämtliche Kehlnähte werden unabhängig von ihrer Richtung zur Kraft auf 
Abs’cheren berechnet. 

Die zulässigen Spannungen für Schweißnähte werden von der Art und Qualität 
der angewandten Elektroden bestimmt. Zum Schutz des absohmelzenden 
Elektrodenmotalls vor Oxydation und Verbrennung wertvoller Zusätze, die 
Kohlenstoffstählen beim metallurgischen Prozeß der Stahlverhüttung beigegeben 
werden, Bind die Elektroden mit einer besonderen Hülle umgeben. Für Elek¬ 
troden mit sogenanntem dünnem Mantel (Kreide in Wasserglas aufbereitet) sind 
folgende zulässige Spannungon (Normen vom Jahro 1946) festgelegb: 

a tx m = 1000 kg/cm 8 , cf/ tul = 1100 kg/cm* und r azu , = 800 kg/om 8 . 

Außerdem kommen Elektroden mit dickem Mantel von besonderer Zusammen¬ 
setzung zur Anwendung, der es ermöglicht, diese Spannungen wegen der besseren 
mechanischen Eigenschaften der sich ergebenden Schweißnaht wesentlich zu 
erhöhen. Die angegebenen Spannungen beziehen sich auf die Wirkung einer 
statischen Belastung. Bei wechselnder und schwellender Belastung werden die 
zulässigen Spannungen herabgesetzt. 

Beispiel 15 

Zu berechnen ist dor Zugßtoß eines Stahlbleches «=□ 200.14, der beiderseitig durch Laschen 
godeokl ist, wobei die Festigkeit des Stoßes gleich dor Fosligkoit auf Zug des Bloches 
sein soll. Das Malorial ist Ct. Oc, die Elektroden haben oino dünne Ummantelung, und dio 
Laschen sollen am ganzon Umfang verschweißt sein (Bild 96). Indem wir von der Fostig- 



Bild 96 Bild 97 


koit dos ganzon Blechen ausgohon, ermittoln wir dio größte Kraft N, die dor Stoß auf- 
nohmon kann. Die Qucrßchnittsflächo des Blechs ist 1,4*20 >= 28 cm 3 . 

Die Rechnung ergibt N «= 1400 • 28 = 39200 kg. Nehmen wir eine Laschendicko von 
10 mm und eine gleiche Nahtdieko in Richtung der Kathete an. Die Berochnungadicko 
der Naht wird damit gleich 0,7 cm. Die erforderliche Gesamtlänge der Nähte wird 
89 200 

2 Im** —8Öo 8=5 70 cm oäer 35 cm an jeder Laschenhälfle sein. Rückt man von den Blech- 
ritndern um 1,5 cm zur Unterbringung von Flankenkehlnähten (Bild 96) ab, so erhallen 
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vir eine Stirnkelilnahtlänge von l er t = 17 cm. Dann wird die Länge der Flankonkehlnähte 
iS ~ 17 

—«9 cm sein. Wir fügen 1 cm für das Zünden und Löschen des Lichtbogens hinzu 

ind wählen Flankenkehlnähto von der Gesamtlänge gleich 19 cm. 

Den gleichen Stoß kann man mit Hilfe von rhombonförmigen Loschen und schrägen 
Wählen, wie auf Bild 97 gezeigt, ausführen, wenn man die oben gefundene Gesamtlänge 
ler Nähte beibehülL Eine solche Lösung ist als zweckmäßiger anzusehen, da die Nähte 
;Iciehmäßiger arbeiten und die Übertragung durch diese gleichmäßiger vor sich geht, 

Seispiel lß 

Zu berechnen ist der Querschnitt einer auf Zug beanspruchten Fachworkstrcbo aus 
,wci gleichschenkligen Winkeln, Gleichzeitig sind die geschweißten Flankonkehlnähte zu 
berechnen, die die Winkeleisen mit dem Knotenblech verbinden 
(Bild 98). Das Material ist aus Ct. 2, die Elektroden haben eine 
dünne Ummantelung. Die Kraft in der Strebe ist iV = 29 t. 

Die erforderliche Querschnittsfläche der Strebe ist 

29000 10,7 «A 



F = 


1400 


75 ■ 8 


Wir wählon einen Querschnitt aus zwei Winkeln L 75 
mit einer Querschnittsflächo 11,5 ■ 2 = 23 cm 2 . 

Die Arbeitsfläche der geschweißten Flankonkehlnähte ist je 
Winkel 

^Noh» = = 18,1 cm a . 

Diese FlUcho verteilen wir auf die oberen und unteren Nähte 
in Übereinstimmung mit der auf jede Naht entfallenden Kraft. 
Die Kräfte werden umgekehrt proportional den Abständen 
der Nälito bis zur Wirlcungslinio dor Kraft N sein, die durch 
den Schwerpunkt dos Querschnitts geht, dessen Koordinaten 
in dor Tafel der Winlcclprofilo angegeben sind (Bild 98): 


n 


18,1 • 5,4 


= 13,0 cm a , F u 


18,1 • 2,1 


5,1 cm 8 . 


7,5 ’ ’ 7,5 

Die Dicke dor unteren Naht ist durch die Dicke des Winkclschonkcls beschränkt und 
gleich 0,8 cm; die Dicke der oberen Naht wählen wir 1,2 cm. Die Nahllüngcn werden zu 

IC K _ 1 _ ^'1 


l* 


0,7 • 1,2 


15,5 cm „und l a 


0,7 -0,8 


9,1 cm. 


Wir wählen Nähte von 16 und lQom Länge (Bild 98). Es haben sich leichtere Winkel 
md oine viel geringere Längo der Verbindung ergeben als im Beispiel 12 dos Kapitel »3.10, 
vo für die glcicbo Kraft eine Nietverbindung konstruiert wurde (vgl. Bild 87). 


US Berechnung von Versätzen 

Bei dor Berechnung der Verbindungen von Holzbalken durch Stirnversätze 
iverdon die Druck- und Schorspanmmgcn über die Druck- und Schcrflächen 
gleichmäßig verteilt angenommen. Die zulässige Spannung für Kiefernholz auf 

kg , 

Abseheron längs der Faser wird zu r aul ** 10 —— angenommen. Die zulässige 
Druckspannung hängt von der Richtung der wirkenden Kraft zu den Fasern 
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ab und ändert sich von 100 kg/cm 2 (Druck längs dor Faser) bis 25 kg/cm a 
(Pressung [Druck] quer zur Faser) 1 ). 

Beispiel 17 

Es soll der Stirnversatz der Strebe mit Untergurt eines aus Kantholzbalken konstruierten 
Dachstuhls berechnet werden. Der Querschnitt der Strebe und des Untergurtes ist 
14 X 18 cm. Die Druckkraft in der Strebe ist N — 5300 kg. Der Neigungswinkel der 
Dachstrebe ist a — 20° (Bild 99). Das Material ist Kiefernholz. Das Ende der Strebe ist 
sonkreeht zu ihrer Achse geschnitten 2 ). 

Wir zerlegen die Kraft JV in die vertikale und horizontale Kompononte. Die erste wird 
durch den Auflagordruck V und die zweite durch die Kruft im Untergurt ausgeglichen. 
Die horizontalo Komponente, die gleich H = N cos a — 5300 • 0,94 = 4980 kg ist, wird 
bestrebt sein, das hinauslaufonde Endo dos Untergurts in der Ebene h—c abzuscheren. 
Außerdem ruft die Kraft N eine Pressung am Flftchonolement a—b hervor, das senkrecht 
zur Richtung dor Kraft N steht und folglich unter dom Winkel a zur Vertikalen geneigt ist. 

Aus der Fesligkoitsbedingung auf Druck ermitteln wir die erforderlicho Einschnittiefe h t 
der Strobe in den Untergurt. Der Druck wirkt am Flftchenolemcnt längs der Faser der 



Strobe und unter dem Winkel von 20° zu den Fasern dos Untergurtes. Für den lolztoron 
Fall wird die zulässige Druckspannung gemäß den Angabon der Borechnungsnormen für 
Ilolzkonslruktionon zu 89 kg/cm* angenommen. 


*) Anm. d, deutschen Redaktion; Deulscho entsprechende zulässige Spannungen (DIN 1052)! 
T ZXl \ ra 0 kg/cm*. ad zwischen 85 und 20 (25) kg/cm*. 

l ) Anm. d. deutschen Redaktion; In Deutschland wird ein Stirnvcrsntz so ausgoblldet, daß die Druck- 
flttrhe des Schrägstroben-Ehdos auf der Winkelhalbierenden dos stumpfen Winkels liegt, der von der 
Oberkante dor Schwelle und der Parallelen zur Oberkante der Schrfigstrehen durch den Schnittpunkt 
auf der Winkelhalbierenden gebildet wird. Es wird damit eine optimale Ausnutzung der Druckspan¬ 
nungen nn der Berührungsfläche zwischen Versätze!nsclmltt und Schrägstrehenciide erreicht, Die 
Ühortrngimgskrnft, die normal zu dieser Berührungsfläche stellt, bildet dann nämlich mit der Fnser- 
richlung dor Schwcllon und der Streben einen Winkel von 

nur ~ => 10°. DIo zulässige Spannung ffj < wird damit höher. 

Nach DIN 1052,5 29, ist die zulässige Einschnittiefe */* • ft bei der 
Strebennolgung zwischen 0° und 60° und */• • ft bei dor Strcbon- 
nefgung über 00°. Zwischen 50° und 00° ist geradlinig olnzu- 
schulten, Es Ist üblich geworden, bei unter (oder übor) den 
Schwellen ungeordneten Lrtngshölzern diese Werte In be¬ 
stimmten Grenzen zu überschreiten. Boi dieser Art der Ver- 
satzausbjldung ist die Strebenkraft N In zwei Komponenten N' 
und N " zu zerlegen. Die Kruft N steht nuf dor obengenannten 
Berührungsfläche senkrecht und mR Infolge der Abweichung 
der Krnflrichtung der Schrägstrebenkraft ein zusätzliches, un¬ 
beabsichtigtes Biegemoment Im Untergurt hervor. Die Über- ... 

trngung der Seltcnkrnft N" erfolgt, wie durch viele Versuche bewiesen, nicht auf der langen Vorsatz- 
fläeno, sondern durch Reibung auf der Stirnfläche (Druekfläche). Diese durch Tatsachen erhttrleto 
Kraftübertragung resultiert aus dem sogenannten „Unterstechen * der langen Versatzflaehe: die Rei¬ 
bung entsteht In ausreichendem Maße durch das scharfe Aufelnandcrpresscn der Faserendon ln der 

a 



Berührungsfläche. Es Ist somit N' *=■ N 


• cos ~ und N" ■= N • sin 


2 ‘ 
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ü ist: 


Fj} r 


14 h, , 

“ 14,9 hv 


. 4 N 5300 ^_ ftl . 4 

Bedingung lautet: ■=— = <| 89 kg/cm*, 

i'Dr *4,9 

cm ist (gemßß den Normen ist es erlaubt, die Einschnittiefe bis zu 1 / s der 
o zu führen), 

es Gurtvorholzo3 bc = l v ermitteln wir auf Grund der Festigkeitabodingung 
längs der Faser bei einer zulässigen Spannung t iu j <= 10 kg/cm 8 . 


fläche ist: 


itflbodingung lautot: 


F, 


8 di 


14 L. 


H 4980 , , 

üü" lH ^ 10 %/““’■ 


sä 35,5 cm ergibt; wir wählen l v = 36 cm. 

I 99 dargostcllto Bolzen wird in dor Berechnung nicht berücksichtigt. 


i Trägheitsmomente ebener Figuren 


1.01 Begriffsbestimmungen 

In der Theorie des einfachen Zuges bzw. Druckes (Abschnitt 2) sind die Ab¬ 
lesungen und die Form des Querschnitts eines Balkens duroh die einfachste 
»eometrische Charakteristik, durch die Fläche des Querschnitts wiedergegeben, 
ln der Theorie der Biegung und Verdrehung, die wir in den nächsten Kapiteln 
larlegen werden, treten kompliziertere, geometrisohe Charakteristiken dos Quer- 
ichnitts auf, die Trägheitsmomente heißen und zu deren Betrachtung wir nun 
ibergehen 1 ). - - - 

Nehmen-wir eine beliebige, auf die Koordinatenachsen x und y bezogene Figur 
i Querschnitt) (Bild 100). 

Die Ausdrücke S x £ ydF .und S v — fx dF (4.1) 


lennt man die statischen Fläohenmomento der Jfigur in bezug auf die Achsen x 
and y oder die Momente ersten Grades. Der Index F am 
Integralzeichen weist darauf hin, daß sich das Integrieren y yS 
Uber dio ganze Fläche der Figur erstreckt. Auf Grund des f jc l 

Lehrsatzes über das Morpent der Resultierenden (Momen- -&J-- m ) 

tensatz) kann man dio Gleichungen: 

[ y dF — Fy a \ jxdF^Fx, V 


anwenden, in denen F dio Flftohe der Figur und x„ und jjiW XOO 
y a die Koordinaten des Schwerpunkts bedeuten. Hieraus 
erhalten wir zur Bestimmung der Koordinaten des Schwerpunkts folgende 
Formeln: Q <, 

«--4's (4-2) 


Wenn eine Achse duroh den Schwerpunkt der Figur geht, so ist das ent¬ 
sprechende statische Moment gleich Null, wie dies aus (4.2) leicht zu ersehen ist, 
Erhöht man in den Formeln (4.1) unter dem Integral dio Potenz der Ko¬ 
ordinaten * und .y des Flftchonelements dF , so erhalten wir Fläohenmomente 
zweiten, dritten und höheren Grades in bezug auf die Achsen x und y 2 ). 


>) Für das Studium dor Theorie der einfachen Biegung und Verdrehung genügt es» wenn der Leser 
dio grundlegenden Eigenschaften der Trägheitsmomente, die In den Kapiteln 4,01 hls 4,05 dieses 
Abschnitts aargeiegt sind, kenncnlernt, Die übrigen Kapitel muß man vor dem Losen des Abschnitts 10 
(zusammengesetzte Beanspruchung des Balkens) studieren. 

') Plttchcnmomente dritten und höheren Grades kommen z. B. bei dor Untersuchung einer ge¬ 
krümmten Achse des Balkons vor. Der Lehrsatz Überdas Moment der Resultierenden, auf Grund dessen 
die Formeln (4,2) abgeleitet wurden, Ist selbstverständlich ln bezug auf die Momente zweiten und 
höheren Grados nicht anwendbar. 
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lächenmomente zweiten Grades 

J,=Jy‘dF-, J u *=Js*iF (4.3) 

en äquatoriale oder axiale Trägheitsmomente in bezug auf die Achsen Ox 
Oy. 

as Integral dor Produkte der elementaren Flüchenelemente mit den beiden 
rdinaten 

Jxv = j xydF (4.4) 

f 

t die Bezeichnung Zentrifugahrägheiismoment der Fläche der Figur. 

enn jedes elementare Flächendoment dF mit dem Quadrat seines Radius- 
ors r, der aus irgendeinem bestimmten Punkt, z. B. aus dem Anfang der 
rdinaten geführt ist, mulfipliziort wird, so nennt man das Integral polares 
\hoitsmoment dor Figur in bezug auf den gewählten Punkt (Pol): 

Jp^frUF. (4.5) 

F 

ks polare Trägheitsmoment ist immer gleich der Summe der äquatorialen J x 
J v für ein beliebiges Paar senkrecht zueinander stohender Achsen x und y, 
uroh den Pol tfgehen (Bild 100). Zum Beweis setzen wir don Wert ; 2 = y~ 
o Formel (4.5) ein: 

J p »J r* dF {.r 2 + y z ) dF •= / z 2 dF +J tß dF - J 9 + J x . (4.6) 

8 den Formoln (4.3), (4.4) und (4.5) geht hervor, daß die äquatorialen und 
on Trägheitsmomente immer positiv sind. Das Zentrifugalmomont kann 
; v und negativ sowie im Sondorfall gleich Null sein, da dio elementaren 
jkte xy für verschiedeno Flächenelomonto dF verschiedene Vorzeichen 
i könnon. Die Trägheitsmomente dor Flüchen sind Worte rein geometrischen 
iklers, dio dio Dimension (Länge) 4 habon. Gewöhnlich werden Bio in cm 4 
drückt. Dio Achsen x und y, dio durch den Schwerpunkt der Figur gehen, 
n zentralo Trüghoitaachsen dor Figur, 


Trägheitsmomente ln bezug auf parallele Achsen 

unon wir an, daß eino Figur von beliebiger Form auf dio Zontralachßen x 
bozogon ist (Bild 101), Gehen wir zu den parallolon Achsen x t und y x Über, 
i Abstand a und b von don vorherigen Achsen verlaufen. Dio Abhängigkeit 
lon don Koordinaten eines beliebigen elementaren Flächonolemenls dF 
gur in bezug auf dio neuen und früheren Achsen drückt sich wie folgt aus: 

a’ A ~ x -f- ö, 

Ui *= V + 
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Setzen wir diese Werte cc x und y x in die allgemeinen Formeln (4.3) und (4.4) 
der Trägheitsmomente in bezug auf die neuen Achsen ein, dann erhalten wir: 

J, =}yl dF = !(y +b)*dF = Jy* dP +2b{ydF + b*fdF; 

L F F F F F 

J y ~ / ccl dF = / (.r -\- a) 2 dF — [ x 2 dF -\- 2a f x dF + a 1 / dF\ 

FF F F F 

i/j — / a ’i Ui dF = / (•»• + «) (u + b)dF — 

J' p 

= / a ;y dF -{- a / y dF + bfx dF ah f dF. 

• F ' F F F 

Wir merken uns, daß jxdF = j y dF = 0 ist, weil dies die statischen 
Momente in bezug auf die Zontralaclisen sind, daß / dF = F ist, also gleich der 

F 

Fläche der ganzen Figur, daß J y 2 dF ~ d,, / x 2 dF = J y und f xydF — J xy 

F F F 

sind, und schreiben die vorhergehenden Gleichungen auf folgende Weise um: 

J^-Ji+PF, J V]l — dj/ + a*F (4.7)i) 

und J XlVl = J xa + abF. (4.8) 


Die Formeln (4.7) zeigen, daß beim Übergang von der Zentralachso zu einer 
ihr parallelen anderen Achse das äquatoriale Trägheitsmoment um einen Wert ' 
gleich dom Produkt der Fläche der Figur mit dom Quadrat des Abstandes 
zwischen den Achsen anwächst. Hieraus folgt, daß von ollen untereinander 
parallelen Achsen die Zentralachse das kleinste Trägheitsmoment besitzt, da 
die Worte a 2 F und l 2 F stots positiv sind. Aus der Forme] (4.8) ist zu ersehen, 
daß bei der parallelen Übertragung der beiden Zonlralachsen das Zentrifugal” 
moment eine Zunahme (eine positivo oder negative) erfährt, die gleich dem Pro¬ 
dukt der Querschnittsfläche mit den Koordinaten ihres Schwerpunkts im neuen 
Achsonsystom ist. Bei der Übertragung nur einer von den Zontralaclisen, d. h., 
wenn a = 0 oder l = 0 ist, ändert sich das Zontrifugalmoment nicht. 



Bild 101 Bild 102 


4.03 IJefjrJff der IlnupUräglioitsachson 

Beweisen wir, daß es für jode ebeno Figur mindestens ein Paar senkrecht zu¬ 
einander stehonder Achsen mit dem Anfang in einem ganz bestimmten Punkt 
gibt, bei dem das Zentrifugalmoment gleich Null ist. Solche Achsen heißen 
JiaupUräghoitsachsen der Figur. 

') Anm, d. deutschen UedaUtton: Sogcnnnnlor „Stclnorschcr Salz". 
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Wählen wir beliebige aufeinander senkreolite Achsen x und y, die durch einen 
willkürlichen Punkt 0 gehen (Bild 100), Gemäß der Begriffsbestimmung des 
Zentrifugalmoraents in bezug auf diese Achsen ist J xy ~Jxy dF. Drehen wir 

jetzt die Achsen um den Anfangspunkt der Koordinaten um 90° im Gegensinn 
des Uhrzeigers und bezeichnen die neuen Richtungen mit x' und y\ dann werden 
die neuen Koordinaten eines beliebigen elementaren Fläohenelements dF duroh 
die früheren Koordinaten wie folgt ausgedrüokt: 

= y\ y'^—x. 

Das Zentrifugalmoment in bezug auf die gedrehten Achsen wird 

J = j x y r dF ~ J y ( x ) dF 5=3 *■— * 

Demnach ändert das Zentrifugalmomont bei einer Drehung der Aohson um 90° 
das Vorzeiohen. 

Bei allmählicher Drehung der Achsen ändern sioh die Koordinaten der elemen¬ 
taren Flüekenelemente und folglich auoh das Zentrifugalmoment kontinuierlich. 
Daher wird bei einem gewissen Drehwinkel, der kleiner als 90° ist, das Zentrifugal¬ 
moment seinen Nullwert überschreiten, wobei die Aohsen, die dieser Richtung 
entsprochen, die Hauptachsen der Figur sein, werden. In der Festigkeitslehre hat 
man es fast immer mit den Zentralachsen zu tun, so daß man die Hauptzentral- 
nohBen des Querschnitts elnfaoh die Hauptachsen nennt und hierbei den Anfang 
der Koordinaten rm Sohwerpunkt des Querschnitts annimmt. Zwei Ebenen, die 
duroh die Längsachse des Balkens und die Hauptachsen seiner Querschnitte 
gehen, heißen Hauptlrägheitsebonen des Balkens. 

Eine beliebige Symmetrieachse der Figur ist eine der Hauptzontraltrüghoits- 
achsen. Nehmen wir z, B. an, daß der auf Bild 102 dargestellto Querschnitt in 
bezug auf die y-Achso symmetrisch ist, dann entspricht jedem elementaren 
Flächenelemont dF rechts von der y-Achse ein gleiches Flüchonelement links 
davon, und zwar der Größe nach mit denselben Koordinaten, von denen x das 
umgekehrte Vorzeichen hat, Alle elementaren Produkte xy dF orwoisen sich als 
paarweise gleich und mit umgekehrten Vorzeiohen, so daß sich ihr Integral, d, h. 
das Zentrifugalmoment, in Null verwandelt, Die andere Hauptaohso dos Quer¬ 
schnitts wird natürlich senkrecht zu der Symmetrieachse stehen. Auf diese Weise 
bietot das Aufflndon der Hauptzentralachsen von Figuren (Querschnitten), wenn 
sio auch nur eine Symmetrieachse besitzen, keinerlei Schwierigkeiten, Die Er¬ 
mittlung der Hauptachsen von unsymmetrischen Figuren ist im Kapitel 4,07 
dargelegt. 


5.04 Trflflholtsmomonto einfachster Figuren 

A. Rechteck mit der Basis h und der Höhe h 

Zur Berechnung des Trägheitsmomentes eines Reohtecks in bezug auf die 
Mauptzontralachse x ist zu empfehlen, die Fläche desselben durch zur a-Aohso 
parallele Linien in unendlich schmale Streifen aufzuteilen (Bild 103), Die Fläche 
rines der Streifen (auf der Zoiohnung schraffiert) ist 

dF sss b d y , 
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Die Ordinate des Streif ensohwerpunktes ist gleich y und das Trägheitsmoment 
des Rechtecks in bezug auf die aj-Achse 


= jy*bdy. 


Wir führen die Integration durch, indem wir zur Ausdehnung des Integrals über 
die ganze Fläche des Rechtecks y in den Grenzen von — ~ bis + 4 ändern: 


+ A 
T 2 


J z = bj^y 2 dy = ~. 


(4.9) 


Für die a^-Achse, die mit der Basis des Reohtecks zusammenfällt, ermittelt sich 
daB Trägheitsmoment leioht nach der Formel (4.7): 

&Ä 8 
3 * 




r , /Ä\* bh 3 , h\, 

J *+W F = T2 + J bh 


(4.10) 


Es ißt zweckmäßig, die Formeln (4.9) und (4.10) wogen ihrer häufigen Anwendung 
im Gedächtnis zu behalten. 



y 


•ClN 

L 



1 j 




1 

Ll 




FfpB 


—«i 



Bild 103 



B. Dreieck mit der Basis b und der Höhe h (Bild 104) 

Wir berechnen das Trägheitsmoment deß Dreiecks in bezug auf die Achse 
dio durch den Scheitelpunkt parallel zur Basis geht, indem wir die Fläche des 
Dreiecks durch parallel zur Üasis geführte Linien in unendlich schmale Streifen 
auftoilen. Dio Fläche eines Streifens bereolmet man als Fläche eines Rechtecks 
mit der Basis a und der Höhe dy. Für den Stroifen, der sich im Abstand y von 
der Achse befindet, ist 

a 


by 

h 


Die Fläche des Streifens ist 


dF=jydy . 


Hieraus ermittelt sich das Trägheitsmoment 

h 




■■Jy 2 jv d y = 


bh 3 
4 


( 4 , 11 ) 
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Zur Ermittlung des Trägheitsmomentes in bezug auf die a; a -Aclise, die mit 
er Basle zusammen fällt, müssen wir zunächst auf die Zentralaohse x übergehen 
nd von dieser auf die a; 2 -Achse, indem wir zweimal die Formel (4.7) anwenden: 


C. Kreis 



bh 8 
3ö ’ 




bh* A» hh 
36 + 9 ’ 2 


bh 8 
12 


(4.12) 


Auf Grund der Symmetrie folgern wir, daß alle Zentralachsen des Kreises 
[auptaohaen sind und die gleichen Trägheitsmomente besitzen. Daher ist unter 
ugrundo'legung von (4.6): 

Jp = J x ~\-Jy — t lJ x , 

Durch unmittelbare Integration ist es einfacher, das polare Trägheitsmoment 
3 ermitteln. Zu diesom Zweck teilen wir den Kreis in Sektoren mit unendlich 
kloinem Zentriwinkel dep auf (Bild 105). Wegen der un¬ 
endlichen Kleinheit des Bogens ds sehen wir dio Sektoren 
als Dreiecke mit der Basis ds = r dep und der Höhe r an, 
wobei r der Radius des Kreises ist. Das Trägheitsmoment 
des elementaren Dreiecks ormittoln wir auf Grund der 
Formel (4.11)»): 

ds r 5 _ i A d(p 



dJ r 


(4.13) 


4 4 

Das polare Trägheitsmoment des Kreises findet man 
durch Integration der Gleichung (4.13) nach der Vor- 
derlichen rp in den Grenzen von Kuli bis ln\ 

Zn 

7tr‘‘ 

T 

ö 

o äquatorialen Trägheitsmomente des Kreises sind 

4 


'in 

Jp=jfd<p= : 


(4.14) 


J - T - L P.- nr 

J x — 0 v — 2 4 ""* 


(4.15) 


wird empfohlen, dio Formeln (4.14) und (4.15) im Gedächtnis zu bohallen. 


H> Trfifllioltsmomonto zusammengesetzter symmetrischer Quorsclmitto 

Wenn ein zusammengesetzter Quorschnitt in Einzelteile unterteilt worden 
nn, dio dio Form von Rechtecken, Dreiecken usw. haben, so kann man das 
ägheitemomonl des Querschnitts als Summo der Trägheitsmomente der Einzel- 
lo finden 8 ). 

) Wegen iler unendlichen Kleinheitdnr BhsIs ds dos Dreiecks orwofson sich solncTrägheitsmomente, 
illeh uns polare in bezug aut den Scheitelpunkt und das üauutorlnlo für die durch den Scheitelpunkt 
ullc! zur Basis geführte Achse, nls alelcfi, was aus Ihrer Begriffsbestimmung selbst folgt. 

) Dies folgt unmittelbar nus der Grundelgonsclmft dos Inlcgruls der Summe. 
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Man ermittelt zunächst auf die übliche Weise den Sohwerpunkt des zusammen¬ 
gesetzten Querschnitts. Bei Vorhandensein zweier Achsen einer geraden odei 
schrägen Symmetrie liegt der Schwerpunkt selbstverständlich im Schnittpunkl 
derselben. 

Es soll z. B. das Trägheitsmoment eines trogähnlichen (U-förmigen) Quer¬ 
schnitts in bezug auf die a-Achse gefunden werden. Die Abmessungen in cm sind 
auf Bild 106 angegeben. Unterteilen wir den Querschnitt in drei Rechtecke I, I] 
und III, so finden wir das Trägheitsmoment des Rechtecks I auf Grund dei 
Formel (4.9): , 

J{ = = 101/. cm 4 . 

Die Trägheitsmomente dor Rechtecko II und III sind symmetriegloich. Zu ihre» 
Berechnung wenden wir die Formeln (4.9) und (4.7) an, d. h. zuerst berechnen 
wir das Trägheitsmoment in bezug auf die Zentralachsen dor Rechtecke II 
und III, die zur .r-Achso parallel laufen, und gehen alsdann zur a-Achse über; 

ju ^ jm = hiß _|. 9 -1,5 ■ 12,252 = 2027 cm 3 . 

12 

Das gesamte Trägheitsmoment des Querschnitts ist 

J x = 1014 -f 2 • 2027 = 5068 cm 4 . 

Die Werte der Trägheitsmomente für Querschnitte von gewalzten Stahlprofilen 
(X, L, [ u. a. Stählen) sind in den Tafeln „rocr“ angegeben 3 ). Die Benutzung 



Bild 100 Bild 101 

der Tafeln erleichtert sehr die Berechnung dor Trägheitsmomente von Quer 
schnitten, die aus gewalzten Blechen und Profilstüben zusammengesetzt sind 
(zusammengenietet oder verschweißt). 

Als Beispiel wollen wir bei Benutzung dor Tafeln ,,roc'r“ das Trägheits 
moment J x eines Querschnitts ermitteln, dor aus einem senkrechten Slegblecl 
c=> 100 • 10 mm und vier gleichschenkligen Winkeln L 100.100.10 zusammen- 



( L - Stahl) u. n. 

8 Fllonenko I 


4 
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setzt ist. Dio Abmessungen in cm sind auf Bild 107 angegeben. Das Trägheit» - 
»ment des vertikalen Stegbloehs ermitteln wir nach der Formel (4.9): 

1 * 40* 

J x « = 5333 cm*. 

1 2x 

ir die Winkel finden wir in der Tafel „Poct“ den Abstand des Schwer- 
nkts von den äußeren Sohenkelkanten z 0 — 2,83 cm, die Querschnittsfl&che 
~ 19,2 cm* und das Trägheitsmoment J x — 179 cm 4 in bezug auf die den 
henkeln parallelen Zentralaohsen des Winkels. Unter Benutzung dieser Daten 
rechnen wir das Trägheitsmoment eines Winkels in bezug auf die a-Achse 
oh der Formel (4.7): 

J z = 179 -f 19,2 • 17,17 2 = 5839 cm 4 , 
is gesamte Trägheitsmoment des Querschnitts ist somit 
J x = 5333 + 4.5839 = 28689 cm 4 . 

if ähnliche Weise findon wir das Trägheitsmoment J y in bezug auf die vertikale 
ntralachse: 

j v « + 4 (179 + 19,2 • 3,33 2 ) = 1571 cm 4 . 

Xjh 

der Praxis kann man sich mit der Genauigkeit begnügen, die der Rechen¬ 
lieber-liefert. 

Iß Änderung der Trägheitsmomente hot einer Drehung dor Koordinatenachsen 

In allen Fällen dor Berechnung von Balken auf Biegung muß man die Richtung 
v Hauptzentraltrftgheitsachaon des Querschnitts und die Größe der ent- 
reohendon (Haupt-)Trägheitsmomente kennen. Daher muß man zusätzlich zu 

dem im Kapitel 4.03 Dargelegten die Verfahren 
zur Auffindung der Hauptachsen eines unsym¬ 
metrischen Querschnitts kennen lernen. 

Nehmen wir einen Querschnitt von beliebiger 
Form (Bild 108), der auf beliebige Zentralachsen x 
und y bezogen ist, und betrachten wir die Ände¬ 
rung der Trägheitsmomente bei einer Drehung der 
Achsen 1 ). Kombiniert man die im Abschnitt 4.02 
durchgenommeno parallele Übertragung der 
Achsen mit ihrer Drehung, so haben wir den all¬ 
gemeinsten Fall der Veränderung der Koordinaten. 
Nehmen wir an, daß uns die Äquatorial- und 
mtrifugaltrüghoitamomonte des Querschnitts in bezug auf die gewählten Achsen 
und y bekannt sind 2 ): 

[u*dF t J v = /> dF, J X y — f $ y dF . 

__ j* F F 

>) Allo folgenden Überlegungen und Berechnungen ln diesem Abschnitt behalten ihre Gültigkett 
Ammhrno des Anfangspunktes tior Koordinaten ln einem beliebigen Punkt, Jedoch sind in dor 
stlglccltslehro nur die ZcotrnlacJjscn von praktischem Interesse. , , . 

*) Die «rund legenden Vorfahren zur Berechnung der äquatorialen Trägheitsmomente sind Im Kn- 
ot 4.05 dnrgelegt. Uber dio Berechnung des Zentrifugalmoments siehe Kapitol 4.09. 
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Drehen wir beide Achsen um einen gewissen Winkel im Gegensinne des Uh 
zeigers, wobei vorausgesetzt wird, diese Richtung als positiv anzusehen, und e 
mittein wir die Trägheitsmomente J v \ und Jz x v x in bezug auf die neu« 
Achsen x x und i f x (Bild 108), so erhalten wir: 

Jx x — Jy x dF, J Vl = JxfdF , J x±Vl ~ jpii/idF, (4,1 

Für das gedrehte Achsonsystem werden die Koordinaten und y x eines b 
liebigen elementaren Flächonelements dF des Querschnitts durch seine frühere 
Koordinaten auf folgende Weise ausgedrüokt 1 ): 

x x — x cos a -f y sin a , 

?/i = V 008 ö — x sin a. 

Setzen wir diese Werte der Koordinaten in die erste und letzte der Gleichunge 
(4.16) ein: 

J Xx = Jy\ dF ~ f (y cos a — x sin «) a dF, 

(4.U 

~ J = f(x cos « -f y sin a) (y cos a — x sin a) dF. 

Löst man die Klammern unter den Integralen auf, so erhalten wir nach dei 
Ordnen: 



J Xl = cos 2 a fy* dF -f sir 2 a jx 2 dF — 2 sin a co i « jxy dF, 


Jx x v x = sin a cos a [Jy 2 dF — /V dF] (cos 2 « — sin 2 a) f.v ij dF, 


(4.11 


Wir stellon fest, daß die Intogralo der reohten Toilo der Gleichungen (4.19) di 
Trägheitsmomente in bezug auf die ursprünglichen Achsen x und y darstellei 
und schreiben dieso Gleichungen in folgonde Form um: 

J Xx = Jx cos 3 a -f- 2 sin «cos a , 2 ) 


(4.21 


*/«•.... = -^y—^ 2 sin « cos a -j- J xu (cos 2 a — siri 3 «). (4.2; 


*i«i 


Das Trägheitsmoment findon wir aus (4.20), indem wir in dieser Gleichun 

7t 

a durch a -f tt ersetzen: 
i 

J Vl “ d x «in 2 a + d v cob 2 a -\- J IU 2 sin a cos a. (4.25 

Die erhaltenen Formoln bestimmen alle drei Trägheitsmomente in bezug auf di 
gedrehten Achsen. Addiert man die Glieder von (4.20) und (4.22), so erhalten wii 

d x + d v = J Xl -j- J Vl . (4.2c 

Bei der Drohung der Achsen bleibt folglich die Summe der äquatorialen Trftg 
heitsmomente konstant, wie dies auch sein muß, da gemäß dom Beweis im Ke 

') Dfo Beziehungen (4.17) erhält man, wenn man die Strecken x und y auf die neuen Achsel 
richtungcn projiziert. 

*) Anm, d. deutschen Redaktion: Oder auch geschrieben: J*. = .7* • cos* n + J* ■ ein 1 a — Jxy ■ Sin 2 
DI6s gilt entsprechend für (4.22). 1 

8 * 
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pitel 4.01 diese Summe gleich dem polaren Trägheitsmoment J p ist, das ni< 
von der Richtung der Koordinatenachsen abhängig ist. 

Ferner ist es zweckmäßig, die Formeln (4.20) bis (4.22) durch Funktionen < 
Winkels 2a auszudrücken, so daß wir nach dem Ordnen der Glieder das Ergeh 
erhalten 1 ): , , , , _ , 

, J x J v COfi 2a~ J xy mi2a, 


J 


x i 




2 

J*+J» 


2 


— cos 2a -\~ J xv sin 2a, 


2 


J 


,L 




- sin 2« -f- J IV cos 2a. 


■i.. 


«5.07 Hauptträghcitsmomcnte — Richtung der Hauptachsen 

Zur weiteren Untersuchung wollen wir uns mit der ersten und dritten r 
Gleichungen (4.24) befassen, da der Wert immer leicht aus der ersten <<i 


chung, indem man a durch a-\-~- ersetzt, erhalten werden kann. Zur Verkiirzn 


der Aufzeichnungen führen wir zeitweilige Bezeichnungen für die konstant 
Werte ein: T T T , 

und J xv = C. (1.*. 


Dann erhalten wir: 


Ä ~ B cos 2 a ~~ C sin 2« 


(4.S 


J» t ~ B sin 2« -f Ceos 2a. j 

Wir erheben die Gleichungen (4.26) ins Quadrat und eliminieren aus ihnen dur 
Addition den Parameter a und erhallen eine Abhängigkeit zwischen den Trilglu*t 
momenten J Xl und J ix y x : 

(•An — -fl) 2 *r Jftin ~ B 2 -f C 2 . (4.1 

Die Gleichung (4.27) ist die Gleichung eines Kreises, dessen Radius B^yip j 
ist und dessen Mittelpunkt auf dpi* Abszissenachse im Abstand .1 vom Auf« 
der Koordinaten liegt. Führen wir die Konstruktion des Kreises durch, iinh 
wir die Koordinatenachsen parallel zu den anfänglich gewählten Achsen x und 
des Querschnitts führen. Hierbei nehmen wir zur näheren Bestimmtheit n 
daß J v und 0 ist. Wir tragen auf der Abszissenachse ON 

und OP — Jy (Bild 100) ab und finden, indem wir die Strecke PN halbier» 

den Mittelpunkt O x des Kreises, dessen Abszisse =■ A ist. Wir trug 


*) d. deutschen Redaktion: Als Beispiel die Ablcllnnf» bzsv. Umformung von ,/*,! 
Jx l = Jx cos 1 a + J y sin* a — Jx a 2 sin « cos a 


~ 2 cos 1 q + 2 sin* n 

^ 4 


i*: 


■ Jxg Sill 2 0 


(t t cos 2 «) t ~ (1 — cos 2 a) — Jx v sin 2 « 


2 


Jx , Jx _ 

-TT + -rr cos 2 a + 


2 

I Jx h Jy 
2 


cos 2 a— Jxy sin 2 n 


•t Jy ros 2n— Jxy Sin 2a. 


(t. 
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sigungswinkel der Achse, wird durch die Linie KM X bestimmt. Auf analy- 
lohem Wege wird dioaor Winkel aus (4.28) ermittelt, indem man in dieser 
Leich ung —0 und J x% — J m9X annimmt, d. h. 


tg Cl x = 



n zweiten Fall wird das Trägheitsmoment /, am kleinsten sein: 


J min - OO x - O x M t =A-JR. 

io entsprechende Achse wird parallel KM Z sein, und ihr Neigungswinkel er- 
ittall Bich auf analytischem Wege wie folgt: 


tg a a = 



Aus der Zeiclmung geht klar hervor, daß der Winkel M t KM x ein rechter ist, 
h. die Hauptachsen stehen senkrecht zueinander. Die Trägheitsmomente J maii 
ld / mJn heißen Ilauptträgheitsmomonte. FaBson wir die erhaltenen Ergebnisse 
zwei Formeln zusammen, die die Haupttrüghoitsmomente und die Richtungen 
>r Hauptachsen bestimmen: 

•W = ± + ü tt (4.29) 


tg Ci — 




J tnax 
inin 


(4.30) 


Boi Benutzung der Formel (4.30) zur Ermittlung des Winkels ct x der Achso des 
'ößton Trüghoitsmomentoß muß man auf der rechten Seite J mnx einsetzen, zur 
rmiltlung des Winkels « a aber entsprechend J min . Auf diese Weise weist die 
ormol (4.30) darauf hin, welche von den beiden Hauptachsen /„„* und welche 
„ In entspricht. Auf dio letztere kann man leicht auf Grund der Querschnitts- 
rm ünmittolbar uub der Zeichnung schließen; os gibt aber auch solche Fälle, 
n denen ob schwierig ist, sofort die -und /„(„-Achsen zu unterscheiden. 

Boi dor Konstruktion dos Kroisos hatten wir J x > /„ und J xv > 0 ange- 
»mrnen. Bei J x < J v und bei beliebigem Wort J xv bohalten jedoch sowohl der 
ang dor Konstruktion k als auoh die Formel (4.30) ihre Gültigkeit. Es muß nur 
iran gedacht worden, daß die Ordinate PK = J xv immer vom Ende der Strecke 
p « J u in Übereinstimmung mit dem Vorzeichen von J xu nach oben oder 
ich unten abgetragen wird. Boi der analytischen Berechnung wird stets einer 
m den Winkeln a x oder « 2 negativ soin, und er muß von der a-Aohse im Sinne 
m Uhrzeigers abgetragen worden. 

Wenn für den Querschnitt die Hauptachsen und die Hauptträgheitsmomente 
t = J max und J v ~ / m ,„ bekannt sind und es verlangt wird, zu den Achsen 
jorzugehon, die in bezug auf dio Hauptachsen um den beliebigen Winkel a 
idroht ßind, so ändert sich die Konstruktion und wird auf die gleiche Weise 
.lrchgefilhrt, wie dies im Kapitel 3.05 für die Spannungen aufgezeigt ist. 

Man kann auch solche Achsen ormittoln, denen das größte Zentrifugalmoment 
itspricht und die, die Achsen der größten Trägheitsasymmetrie genannt werden. 


Trägheitsradius — Trägheitsellipse 
Aus Bild 109 ersieht man, daß 
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max J xy — O-^Mq 

hierbei ist 


Die Richtung der Achse % wird durch, die Linie KM 0 bestimmt, wobei der 
Winkel M 0 KM lt der sich auf den Viertelkreis stützt, gleich 45° ist, Folglich sind 
die Achsen der größten Trügheitsasymmetrie die Halbierenden der von den 
Hauptachsen eingcschlosseuen rechten Winkel. 

Bemerken wir nooh, daß J xu = i R = ± Jtnl - ist, d. h., daß das 

’ mm v ^ 2 

größte Zentrifugalmomont gleich der halbon Differenz der Kaupttrftgheits- 
momento ist. 

Die Formeln (4.24) zeigen, daß bei einer Drehung der Achsen sich die Trägheits¬ 
momente und Jr x y x nach dem Sinusgesetz andern. In Bild 110 ist eine 




entsprechende gra'phisohe Darstellung abgebildot. Auf der Abszissenaohso sind 
die Drehwinkol a und auf dor Ordinatenaohse die Trägheitsmomente abgetragen. 

Der Koordinatonanfang (a = 0) entspricht den willkürlichen anfänglichen 
Aohsen x und y (Bild 108), für welche bedingung8gemäß J z , J v und J xv bekannt 
sind. Die graphische Darstellung veranschaulicht die in diesem Kapitel 
abgeleiteten analytischen Abhängigkeiten. 


4.0B Träghoitsrndius — TrUghoitselllpso 

Den Ausdruck für das Trägheitsmoment des Querschnitts in bezug auf eine 
beliebige Achse x kann man auf Grund des mittleren Integral wertes stets in dor 
Form 

J z — / y z äF — i 1 / (IF — i*F darstellen, (4.31) 

F F 

worin F die Fläche des Querschnitts und i x die Ordinate eines gewissen mittleren 
Punktes des Querschnitts ist. Diese mittlere Ordinate trägt die Bezeichnung 
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’rögheitsradius des Querschnitts in bezug auf die a-Achse und wird nach der 
’ormel 


erechnel. 


■*= 


Der Trfigheitsradiua erweist aioh als eine sehr geeignete geometrische Charak- 
eristik dea Querschnitts nicht nur für theoretische Ableitungen, sondern auch 
iir praktische Berechnungen. Daher werden in den Tafeln eines normalen Sorti- 
lents von Stahlwalzprofilcn neben don Trägheitsmomenten auch die ont 
prechonden Trägheitsradien angegeben. Die Trägheitsradien t majc und / m!n , die 
en Hauptachsen entsprechen, heißen Hauptträgheitsradien. 

Benutzt man den Trägheitsradius, so kann man die Änderung der Trägheils- 
lomento bei einer Drehung der Achsen durch die Konstruktion der sogenannten 
'rägheitsellipse geometrisch darstellen. Nehmen wir an, daß die Richtungen der 
[auptzentralachsen x und y und dio Hauptträgheitsmomente J x = J inax und 
v — Jm\n des Querschnitts bekannt sind. Tragen wir vom Koordinalonanfang 0 

3äld 111) die Werte der Hauplträghoitsradion OA =s i x = l/~ und OB ==s i v 

- Vy senkrecht zu den entsprechenden Achsen ab. Wir drehen darauf die 

ar-Achse um einen beliebigen Winkel« in die Lage 0x\ und tragen, nachdem 
wir denTrügheitsradius t Xl für dio neue Achse ermittelt 
y haben, h — i Xl senkrecht zur neuen Achse ab. Durch 

^ en Endpunkt ^ d er Strecke h führen wir eine 
Gerade CD parallel zur O.-Cj-Achse. Gibt man dem 
A. a \ Winkel ce verschiedene Größen und führt man jedesmal 

I erw ^ mte Konstruktion durch, so erhalten wir eine 

I /tfl Schar von Geraden CD. Allo diese Goradoh sind, wie 

-A-fo-gr wir dies gleich beweisen werden, Tangenten einer 

I Ellipse, deren Achsen mit den Hauptachsen des Quor- 
nT Schnitts Zusammenfällen und deren Achsonhülfton der 

\ \f Größo nach gleich den Ilauptträghoitsradien sind: 

\. >X « = i u und h — i x . Eine solche Ellipse trügt dio Be- 

220 ** \ Zeichnung Trägheitsellipse. 

Boi der Beweisführung werden wir den Weg der um- 
■ ö< “ gekehrten Methode gehen, d. h. wir nohmon an, daß 

die Trägheitsellipse bereits konstruiert worden ist 
lild 111), ziehen zu dieser eine Tangente parallel zur Ö.Vj-Achso und beweisen, 
iß ihr Abstand h bis zur Achse die Größe des dieser Achse entsprechenden 
rügheitsradius i xl angibt 1 ). Schreiben wir dio auf die Hauptachsen x und y 
izogene Gleichung der Geraden CD in der normalen Form auf: 

x sin a -f y co9 a — h — 0. 


(4.33) 


Trägheitsradius — Trägheitsellipse 

Da diese Gerade die Tangente der Ellipse 
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+ ^ = i 

S C 


,2 


ist, so kann man ihre Gleichung auch in der Form 


i?. i! 


(4.34) 


darstellen, worin .r 0 und i/ 0 die Koordinaten des Berührungspunktes D sind. 

Bringen wir beide Gleichungen (4.33) und (4.34) in die übliche Form der 
Gleichung einer Geraden, ausgedrückt durch Strecken auf den Achsen: 


+ 


'4-) (-M 

sin ctj \cos a) 


1, 


(4.33 a) 




= 1. 


(4.34 a) 


Setzt man die entsprechenden Strecken, die sich auf den Achsen x und \j 
durch den Schnitt der Geraden ergebon, einander gleich, so kann man die Ko¬ 
ordinaten a’ 0 und y 0 dos Berührungspunktes ermitteln: 


a-o 


2/o 


h 

ij cos a 


(4.35) 


Dieso Koordinaten müssen olTenbar der Gleichung (4.33) genügen, die nach 
dem Einsetzen ihrer Werte folgende Form annimmt: 


ii cos 2 a -f- i Q u sin 2 a = h 2 . 


(4.36) 


Drücken wir jetzt den Trügheitsradius i Xl durch die Hauptradien i x und i u aus. 
Gemäß der Formel (4,20) erhalten wir bei J xv — 0 

Jx y — Jx cos 2 ß + ^ v sin 2 « 
und nach dem Ersetzen von 






Jm-ZF und J y = i*I*' 


sowie nach Kürzung durch F 

= i* cos 2 a -f i\ sin 2 a . 


4.37) 


Vergleicht man (4.37) mit (4.36), so sieht man, daß h — i xl ist, was auch zu 
beweisen war. Das Trägheitsmoment in bezug auf die andere gedrehte Achse ?/j 
ermittelt sich leicht aus der Gleichung (4.23): 




J x +J u - 


*x* 
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Außerdem gibt die Strecke c der Tangente an die Ellipse zwischen dem Be¬ 
rührungspunkt D und der Achse y t nach ihrer Multiplikation mit hF den Wert 
des Zentrifugalmoments J Xl y t in bezug auf die gedrehten Achsen an 1 ). In der Tat 
ist die Strecke c die Koordinate % des Punktes D im Achsensystem x x und y t , 
und daher wird sein durch die Koordinaten x Q und y 0 eusgedrückter Wert 
folgender sein [gemäß den Formeln zur Umbildung der Koordinaten (4.17)]: 

c = x 0 cos a + y 0 sin a. 

Setzen wir in diesen die Werte # 0 und y 0 (4.35) ein, so erhalten wir 


i' sin a cos « 
h 


+ 


i* cos a sin a 
h 


i\) sin 2 a 


2 


(J v — J y ) sin 2a 


2/t 


hF 


Auf Grund der dritten Gleichung (4.24) ist 

1 

~2 ^v) 5=3 J*'iVi 

und folglich 

Jx lVl =* cW, (4.38) 

Auf diese Weise werden die Trägheitsmomente in bezug auf ein beliebiges Paar 
■von Zentralachsen x 1 und y t durch die Koordinaten h ~ y% und c = des auf 
diese Achsen bezogenen Berührungspunktes-/) bestimmt. 


4.00 Berechnung des Zentrifugalmomentes — Beispiele 


Das Zentrifugalmoment spielt in den praktischen Berechnungen eine reine 
Hilfsrolle. Mit seiner Ermittlung haben wir es nur bei der Berechnung von 
Balken mit unsymmetrischem Querschnitt zu tun, wenn es erforderlich ist, 
vorher die Hauptachsen zu finden. Das Zentrifugalmoment kann man in einigon 
Fällen ohne besondere Schwierigkeit durch unmittelbare Berechnung dos 
Integrals JxydF bestimmen. Man kann auch J xv mit Hilfe der äquatorialen 

Trägheitsmomente in bezug auf die drei Achsen x , y und x x ermitteln, von denen 
zwei (x und y) senkreoht zueinander stehen, während die dritte {%) mit der 
a-Achs« einen bestimmten Winkel a bildet. Dann erhalten wir aus der ersten 
Gleichung (4.24) 


’XV 


1 (dfi-j-Jff 


sin 2« 



cos'2a 



(4.39) 


Dies ist ein sehr geeignetes Verfahren, wenn man den Winkel a =» 45° annimmt. 
Dann wird ^ 

“ *2* Jy) ~~’ Ab o » (4.40) 


Das Zentrifugalmoment ermittelt sieh besonders leicht, wenn man den Quer¬ 
schnitt in solche Teile aufteilen kann, deren Hauptzentralachsen parallel zu den 
Zentralaohsen des ganzen Querschnitts gerichtet Bind. Wendet man in diesem 


J ) Die Ableitung startinf von Prot. L. D, Proskurfaltow. 



Berechnung des Zentrifugalmomentes 
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Falle für jeden Teil des Querschnitts die Formel (4.8) zur parallelen Übertragung 
der Achsen an und beachtet, daß das erste Glied auf der rechten Seite dieser 
Gleichung bedingungsgemiiß gleich Null ist, so erhalten wir für das Zentrifugal¬ 
moment des ganzen Querschnitts die Formel 

4=2^i. (4.41) 

i -i 

worin die Querschnitte der einzelnen Teile und a { und die Koordinaten ihrer 
Schwerpunkte sind. 


Beispiel 18 

E« ist durch Integration das Zontritugnlmomont eines rechtwinkligen Droiockfi (Bild 112} 
in bezug auf die mit don Katheten zusammenfallondon Acli9on x und y und alsdann in 
bezug auf die den Katheten parallolon Zontrnlaohson x 0 und y 0 zu ermitteln. 




Teilen wir dor. Querschnitt durch parallel zur Basis verlaufende Linion in elementare 
Streifen von der Höhe dy und der Breite a auf. Dio Fläche dos Stroifons ist 

dF = a dy. 

Da aber 

n . * (A ~ V) 

h 

ist, wird folglich 

dI r « 

h 

Dio horizontale Koordinate des Schwerpunkts eines jeden Streifens ist 

« _ b{h -y) 

2 ~ 2/t * 
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Setzen wir die Worto dF und x in die Formel des Zentrifugalmomonts in bezug auf die 
Katheten ein, so folgt 

= /.»ff -/H^ » ^ *»-£/<<" - *>*»'* 

P 0 ff 

= 2^ [ /i8 / y d> J - 2/1 / y 9 ^y + / y*dy] 

= = W (4.42) 

2/t 1 \ 2 3 + 4 / 24 ' ' 


Gehen wir zu den Zcntralachsen x 0 und y 0 über, indem wir die Formel (4.8) benutzen: 

, , T , , l*h 2 bh b h b 2 h 2 „ tnx 

J *o h ~ J *v - Jah ^ ~ T 'S T ~ “ '72'• (l ' 43 * 


Boi Änderung der positiven Richtung einer von den Aclison ändert sich das Vorzeichen 
des ZoiUrifugalmomentes in das umgokehrto. 


Beispiel 19 

Es sollen dio Ilauptzontralnchson gefunden und die Trilgheitscllipso dos Querschnitts 
von der Form eines Trapezes {Bild 113) konstruiert werden. , 

Zu diesem Zweck wird das Trapez in ein Rechteck und ein Dreieck aufgoteilt und ihre 
Flüchen berechnet: 

. F t = 30 .48 = 1440 cm 8 , 


30 *48 


720 cm*, 


F = 720 + 1440 = 2160 cm«. 

Nun ormittclL man dio Koordinaten dos Schwerpunkts des Trapezes in bezug auf dioAchscn 
und y 0 , die durch den Schwerpunkt des Rechtecks gehen; 


720-8 


•= — 2,7 cm, 


S t/ 0 _ 720 • 25 


8,3 cm. 


IJb werden danach dio Achsen und y x durch den Gcsamlschworpunkt geführt und in 
bezug auf dieso mit Hilfe der üblichen Verfahren dio äquatorialen Trägheitsmomente 
berechnet, wobei wir zu dem boquemoren Maß in dm übergehen: 

J *i " ~VT + 14,4 * °’ 27a + + 7 ' 2 • °' 58 * = 39 - 9 '* dm*; 

J Vi = ^4r- 3 + 14,4 • 0,83 2 + Mä 3 - -I- 7,2 • 1,67* = 44,43 dn'i 1 . 


Das Zonlrifugalmomeni berechnen wir mit Hilfe der Formeln (4.8) und f4.43): 
J x t q = 14,4 • 0,83 • 0,27 . -i - 8 ! + 7,2 - 0,53 -1,67 - 12,48 dm*. 




Angenäherte Ermittlung der Trägheitsmomente 
Die Haupttrdgheitsmomente sind: 
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39,94 +44 


^+y( 39 ' 9 V 4 ' 4 -?) 1 +«,«■ 


= 42,18 + 12,68 = 54,86 dm*; 
J v = -/min = 42,18 - 12,68 = 29,5 dm*; 
12,48 


tg«x = 


44,43 — 54,86 
12,48 


= — 1,193; a x » — 50°; 


l « O -”M^2WÖ =0 ' 836la >“ 4 °" 

Die Iiftupltrllghoitsradicn sind: 

W = i x ~ “ 1.59 dm = 15,9 cm; 

rtg 5 

•min « i* = 1/2+ß 5=2 1,17 dm “ 11,7 Cm * 
Die Konstruktion der Trüghcilscllipsc ist aus Bild 113 zu ersehen. 


4.XÜ AnfleiiiUicrlc analytische und (jrnphlschc Ermittlunfl der Trilflhcitsmomento 

AVenn der Querschnitt komplizierte krummlinige oder andere Umrisse auf¬ 
weist, so wird die genaue Berechnung der Trägheitsmomente auf Grund der oben 
angeführten Methoden sehr schwierig. In derartigen Fällen kann man die Träg¬ 
heitsmomente trotzdem mit ausreichender Genauigkeit- ermitteln. Nehmen wir 
y.. B, an, daß das Trägheitsmoment des in Bild 114 dargestellten Querschnitts 
in bezug auf die vertikale Achse t/ t ermittelt werden soll. Zunächst teilen wir den 
Querschnitt durch parallel zur i/j-Achse verlaufende Linien in Streifen auf und 
Bezeichnen die Flüchen der Streifen mit AF U AF z , AF 3) ... und die Abstände 
ihrer Schwerpunkte von der Achse mit x lt a 2 , .r a ,... Bei der Berechnung der 
Flächen kann man die krummlinigen Seiten der Streifen durch Sehnen ersetzen, 
falls die Breite der Streifen nicht groß ist. Das Trägheitsmoment kann dann 
angenähert nach der Formel 

■ J Vl = AF x x\ + AF z £ -f AF 3 x\ + ... = 2^4 (4.44) 

Berechnet werden. 

Neben der geradlinigen Ausrichtung der krummlinigen Seiten der Streifen 
Besteht die Annäherung noch darin, daß wir das Trägheitsmoment des Streifens 
als Produkt AFx- ermitteln und das Trägheitsmoment des Streifens in bezug auf 
seine Zentralachse vernachlässigen. Es ist offensichtlich, daß bei unendlicher 
"Verringerung der Breite der Streifen die Summe auf der rechten Seite der Glei¬ 
chung (4.44) ihren Grenzwert ( a 2 tlF haben wird. d. h. den genauen Wert des 
T rägheitsm oment es. 



126 


Trägheitsmomente ebener Figuren 


Die angenäherte Berechnung nach der Formel (4.44) kann durch eine von 
0. Mohr vorgeschlagene graphische Konstruktion ersetzt werden. Nehmen wir 
die Flachen der Streifen als Vektoren an, die parallel zur 34 -Achse in den Schwer¬ 
punkten angreifen, und zeichnen wir für diese ein Kräfte- und Seilpolygon 
(Bild 114). Der Polabstand H des Kräftepolygons hat dabei die gleiche Dimension 
(Länge ) 2 wie die Vektoren AF. Verlängern wir alle SeiMrahlen des Seilpolygons 




bis zum Schnitt mit der j^-Achse in den Punkten a, b y c, d, ..., g, dann orhalton 
wir in der Zeichnung eine Roiho von Dreiecken kab, lbc t ..., pfq. Untersuchen 
wir, welche Worte die Flächen dieser Dreiecke haben. 

Eine betrachtete Flüeho sei kab = —da aber das Produkt ab mit dom 

Polabstand H gleich dem statisohen Moment des Vektors AF t in bezug auf die 
Achse 34 (siehe Kap. 5.9) und demnach ab>H — AF t * x x ist, so ist folglich die Fläche 


kab — 


AF x x\ 
2 H * 



Angenäherte Ermittlung der Trägheitsmomente 
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Analoge Werte erhalten wir für die Flächen aller übrigen Dreiecke: also Fläche 

AF Z x\ A F a xj 

Ibc = •■•--- , Fläche mcd— ■ a usw. 

It l'l i» tx 

Die Summe der Dreiecksflfichen ergibt die Fläche klmopqak, die durch das 
Soilpolygon mit den verlängerten äußersten Seiten und der i^-Achse begrenzt 
ist. Bezeichnen wir diese Fläche mit co, so daß 

1 yAF<x} 

(X) ~2U + AFz4 + AF * X * 2 H 


oder auf Grund der Gleichung (4.44) 


co — 



woraus 

J Vl « 2Ha) (4.45) 

wird, d. h. der angonäherte Wert des Trägheitsmomentes ist gleioh dem Produkt 
des doppolten Polabstandes mit der Fläche, die durch dio Trügheitsachsa und 
das Soilpolygon mit don verlängerten äußersten Seiten begrenzt ist. Zeichnet man 
an Stelle des Seilpolygons die Grenzkurve, die sicli bei beliebiger Vermehrung 
der Anzahl der Querschnittsstroifen ergibt, so kann man auf graphischem Wege 
auch don genauen Wert dos Trägheitsmomentes ermitteln. Wenn die Ermitt¬ 
lung des Trägheitsmomentes in bezug auf die Zontralachse y des Querschnitts 
gefordert wird, so ergibt sich die Lage des Schwerpunkts durch den Schnitt¬ 
punkt der verlängerten äußersten Seiten des Soilpolygons, und das Trägheits¬ 
moment J y wird gleich 2 Hco\ worin co' die im Bild 114 schraffierte Fläohe 
ist. Zur graphischen Ermittlung des Trägheitsmomentes in bezug auf die hori¬ 
zontale Achse muß man die Aufteilung des Querschnitts entsprechend ändern, 
d. h. indem man ihn durch horizontale Linien in Streifen zerlegt. 



5 Biegung des geraden Balkens. Äußere Kräfte und Kräfte an der 
Schnittfläche des Balkens 

ß.t Autlaoerbclftstlgunflsorten von Balken 

A. Im Abschnitt 2 sind die Formänderungen und Spannungen untersucht 
worden, die sich im Balken unter der Einwirkung von längs seiner Achse ge¬ 
richteter äußerer Kräfte ergeben. Jetzt gehen wir zu dem Studium der Wirkung 
von senkrecht zur Balkenachse gerichteten Kräften über. Darauf wird man sich 
mit der Wirkung von Kräften, die die Balkenachse unter einem beliebigen Winkel 
schneiden, befassen können, indem man jede Kraft in Komponenten längs der 
Balkenachse und senkrecht zu ihr zerlegt., 

Ein gerader Balken, der der Wirkung von Kräften ausgosotzt ist, dio sich im 
Gleichgewicht befinden und seine Achse unter einem rechten Winkel schneiden, 
erleidet die Erscheinung der Biegung, die darin besieht, daß sich die anfänglich 
gerade Balkenachse krümmt. Dabei werden sich, wie wir das weiter sehen werden, 
die Fasern an der konvexen Seite des Balkens verlängern und an der konkaven 
Seite verkürzen. Die Ermittlung der erwähnten Formänderungen und dor mit 
ihnen verbundenen Spannungen sowie der Verschiebungen dor Punkte der 
Balkenachse, die dio Form der gebogenen Achse bestimmen, stellt die Aufgabe 
der Biegungstheorie dar. 

Am leichtesten kann die Aufgabe für den Fall einer einjachen ebenen Biegung 
gelöst werden, dio im Balkon vor sich geht, wenn alle äußeren Kräfte in einer 
Ebene Hegen, die durch die Balkenachse geht, und wenn die Querschnitte des 
Balkens zu dieser Fläche symmetrisch sind. Hierbei stellt dio gebogene Balken¬ 
achse eine ebene Kurve dar, die infolge Symmetrie in der Wirkungsebone der 
Kräfte liegt. Eine ebene Biegung erleiden die Balkon, d. h. horizontale Balken, 
die auf irgendwelchen Lagern ruhen und der Wirkung einer vertikalen Belastung 
ausgesetzt sind. Zu den äußeren Kräften, die auf den Balken wirken, gehören 
auch die Auflagerreaktionen, mit deren Ermittlung gewöhnlich dio Berechnung 
des Balkens beginnt 1 ). 

Da in der Praxis sehr geringe Krümmungen (Durchbiegungen) der Balkon zu- 
gelassen werden, so werden wir eine durch dieso horvorgerufono Änderung der 
gegenseitigen Lage der äußeren Kräfte vernachlässigen, d. h. heim Studium der 
statischen Seite der Biegung werden wir den Balken als absolut starr ansehen. 
Außerdem werden wir wie auch früher annehmen, daß dio Quorabmessungen des 
Balkens im Vergleich zu seiner Länge nicht groß sind und daß die in ihm sich 
ergebenden Spannungen die Proportionalitötsgrenzo nicht übersteigen. 

Es wäre zu bemerken, dap in der Biegungstheorie die statische Seite sein* ent¬ 
wickelt ist; das vorliegende Kapitel ist ihr daher gewidmet, 

>) Ein anderer Gnngder Berechnung kommt ln bezug aut statisch unbestimmte Balken vor, deren 
Auflagerreaktionen nicht unmittelbar nus den GleichgewlchtshedIngungon ermittelt worden kennen. 
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B. Bei der Berechnung der Balken unterscheidet man folgende hauptsächliche 
AuflagerbefestigungBarten: 

a) das feste zylindrische Gelenklager (Bild 115). Das Balkenende ist mittels eines 
zylindrischen Gelenks A mit dom Lagerbock D verbunden, der unbeweglich auf 
der Lagerebene m—n befestigt ist. Die Auflagerreaktion geht durch das Gelenk, 
und folglich ist ihro Lage bekannt. Ihr Moment in bezug auf den Punkt A ist 
gleich Null, d, h. M A ~ 0. Unbekannt bleiben ihre Größe und Richtung, die 
voll und ganz durch die Komponenten X A und Y Ä der Kraft A bestimmt 
werden. Das durch das Gelenk befestigte Balkenende kann weder eine vertikale 
noch eine horizontale Verschiebung erleiden, aber der Balken (wenn er keine 
andoron Auflager hat) kann sich frei um das Gelenk drohen, wobei angenommen 
wird, daß eine Reibung nicht vorhandon ist. 




b) Das bewegliche zylindrische Gelenklager (Bild 116) unterscheidet sich von dem 
vorherigen dadurch, daß der Lagerhoek D auf zylindrischen Walzon 1 ) angeordnet 
ist, bo daß dor Balkon außor Drehungen um das Golenk A auch Verschiebungen 
parullol zur Lagerebono m—n orloiden kann. Vernachlässigt man die Reibung der 
Walzon, bo kann man sagen, daß das Lager der erwähnten Verschiebung (in 
unsorom Falle oinor horizontalen Verschiebung) keinen Widerstand entgegen¬ 
setzen kann, d. h. dio horizontale Komponente dor Reaktion ist X A = 0. Die 
Richtung dor Reaktion ist folglich bekannt, denn sie ist immer senkrecht zur 
Ebono m—n gerichtet, und als Unbokannto verbleibt lediglich die Größe Y Ä der 
Reaktion. 

Die in Bild 116 gozoiglo Konstruktion kann ein Abheben des Bölkonendes 
nicht verhindern. Wird dio Möglichkeit eines derartigen Abhebens befürchtet, so 
müssen zusätzliche konstruktive Maßnahmen getroffen werden, die dies ver¬ 
hindern. Wir nehmen im weiteren an, daß das bewegliche Lager fähig ist, sowohl 
eine positive als auch eine negative Reaktion zu liefern (als positiv schon wir eine 
Kraft an, dio in Übereinstimmung mit der gewählten Richtung der y-Achse nach 
oben gerichtet ist). 

o) Das feste Klemmlager odor dio sogenannte starre F/inspannung des Balkens 
(Bild 117). Eine Befestigung wird so genannt, bei der der Abschnitt AA' der 
Balkonaohse A x an dor Bofestigungsstelle bei beliebigen Formänderungen unver- 
schiebbar bloibt und Bich nioht droht. Nimmt man don Balkon als absolut starr an, 

>) Antn, d, deutschen Redaktion: Die Erzielung eines Iftngsbowegllchon (gleitenden) Lagers Ist nicht 
nur auf zylindrische Walzen bcschrflnkt. Allerdings haben diese Art Lager wohl don geringsten Gleit« 
widerstand. 

O Wllnnnnkh I 
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so gewährleistet offenbar die Befestigung des Endes eine vollständige Unbeweg¬ 
lichkeit des Balkens. 

Die an den Berührungsebenen ac, cd und dh des Balkens mit dem Auflager ver¬ 
teilten Reaktionskräfte können zu einer Resultierenden A zusammengofaßl 
werden, deren Größe, Richtung und Lage unbekannt sind. Um die Lage dfer 
Kraft A festzulegen, ersetzen wir die Einspannung durch ein festes Gelenklager 
mit dem Gelenk im Punkt A (Bild 117). Wir übertragen die Kraft A in das Gelenk 
und fügen nach den Regeln der Statik ein angreifendes Krüftepaar M A hinzu, 
das die Drehmöglichkeit des Balkens um das Gelenk ausschließt (Bild 118). Es 
ist ganz offensichtlich, daß das Reaktionsmoment M A gleich und entgegengesetzt 
dem Moment aller übrigen auf den Balken wirkenden Kräfte in bezug auf das 
Gelenk sein muß. Auf diese Weise ist die Reaktion einer festen Einspnnnung des 
Balkenendes durch drei unbekannte Werte X M Y A und M A charakterisiert. 




c. Es ist üblich, die Auflagerbefestigungen der Balken mit Hilfe sogenannter 
Auflagerstäbe, die mittels Idealgelenken (ohne Reibung) mit dem Balkon und 
Auflager verbunden sind, darzustellen. Das festo Gelenklager (Bild 119, a) wird 
dabei durch zwei Stäbe Ac und Ad dargestellt; der ersto von diesen läßt keine 
horizontalen und der zweite keine vertikalen Verschiebungen zu, wobei sio eine 
Drehung um das Gelenk A zulassen. 

Die gleichen Bofestigungsbedingungon werden erfüllt, wenn man die Stäbe, wie 
in Bild 119, b gezeigt, anordnet. In beiden Fällen setzt sich die Reaktion aus zwei 



Komponenten zusammen, die als Kräfte in den Auflagerstübon erscheinen und 
offensichtlich längs der Stäbe gerichtet sind. Aber dies hindert uns nicht, sich 
auch im Falle des Bildes 119, b wie früher mit der vertikalen und horizontalen 
Projektion X A und Y A der Kraft A zu befassen. 

Das bewegliche Golenklager (Bild 120) wird durch einen senkrecht zur Auf¬ 
lagerebene m—n gerichteten Stab dargeatellt. Indem dieser Stob sich um dos 
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Gelenk d dreht, läßt er parallel zur Auflagerebene gerichtete Verschiebungen des 
Balkenendes zu. Die Richtung der Reaktion fällt, immor mit der Richtung des 
Stabes zusammen. Die Verschiebungen des Gelenks, die im Ergebnis der Form¬ 
änderungen des Balkens erscheinen, sind sehr gering, so daß man ein gewisses 
Absenken des Balkenendos bei einor Drehung des Stabes Ad als einen Kleinst¬ 
wert zweiter Ordnung sowie auch eine Abweichung der Reaktion Y A von der 
Vertikalen vernachlässigen kann. Manchmal wird die Auflagerebene schräg 
angeordnet, wobei der Stab Ad zu dieser stets senkrecht verbleibt (Bild 120, b). 



Das foste Klemmlager des Balkons wird durch Hinzufügung eines dritten 
Stabes ef zu dem Schema auf Bild 119, der eine Drehung des Balkenendes um das 
Gelenk A (Bild 121, a) nicht zuläßt, dargestellt. Es wird aber auch eine ver¬ 
einfachte Darstellung der Einspannung gemäß Bild 121, b angewandt, bei der 
man an daB Vorhandensein von drei Stäben an der Auflagerbefestigung denken 
muß. 


W 



Der Vorteil der Stabschemen für die Auflager besteht außer der Übersicht¬ 
lichkeit darin, daß die Anzahl der unbekannten Größen (der Koordinaten), die 
die Auflagerreaktion bestimmen, immer gleich der Anzahl der Auflagerstäbe ist. 
Dies ermöglicht os, die Frage über die statische Bestimmtheit des Balkens durch 
einfaches Zählen der Gesamtzahl der Stäbe an allen Auflagern und durch einen 
Vergleich mit der Anzahl der Gleichgewichtsgloichungen (-bedingungen) leicht zu 
entscheiden. 

Wenn alle auf den Balkon wirkenden Kräfte in einer Ebene liegen, die durch 
die Balkenachse geht, so liefert die Statik zur Bestimmung der Auflagerreaktionen 
dio Gleichgewichtsgleichungen (-bedingungen) =0, = 0 und = 

Der Balken ist statisch bestimmt, wenn die Anzahl der unbekannten Koordi¬ 
naten, dio die Auflagerreaktionen bestimmen, gleich der Anzahl der Gleichungen 
ist, d, h. auf drei Werte zurückgeführt werden kann. Folglich muß die Befestigung 
des Balkens mittels dreier Stäbe verwirklicht sein. Bei einer größeren Anzahl 
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derselben ist der Balken statisch unbestimmt. Wenn aber die Zahl der Auflager¬ 
stäbe kleiner als drei ist, su gewährleistet die Befestigung nicht die Unbeweglich¬ 
keit des Balkens. Betrachtet man tatsächlich einen freien Balken als starren 
Körper (Scheibe), so kann er in der Wirkungsebene der Kräfte drei Arten von 
Verschiebungen aufweisen: fortschreitende Verschiebungen, parallel zu den 
Koordinatenachsen .« und y und eine Drehung um irgendeinen Punkt der Ebene. 
Eine beliebige Verschiebung kann in diese drei Komponenten zerlegt werden. 
Der Ballten hat, anders ausgedrückt, in der Wirkungsobeno der Kräfte drei 
Freiheilsgrade. Aus dem Vorhergehenden ist leicht zu ersehen, daß jeder Auf- 



Bild 122 

lagerstab einen der Freiheilsgrade aufhebt; folglich gewährleistet eine Befestigung 
des Balkens durch drei Stäbe die geometrische UnVeränderlichkeit seiner Lage 1 ). 

Den Abstand zwischen den Auflagern nennt man dio Stützweite des Balkens, Es 
können offenbar nur zwei Arien von statisch bestimmten Balken mit einer 
Öffnung Vorkommen. 

1. Balken mit einem eingespannten und dem anderen freien Ende (Bild 122, n) 
und 2. Balken mit einem festen und dem anderen beweglichen (idenklagcr 
(Bild 122, b und c). Im letzten Falle heißen die überragenden Enden des Balkens 
KoiiMilon und der Balken selbst Konsolbulkcn (Konsolträger). 

D, Die tatsächliche Ausführung der Lager der Balken entspricht, bei weitem 
nicht immer den auf Bild lio, 110 und 117 gezeigten Konslruktionssehemcn. In 
der Praxis worden nur für schwere Balken großer Stützweiten Einrichtungen für 
die Beweglichkeit eines der Auflager (Walzen) vorgesehen. Im grüßten Teil der 
Fülle setzt man jedoch die Balkenenden auf unbewegliche Lager. Wenn hierbei 
die Stützung der Enden gelenkig angeordnet ist, d. )i. die Drohung der Ulriken- 



Bild 123 


enden um den Mittelpunkt des Lagers nicht verhindert wird, so wird sie durch 
das in Bild 123 gezeigte Schema dargestellt. Bei einer vertikalen Belastung 
eines solchen Balkens entstellen außer den vertikalen Reaktionen V A und V„ 
auch horizontale Reaktionen (I , die ein Nähern der Balkenenden bei der Durch¬ 
biegung ver hindern. Hier haben wir, streng genommen, einen statisch tmbe- 

fcdmek^wl lll58C!, ' Gl!^t, tlnß tllc ^* L * llu,,8cn a * Icr nldil parallel sind und sicli nlclii ln einem Putride 
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stimmten Fall, da die Gleichung = 0 nicht die Möglichkeit gibt, die Kräfte H 
zu ermitteln, sondern nur darauf hinweist, daß sie gleich und entgegengesetzt 
gerichtet sind. In der Praxis kann man einen solchen Balken jedoch mit aus¬ 
reichender Genauigkeit wie einen statisch bestimmten Balken nach dem Schema 
des Bildes 122, b berechnen, d. h. man kann ein Auflager als beweglich ansehen. 
Dieses ist dadurch begründet, weil bei geringen Durchbiegungen des Balkens die 
Spannungen infolge Zug durch die Kräfte H im Vergleich mit den Biegungs¬ 
spannungen gering sind, so daß sie nicht berücksichtigt zu werden brauchen. 

Beginnt man die Berechnung eines Balkens, so muß man in erster Linie 
klären, mit welchem von den auf den Bildern 119,120 und 121 veranschaulichten 
drei Grundtypen der tatsächliche Charakter der Befestigung der Enden die größte 
Ähnlichkeit hat, und ein entsprechendes Berechnungsschema annehmen. 

Es wird angenommen, daß der Balken auf zylindrisch gewölbten Stützen 
ruht 1 ) (Bild 124, a). Hier sind beide Auflager unbeweglich, aber die freie Drehung 
der Balkenenden boi der Durchbiegung ist gewährleistet. Es kann daher auf 
Grund des oben Gesagten die Berechnung nach dem Schema 122, b durchgeführt 
werden, indem man als Spannweite l den Abstand der Stützpunkte annimmt. 




Bild 12i 


Betrachten wir einen anderen Fall: ein Träger äus Stahl ist mit seinen Enden 
in das Mauerwerk einer, Wand verlegt (Bild 124, b). Wenn die Länge des Auf¬ 
lagerteils a nicht groß ist, sq ist infolge der lockeren Einspannung und des 
Zusammcndrückens dos Mauerwerks immer eine geringe Drehung der Balken- 
endon möglich. Dies gestattet uns, beide Auflager als gelenkig anzusehen. Als 


i) Anm, d. deutschen Redaktion: Sogenanntes Wälzlager, 
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Berechnungsspannweite l kann man in diesem Falle die Entfernung zwischen den 
mittleren Punkten der Auflagerstrecken des Balkens annehmen. Auf Grund 
gleicher Überlegungen kann man bei der Biegungsberechnung einer mittels 
zweier Lager gestützten Welle (Bild 124, c) als Berechnungsspannweite den 
Abstand der Lagerachsen annehmen. 

Bei einem in einer Wand eingespannten Konsolträger (Bild 124, d) beeinflußt 
eine geringfügige Drehung am Auflager die Arbeit des Balkons praktisch nicht, 
und daß Schema auf Bild 122, a entspricht daher diesem Falle voll und ganz. 
Hierbei muß das Mauerwerk der Wand an der Einspannungsstelle gegen Zer¬ 
störungen unter den Druokeinwirkungen des Balkenendes gesichert werden, was 
z. B. durch eine tiefe Einmauerung, durch Unterlegen von Stahlplatten, die den 
Druok auf eine größere Fläche verteilen, usw. erreicht werden kann. 

5.2 Ermittlung der Auflogerreaktionen 

A. Wir wollen an Beispielen den Gang der Berechnung zur Ermittlung der Auf¬ 
lagerreaktionen infolge einer Belastung durch Einzelkräfte aufzeigen. 

Beispiel 20 

Ein Balken auf zwei Auflagern (Stützen) ist durch eino Kraft P belastet, die unter dem 
Winkel a zur BalkenaohBe geneigt ist (Bild 125). Die Auflagerreaktionon sind zu ermitteln. 

Wir zerlegen die Kraft P in eine vertikale und eine horizontale IComponento V und //: 

H — P cosa, y = PBinß, 

Die Auflagorroaktioncn wordon auf drei unbokannto Kräfte X A , Y A und Y B zurück- 
gefüln-t. Nachdem man dioso aus don Gleiohgewiohtabodingungon bestimmt hat, kann 



man leicht (wenn dies notwendig ist) die volle Reaktion A und ihren Neigungswinkel zur 
Waagerechten finden. Indem wir don Koordinatenachsen x \ind y die in Bild 125 nn- 
godoutoto Richtung geben, nehmen wir an, daß allo droi ReaktionekrUfto positiv, d. h. 
auf die positive Seite der Achsen x und y gerichtet Bind 1 ). Wir stellen dann dio droi Gleicb- 
gewichtsgloichungen auf, wobei wir als Momentondrchpunkt don Punkt B wühlen; 

2M~Y A l-Va = 0; Y Ä ■=> ; 

2 1 y = L + L - ^ ~ —y + Y B — V <== 0; Y b —v{\ — j ; 

_= 0 ; X a ~H. 

Reaktlojiskrflfte nn, so muß man die ihnen entsprechenden Auflager- 
staue selbstverständlich als entfernt ansehen. 
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Die positiven Vorzeichen in den Resultaten weisen darauf hin, daß die auf der Zeichnung 
angenommenen Richtungen der Reaktionskräfte richtig gewählt waren. Im Falle eines 
negativen Vorzeichens des Ergebnisses hätte die betreffende angenommene Richtung in 
die umgekehrte geändert werden müssen. 


Beispiel 21 

Es sind die Auflagercaktionen eines Balkens zu ermitteln, der an einem Ende ein- 
gospannt und durch die vertikalen Lasten Pi und P 3 belastet ist (Bild 126). Die Reak¬ 
tionen eines solchen Balkens werden durch die drei Werte X At Y A und M Ä ausgedrückt. 

Aus der Bedingung EX = 0 finden wir X& = 0, da die Projektionen der vertikalen 
Kräfte P v P 3 , Y a und des Momentes (des Paares) M A auf die horizontale Achse den Wert 
Null ergeben. Nimmt man an, daß das Reaktionsmoment M A (Einspannmoment) im 
Gegensinne des Uhrzeigers eine Drehung ausübt und die Reaktion Y Ä nach oben gerichtet 
ist, so ermitteln wir diese aus der Gleichgewichtsbedingung EY = 0 und EM = 0, 
indem wir als Momentendrehpunkt den Punkt A wählen: 

— M A + -Pj«! + Pa«2 — 0; 

M a — P^ -f Pjß 8 i 

Ya - Pi - P 3 - 0; 

^ - Pi + P 2 - , 

Die positiven Ergebnisse weiser auf die Richtigkeit der gewählten Richtung für Y A und 
M a hin. 

Iis ist zu ersehen, daß bei einer Vertikalen Belastung des Balkens die horizontalen Kom¬ 
ponenten der Auflagerroaktionen immer gleioh Null sind, und daß daher die Reaktionen 


y 

Ya\ 

W 

_ 1 


: 1 

4 




ct 

mm 

-*- (Lj - ► 


n % 

Bild 126 



au! nur zwei unbekannte Kräfte zurückgeführt worden (ILt und Yß bei einem Balken auf 
zwei Stützen und Y A und M Ä bei einem Balken mit einem eingespannten und einem freien 
Ende), zu deren Ermittlung wir zwei Gleichungen haben: 

EM = 0 und EY = 0. 

B. Leiten wir hier einmal allgemeine Formeln für die Auflagerreaktionen eines 
Balkens auf zwei Stützen bei vertikaler Belastung ab (Bild 127), wozu wir ver¬ 
einbaren, im folgenden die Werte der linken und rechten Reaktion durch A und B 
zu bezeichnen, und stellen nun die Momentengleichungen in bezug auf die 
beiden Auflagergelenke auf: 

Al — Pl°l H“ Pä a i - Pgöy P 4 ^4 — 0 » 

- Bl 4 * 1\{1 - öl) - l\(l - a 2 ) + p 3 (l - <t t ) + Pi (l ~ «4) - 0 
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itzt man zur Abkürzung: 

— Pt a i ~f' P* 0 * — P* 0 * ~~ Pi a t “ 2 Mn, : 

Px(l - ch) - P*Q - «*) + PS - «a) + PS - «*) = 2 M Ai 
) erhalten wir Al~\- 2 — 0 und — Bl 4- 2 — 0 

nd hieraus & — — , 

B r* 

ei dieser Ableitung wurde die Richtung beider Auflagerreaktionen als positiv 
ngenommen, wenn sie, wie dies in Bild 127 gezeigt ist, nach oben wirken. 

Die ermittelten Formeln für die Auflagerreaktionen bei einer Belastung durch 
linzelkrftfte behalten auch bei anderen Bolastungsarton ihre Gültigkeit. Die 
lenutzung der Formeln (5.1) beschleunigt die Ermittlung der Auflagerreaktionen, 
nd es wird daher empfohlen, diese anzuwenden, ohne jodes Mal erst die Gloich- 
ewichtsbedingungen aufzustollen. Wenn wir die Auflagerreaktion A oder B auf 
jrupd einer der Formeln (5.1) ermittelt haben, so bestimmen wir die andero 
Luflagerreaktion aus der Gleichung = 0, während die zweite der Formeln 
5.1) zur Kontrolle dienen kann. Es ist zu beachten, daß die Worto 2Ma und 
yMjj hier die Summe der Momente aller aktiven Kräfte (dor Belastung) in bezug 
uf die Auflagorgelenko bezeichnen. 

i.ß Kontinuierlich verteilte Belastung und Belastungsllnle 
Auflntyerdrücko hei kontinuierlich verteilter Belastung 

A. Oft ist die Belastung durchgehend Über die Länge dos Balkons vertoilt. 
Dieser Art ißt z. B, die Wirkung dos Eigengewichts dos Balkons, das Gewicht 
ilner Überdeckung, die Belastung durch Schüttgüter usw. 

Wenn man hei gleichmäßiger Verteilung dor vertikalen Belastung dio auf den 
Dalken wirkende Gesamtlast Bq 1 ) durch dio Stützweite l dividiert, so orhalton wir 
/? 

len Wert j dor die auf die Längeneinheit dos Balkens ontfallondo Kraft 
oder die BelastungsgrÖßo) ausdrückt. Wir wollen den Wert 5 kontinuierlich ver¬ 
teilte Last nennen. Ihre Dimension ist , z, B. kg/m. 

Länge Dl 

Wenn die Verteilung der kontinuierlichen Belastung ungleichmäßig ist, so 
ärhalten wir, indem wir an einer beliebigen Stelle des Balkons oinon kleinen 
Abschnitt von der Länge A x nehmen und die auf dieser Strooko wirkende Last 
nit AR bezeichnen, den mittleren Wert dor kontinuierlich vorteilten Last auf 

dem Abschnitt Ax in folgender Form: q m = Gehen wir zu dom Grenzwert 

für Ax -* 0 über, so finden wir den Wort der kontinuierlich verteilten Last im 
gegebenen Punkt des Balkons: 

q = hm -j—. 

—-—— A x 

*) -dnm. d, deutschen Redaktion; In Deutschland gebräuchlich Q, bezogen auf q . I, 
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Wenn man den Wert q in irgendeinem Maßstab in Form von Ordinaten an den 
entsprechenden Balkenpunkten abträgt, so erhalten wir die graphische Dar¬ 
stellung der Änderung der kontinuierlich verteilten Last längs der Balkenlftnge. 
Eine derartige graphische Darstellung (Bild 128, a) nennen wir die Belastungs¬ 
linie und die der Belastungslinie entsprechende Fläche die Belastungsfläche, 

Bei gleichmäßiger Belastung ist die Belastungsordinate in allen Punkten des 
Balkens gleich (Bild 128, b), und die Belastungsfläche hat daher die Form eines 
Rechtecks. 



Wenn die Belastungsfläche gegeben ist, so ist es nicht schwer, die umgekehrte 
Aufgabe zu lösen, nämlich die Last (Kraft) zu finden, die auf den ganzen Balken 
oder nur auf einen Balkenabschnitt von der Länge cd (Bild 128, b) wirkt. Bei 
gleichmäßiger Belastung ist es hierfür nur erforderlich, die Belastungsordinate 
mit der Länge der Strecke cd m multiplizieren: 

Red — qcd. 

Das Ergebnis hat die Dimension einer Kraft und wird graphisch durch die 
Fläche deB Rechteoks cmnd dargestellt. 

Hx 



Bei ungleichmäßiger Belastung grenzen wir im Abschnitt cd ein unendlich 
kleines Element von der Länge dx (Bild 129) ab. Die Höhe der Belastung auf der 
Strecke dx können wir als konstant ansehen. Die Teillast di?, die auf der Strecke 
dx wirtet, stellt sieh als Fläche des auf der Zeichnung schräg schraffierten 
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elementaren Rechtecks di? « qdx dar. Summieren wir die Fläohen der Rechteck¬ 
streifen zwischen den Punkten c und i 1 so erhalten wir den Teil cmnd der 
Belastungsfläche, die die auf den ganzen Abschnitt cd entfallende Last darstellt. 

Wenn man die Belastungshöhe q als Funktion der Abszisse q = f(x) aus¬ 
drückt, so kann man die Fläche cmnd durch Integration berechnen: 

(C. x t 

R C d = 1 <]dx = j f{x)dx. 

Xi «1 

Die gesamte den Balken durchbiegende Last i? 0 finden wir, wenn wir die 
Grenzwerte der Integration entsprechend ändern: 

i 

i? 0 = / g dx. 
o 

Wenn jedoch der analytische Ausdruck q « f(x) Bich als kompliziert erwoist, so 
geht man zu einer nöherungsweison Berechnung der Bolastungsflftche über, in¬ 
dem man sie durch vertikale Linien in mehrere Abschnitte auftoilt, die Belastungs¬ 
linie auf der Strecke jedes Abschnitts geradlinig ausrichtot und die Flächen der 
so erhaltenon Trapeze summiert. 

B. Nehmen wir an, daß auf einen Balken eine kontinuierliche ungleichmäßige 
Belastung q — f(x) wirkt (Bild 130). Wir teilen dann den Balken in unendlich 
kleine Abschnitte von der Länge dx auf und ersetzen die kontinuierliche Be¬ 



lastung in jedem Abschnitt durch eine Einzelkraft q dx , die zahlenmäßig gleich 
der Fläche des elementaren Rechtecks min' nn ist. Zur Ermittlung der rechten 
Auflagerreaktion B benutzen wir die Formel (5.1): 

l 

Das Moment der Teillast qdx in bezug auf das Auflager A, dio im Abstund x 
von diesem entfernt ist, ist gleich qdx • x. Das Moment der Gesamlbelnstung 
finden wir als Summe aller Teilkräfte, in die wir dio Belastung aufgoleilt haben: 

1 / 

2 — 2 ( J * x ~ / 7 dx • x. 


(5.2) 
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l 

Die rechte Auflagerreaktion ist: B — J x . 

o 

Nach dem Lehrsatz über das Moment der Resultierenden kann der Ausdruck 
(5,2) durch das Produkt der Resultierenden B 0 der Gesamtbelastung mit ihrem 
Hebelarm x 0 in bezug auf das linke Auflager ersetzt werden: 


Dann wird 


i 

(qxdx — i? 0 ;r fl . 
o 


B 


B(]X 0 
l ' 


(5.3) 


da aber 
ist folglich: 

und hieraus: 


i 

Bq = fqdx, 
o 

i t 

/ qxdx = x e J qdx 
a ü 


/ qxdx 



(5.4) 


Der Zähler der Formel (5.4) stellt das statische Moment der Belastungsfl&che 
AabB in bezug auf die y-Achse und der Nenner die Größe dieser Fläche dar. 
Das bedeutet, daß x 0 dio Koordinate des Schwerpunkts der Belastungsfiäche ist. 
Hieraus folgern wir, daß dio Rosultierende der kontinuierlichen Belastung immer 
durch den Schwerpunkt der Belastungsfl&che geht 1 ). 

Die Aufgabo zur Ermittlung der Auflagerreaktionen ist besonders leicht zu 
lösen, wenn die Bolaslungslinio eine einfache goometrische Figur darstellt (z. B. 
ein Dreieck, ein Trapez u. dgl.), deren Fläche und Schwerpunktslage man leicht 
unmittelbar auf Grund bekannter Lehrsätze aus der Geometrie errechnen kann, 
so daß sioh oine Integration erübrigt. 



Beispiel 22 

Es sind dio Auflagerreaktionen eines Balkons infolge der Wirkung einer kontinuierlichen 
Belastung in Form eines Dreiecks (Bild 131), dessen größte Bolaatungshöhe q a sich im 
Abstande a vom linken Auflager boflndet, zu ermitteln. 


‘) Es Ist durchaus verständlich, daß die Resultierende eines beliebigen Abschnitts der durch» 
gehenden Belastung (Bild 129) durch den Schwerpunkt des entsprechenden Teiles cmna der Be» 
mstungsflftcho geht. Zura Beweis braucht man ln der Formel (5.4) nur die Grenzwerte der Integration 
zu ändern. 
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Die Resultierende der Belastung wird durch die Fläche des Dreiecks ABD bestimmt; 



>on Abstarid des Draiecksachwcrpunktos vom linken Auflager bestimmen wir als das 
rithmotiacho Mittel der Abstände soinor drei Scheitelpunkte 1 ): 

„ _ 0-f-ß-f-i a, l 

*- - - « 

Bio Rooktiononsind B « — TT * ~~ ' ~ = — l + - 

l 12 5 1 6 ’ 


A — Jl B — (Jal - a ) _ %( 21 - «0 _ 7«(J-|-&) 

2 6 6 6 

der unmittelbar vl =- — = — ~ (* ~ fsj S*!L dl ^ 

i i 6 




In den Borcclmungon kommen nicht selten Belastungen vor, die sich nach einem pora- 
oliachon Gosot« ändern. Ea ist daher zweckmäßig, sich die Worte der Flächen F und der 
Coordinaton x dor Schwerpunkte der aufgeführton Figuren {Bild 138) zu morkon: 


M Dor Lehrsatz darüber, daß <Iio Koordinate des Schwerpunkts der Drelecksflöcho gleich dom 
rltbmotlschen Mittel der Koordinaten soinor drei Scheitelpunkte Ist, wird gewöhnlich in dio Lohr- 
hehcr der Annlytlsclion Geometrie nicht aulgenommen. Daher führen wir einen vori den Beweisen 
n. Zeichnet man in das Dreieck die Mittellinie AB ein (Bild 132), so erhalten wir dio Abszisse des 
’unklca E 

xd + XL 
XS - 2 -' 

Aus der Gcomolrlo Ist uns bekannt, daß dor Schwerpunkt C auf dor Mittellinie liegt und ihre Länge 
n Verhältnis 2 ; 1 tollt. In demselben Verhältnis teilt die Projektion des Punktes Cauf eine bellcbfgo 
.chso die Projektion der Strecke AE, Die Abszisse des Schwerpunktes kann daher wie folgt aus- 
«drückt werden; 

*f =* *A + “ <XB — Xa)=’X A + —• 


X t « 


XA + XB -h XD 

S 


der 


Kräfte an Balkenschnittflächen — Biegemoment — Querkraft ~ Vorzeichenregel 141 

2 

a) parabolisches Segment AEB: F 1 = {2 b) ■ h\ x l = b\ 

O 

)>) Segmenthalfte AED: F^ = bh\ a; 2 = A 

ü O 

c} parabolisches Dreieck (Ilohlparabel) ACE unter der Bedingung, daß CE dio Tangente 
ist: F a =jbh\ a' 3 ^ — 6 1 !. 

5.4 Krttfto an der Schnittfläche des Balkens 

Biejjcmomcnt und Querkraft — Vorzelehenreflel 

A, Nach der Ermittlung der Auflagerreaktionen sind alle auf den Balken 
wirkenden äußeren Kräfte bekannt, und wir können daher zu der Untersuchung 
der inneren Kräfte bei der Biegung übergehen. Dabei vereinbaren wir, die Ebene, 
in der die äußeren Kräfte wirken, als Kraftebene zu bezeichnen. 

Zunächst untersuchen wir einen horizontalen Balken (Bild 134), der sich unter 
der Einwirkung eines im Gleichgewicht befindlichen Systems von vertikalen 
Kräften P lt P 2 , > • P^ (zu diesen gehören auch die Auflagerreaktionen) im 
Zustande der Biegung befindet. Zum Zwecke des Auffmdens und der Ermittlung 
der inneren Kräfte an einer beliebigen Stelle des Balkens wenden wir das all¬ 
gemeine Verfahren an, d. h. wir fuhren einen Schnitt «—6, entfernen den linken 


Bild 131 

Teil des Balkens mit den an ihn angreifenden Kräften und ersetzen 

ihren Einfluß auf den rechten Teil durch Kräfte odF und rdF, die sich über den 
Querschnitt (Bild 135) verteilen. Es ist völlig klar, daß das System dieser Kräfte 
in statischer Hinsicht dem System der linken Kräfte P v . . P 4 äquivalent sein 
muß, dessen Einfluß auf den rechten Teil wir analytisch in bezug auf ein Koordi¬ 
natensystem mit dem Anfangspunkt im Schwerpunkt 0 des Querschnitts «—b 
ermitteln werden. Die Achsen wählen wir so, daß die Koordinatenebene xy mit 

i) .inm, d, deutschen Redaktion: Dlo Schwcrpunktskoord hinten der Parabel differieren ja nach Art 
In geringen Grenzen. Unter Hinzusetzung der y-Werte werden hier deshalb dlo ln deutschen rnfeln 
allgemein angegebenen Schwerpunktskoordinaten nufgcftUirt; 


I, =* 

b; 

3 . 

* " *8 b 

.Tj =» 


“ 8 h 

X, = 

£*■ 

i/a = ^ 


(Man achte aut die Quotienten in den Koordinatenwerten a-j.avn i/t und y„ die sich Infolge ihres jeweils 
verwandten Aufbau* leicht dom Gedächtnis cinprflgen!) 
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der Kraftebene zusammenfällt, wobei wir die y-Achse vertikal naoh oben, die 
z-Achse horizontal und die »-Achse nach rechts längs der Balkenachse richten. 
(Bild 135 und 136). 

Ein solches Achsenaystem trögt die Bezeichnung Rechtsschraubensystem . Stellt 
man sich vor, daß die z -Achse eine Schraube mit einem Rechtsgewinde ist, so 






Bild 136 


wird die Schraube bei einer Drehung des Systems um z von der positiven Richtung 
der »-Achse zur positiven Richtung y eine Vorwärtsbewegung in Richtung der 
positiven Seite der z-Achso ausführen (ein Hinoinsohrauben der Soliraube). 

Im gewählten Achaensystom wird dor Einfluß der linken Kräfte P l} ..P 4 auf 
den reohten Balkenteil analytisch durch Gleichungen nach zwei Koordinaten- 
richtungen bestimmt: 

J£Y = - Pjt + Rj — P 8 — P 4 = 

2M, « - P,a t -h P 2 « s - i>,« 8 - P 4 a 4 - M 1 ). 

Das System der Kräfte odF und rdF, die (kontinuierlich) über den Quorsohnitt 
verteilt Bind, wird durch die gleiohen Werte Q und M unter der Bedingung dör 
statischen Äquivalenz mit den linken äußeren Kräfton bostimmt. Wonn wir 



Bild 137 , 

jedoch naoh dem Zerschnoiden don reohten Toil entfernon, so muß man soino 
Wirkung auf den verbliebenen linken Teil gemäß dom dritten Newtonschon 
Gesetz durch Kräfte Q und M umgekehrter Richtung orsotzon (Bild 137). Sie 
werden statisch äquivalent den äußeren Kräfton sein, die sich rechts vom Quer¬ 
schnitt befinden. 


') Bei einer vertikalen Belastung hängen offenbar die GröOe und das Vorzeichen von Q und M nicht 
von der Lago des Koordinatenonfongi 0 auf der »-Achse ob, 
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Der erste Wert Q stellt der Größe und Richtung nach die Resultierende (die 
algebraische Summe) der linken oder rechten Kräfte dar und heißt die Querkraft 
im Querschnitt 1 ). Der zweite Wert M stellt die Summe der Momente der linken 
oder rechten Kräfte in bezug auf die z-Achse des Querschnitts dar und trögt die 
Bezeichnung Biegemoment im gegebenen Querschnitt. 

Die zusammengefaßten Werte der rechten und der linken äußeren Kräfte, die 
hinsichtlich des Vorzeichens entgegengesetzt sind, bestimmen entsprechend zwei 
Kröftesysteme, die die Wirkung des rechten Teils auf den linken und umgekehrt 
ausdriieken. Um Fehler hinsichtlich des Vorzeichens, d. h. hinsichtlich der 
Richtung der vorgenannten Werte Q und M zu vermeiden, vereinbaren wir, stets 
den linken Balkenteil zu entfernen und seinen Einfluß auf den rechten Teil zu 
untersuchen. 

Dann müssen wir am Schnitt das Biegemoment als Summe der Momente und 
die Querkraft als Resultierende der linken Kräfte ermitteln. Dabei wird die Quer¬ 
kraft Q als positiv angesehen, wenn sie nach oben wirkt (in Übereinstimmung 
mit der gewählten Richtung der y-Achse). Dem Biegemoment werden wir, wie 
üblich, ein positives Vorzeichen geben, wenn es bestrebt ist, eine Drehung im 
Sinne des Urhzeigers zu bewirken. 

Wenn rechts vom Querschnitt weniger Kräfte angeordnet sind als links davon, 
so ist es bequemer, Q und M durch die rechten Kräfte zu bestimmen. Da aber 
vereinbart worden ist, die Wirkung der zusammengefaßten linken Kräfte als die 
Querkraft und das Biegemoment zu bezeichnen, so muß man zuerst für die 
rechten Kräfte die umgekehrte Vorzeichenregel einführen (d. h. die nach unten 
wirkende Kraft und das im Gegensinne des Uhrzeigers drehende Moment als 
positiv ansehen). 

Beispiel 23 

Ein Balken ruht auf zwei Auflagern und ist durch mehrere Einzelkräfte belastet 
(Bild 138), Zu ermitteln sind Q und M an den Schnitten a—b und c—d. 



Bild 138 

Zuerst bestimmen vir die Auflagcrreaktionen: 

A ^ _ £Mb ä 2-5+3»3+3.5-2 ^ 43g tj 
l ß 

B = SP — A = £ + 3 + 3,5—4.33 «417 I. 

Für den Querschnitt a—b berechnen wir unmittelbar die Querkraft und das Moment der 
linken Kräfte: 

Q at) = 4,33 - 2 = 2,33 t, 

_ M ab = 4,33 •2—2*1= 6,66 tm. 

i) Wenn die Belastung nicht senkrecht zur Bnlkcnacliso gerichtet Ist, so bezeichnet man als Quor- 
krnft (lfe Summe der Projektionen der linken oder rechten Kräfte auf die Senkrechte zur Balkenachse. 
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Für don Querschnitt c—d ist es viel einfacher, die rechten Kräfte zu untersuchen (bei um¬ 
gekehrter Vorzoichenregel). Rechts vom Querschnitt wirkt nur allein die reohio Reaktion: 

Qcd *= — B — — M? t, 

M ed = 4,17.1,5 — 6,26 tm. 

IL Allo Ermittlungen und Regeln des vorhergehenden Punktes behalten ihre 
Gültigkeit auch im Falle kontinuierlicher Belastung. Es sollen z. B. Q und M 
am Querschnitt c—d des Balkens, der mit einer kontinuierlichen Belastung in 
Form eines Dreiecks mit der größten Bolastungshöho mB = q 0 über dem rechten 
Aufleger belastet ist, ermittelt werden (Bild 139). 



Der Schnitt ist im Abstand a vom linken Auflager geführt. Die Resultierende 
der Gosamtbclastung i? 0 ist gloich der Flüche des Dreiecks AmB und geht durch 
seinen Schwerpunkt im AbBtand x /a l vom Auflager B: 



Ermitteln wir die Auflagorreaktionen: 

t> _ __ ft? 

2 6 ~ 3 * 

’ Wir gehen nun zur Ermittlung des Biegemoments und der Querkraft am 
Sohnitt c—d über. Links von ihm befinden sieh die Einzolkraft A und der 
Toil Aod der durchgehenden Belastung. Das Moment dieses Teils dor Belastung in 
bezug auf don Sohnitt kann man als Moment seiner Resultierenden R ermittoln, 
die durch die Fläche des Droiecks Acd bestimmt ist und im Abstand */a a vom 
Schnitt wirkt. Zunächst errechnen wir aus dor Ähnlichkeit der Dreiocko die 
Größe q der Belastung über dem Schnitt: 


Darauf berechnen wir 


Q~A 


«7 = 


l * 


n __ _ ft« 2 

2 “ ~2P 


n _ % l ft « 8 

6 21 


Wi (l 2 " 3aZ)> 




ft*« 

6 


^ 3 
61 61 { } 
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Analytische Konstruktion der Biegemomenton- und Querkraftlinien 

Hier ist es angebracht, den Leser vor einem in der ersten Zeit oft vorkom- 
mondon Fehler zu warnen, der darin besteht, daß die gesamte auf den Balken 
wirkende durchgehende Belastung durch ihre Resultierende ersetzt und im 
weiteren mit einem Balken oporiort wird, der durch eine Einzelkraft /?„ belastet 
ist, Ein derartiger Ersatz, der das Gleichgewicht des Balkens nicht stört, gibt 
richtige Worte nur für die Auflagorroaktionen, die nämlich aus den Gleich¬ 
gewichtsbedingungen des ganzen Balkens ermittelt werden, aber die auf diese 
Weise ermittelten Biogomomonte und Querkräfte sind augenscheinlich falsch. 

Dio Kräfte in den verschiedenen Querschnitten hängen nicht nur von der 
allgemein 'n Bolastungsmonge, sondern auch von der Art ihrer Verteilung über die 
Balkenlüngo ab. Es darf nicht vergessen werden, daß wir bei der Berechnung von 
M und Q don Balkon in zwei Teile zerschneiden und nur einen dieser Teile 
betrachten, weshalb wir durch eine Resultierende nur den Teil der Belastung 
orsetzon können, der sich auf dom der Betrachtung unterzogenen Teil des 
Balkens befindet. 

5.5 Analytische Konstruktion der Blcgomoraonten- und QuorkraftUnlon 

A. Dio Intensität der auf irgendein elementares Flächenoloment dF des 
BalkonquorsohniUs wirkenden innoron Kräfte wird durch dio Spannung p 
charakterisiert, dio, allgemein gosagt, unter einem gewissen Winkel zum Flächen- 
elomont geneigt ist. Zorlogon wir dio Gosaratspannung p in dio Normalspannung a 
und in dio Schubspannung x. Dann werdon dio auf das Fläckeneloment wirken¬ 
den Normal- und Tangentialkräfte gloioh odF und xdF sein. Das System dieser 
übor ddn ganzen Querschnitt verteilten Kräfte wird, wie oben gezeigt wurde, 
auf dio Kraft Q und das ICrüftopaar M zurüekgofülirt. Es ist völlig klar, daß die 
parallel zur «-Achse dos Balkons goriohtoton Normalkräfte odF nicht eino zur 
«-AoIibb sonkrocht gorichloto Resultierende haben könnon, so daß sie daher auf 
oin Kräftopaar zurüokgoführt worden müsson. Andererseits können nicht die in 
dor Quorscbnittsobone gologencn Tangentialkräfte xdF oin Momont in bezug auf 
dio z-Achßo orgobon (Bild 135), wio auch ihre Richtung sein mag. Dies bedeutet, 
daß ßio auf oino Resultierende Q zurückzuführon sind. Hieraus folgt, daß die 
Normalspannungen bei der Biegung nur vom Biogemoment, aber dio Schub¬ 
spannungen nur von dor Querkraft abhüngon. Die Worte M und Q ändern sich 
jodoch längs dos Balkens, und folglich sind auch dio Spannungen in den ver¬ 
schiedenen Querschnitten verschieden. Man kann, ohne vorläufig das Gesetz dor 
Spannungsverteilung um Querschnitt zu berühren, schon jetzt dio Querschnitte 
mit dom größton Biegomomont und der größten Quorkraft ausfindig machen. Tm 
ersten Querschnitt werdon die größten Normalspannungen und im zweiten dio 
größten Schubspannungen wirken, 

Dioso beiden Querschnitte fallen im allgemeinen nicht zusammen. Das Auf- 
ftndon dor gefährdoton Querschnitte vereinfacht sich wesentlich, wenn man die 
Gesotzo der Änderung von M und Q übor dio Länge des Balkons graphisch dar¬ 
stellt, indem man ihre Werte in irgendeinem Maßstab in Form von Ordinaten 
von einer zur Balkenachso parallelen Achse aus unter den entsprechenden Quer¬ 
schnitten abträgt. Derartige graphische Darstellungen heißen Biegemomenten- 
und Qußrhraftlinien. Dio M- und <?-Linion können auf analytischem Wego oder 
graphisch (mit Hilfe eines Seilpolygons} konstruiert werden. 
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Die analytische Methode besteht darin, daß eine analytische Formel für das 
Gesetz der Änderung von Al und Q über die Länge des Balkens in Form einer 
Funktion der Querschnittslage, die sich durch ihre Abszisse x bestimmt, auf* 
gestellt wird. Hierbei ordnet man gewöhnlich den Koordinatenanfangspunkt am 
linken Auflager oder allgemein am linken Balkenende an, wobei man der positiven 
Achse x die Richtung nach rechts längs der Balkenachse gibt 1 ). Wenn die 
Gleichungen Q= ^(x) und M — f z {x) aufgestellt sind, so setzt man für x auf¬ 
einanderfolgende Werte ein, wobei man den Querschnitt über den ganzen 
Balken weiterrückt, und berechnet die entsprechenden Werte für Q und Af, die 
man in dem gewählten Maßstab abträgt. Auf diese Weise stellen die Linien Q 
und M graphisch die Gleichungen Q — / x (a) und M = f z (x) dar. 

Betrachten wir die Konstruktion der Q- und Al -Linien an einigen charakteristi¬ 
schen Beispielen. 

Beispiel 24 

Der Balken ist mit dem rechten Endo cingespannt und am linken Ende durch die Einael- 
kraft P (Bild 140, a) belastet. Dann führen wir oinon Schnitt a—a in einem beliebigen 
Abßtand x vom linken Ende. Das Biogcmoment in diesem Querschnitt ist: 

M x =t-P‘X, ( 5 , 5 ) 

und die Querkraft: , Q x = — P. (5,6) 

Dio Gleichung (5.5) ist in bezug auf x linear, und die M-Linio stellt sich daher als Gorado 
dar, zu deren Konstruktion 03 genügt, zwei extreme Ordinaten zu ermitteln, indem man in 
(5.5) * «* 0 und .r = l einsetzt. 

Bei x =s 0 ist M — 0 und hei x •= l ist M » —PL 



Die iV-Linio ist auf Bild 140, c dargestollt, Dio Gleichung (5,6) zeigt, daß (lio Quorkraft 
in jedem beliebigen Querschnitt konstant ist, Dio Ö-Linie erscheint als zur Achse parallele» 
Gerade Bild 140, b), 

Der gefährdete Querschnitt befindet sich arn eingespannton Endo. In diesem wirken dio 
grüßten Normalspannungen, Dio Schubspannungen sind in allen Querschnitten gleich. 


'L*J *Kltatvwrtaiid (1*1* midi eine andere Wahl des Koordlnatcnanlangs durchaus möglich, Ins¬ 
besondere, wenn dies zu einer Vereinfachung der Ausdrücke für M und Q führt. 
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In der Praxis trägt man die Ordinalen der M «Linie gewöhnlich auf der Seite 
der gezogenen Balkenfasern (d. h. auf der konvexen Seite bei der Biegung) ab. 
Das positive Biegemomont ist bestrebt, die Balkenachse mit der Konvexität 
nach unten zu biegen, das negative aber nach oben (siehe Bild 172). Die Ordinaten 
der positiven und negativen M werden wir daher auch in diesen Richtungen 
abtragon. 

Die positiven Ordinaten der Querkraft werden von der Achse nach oben und 
die negativen nach unten abgetragen (in Übereinstimmung mit der Richtung 
der Kraft Q). 

Beispiel 25 

Ein gloichci' Balkon, wie im Beispiel 24, ist mit einet’ kontinuierlichen gleichmäßigen 
Belastung von der Größe q belastet (Bild 141, a). 

Für einen im Abstand x von dem linken Endo entfernten Querschnitt ist die Resul¬ 
tierende der linkon Kräfte gleich dor Bolastungsgröße q multipliziert mit der Länge x des 
linken Teils und nach unten gerichtet: 

Q x =-qx, (5.7) 

M x - qx ~ ~ (3.8) 

Die Gleichung (5.7) ist ersten Grades, und dioQ-Linio erscheint als Gerade, deren extreme 
Ordinaten wir wie in dor vorherigen Aufgabe finden. 

Boi x «=* 0 ist Q = 0 und bei x « Mal Q «* — ql 

Die Gleichung (5.8) weist darauf hin, daß sieh das Biege noment nach einem pnrn- 

(t v 

boHschcn Gesetz ändert. Die größte Ordinale dor Parabel - entspricht dem Querschnitt 

am cingospannlon Endo (Bild 141, c). Im Querschnitt am linken Endo ist M — 0, Für dio 
Konstruktion der M-Linio muß man einige Ordinalen errechnen, abtragen und ihre End¬ 
punktes durch eine fließende Kurve verbinden. Am cingesponnton Endo befindet sich der 
gefährdelo Querschnitt. Hier wirken gleichzeitig die größten Normal- und Schubspan¬ 
nungen. 




Beispiel 26 

Ein Balken auf zwei Stützen ist mit einer kontinuierlichen gleichmäßigen Belastung q 
belastet (Bild 142, a), 

10 * 
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Die gesamte au! den Balken wirkende Belastung ist gleich ql. Wegen der Belastunga¬ 
symmetrie sind die Aufiagerreaktionen einander gleich: 

ql 

A = S~ f. 

In einem beliebigen Querschnitt dc9 Balkens mit der Abszisse x lassen sich die Werlo Q 
und M der linken Krfifte auf folgende Weise ausdrückcns 


q l 

Q x — A ~ qx — qx, 

*' a qx{l 


. x qlx qx 

Jl/j; — A • x qx q ~ „ o 




(5.9) 

(5.10) 


Die Q-Linie stellt eine geneigte Gerade dar (Bild 142, b). Ihre extremen Ordinaton finden 
wir, indem wir « = 0 und x *=* i in die Gleichung (5.9) cinsetzen. Am linken Auflager wird 

Sl — A 


Qä 


und am rechten 


<?* = - = - A 


Die Q-Linic hat in der Mitte der Stützweite einen Nullpunkt. In diesem Querschnitt sind 
keine Schubspannungen vorhanden. Das durch die Gleichung (5.10) ausgedrückto Gesotz 
der Änderung von M stellt sieh in Form einer Parabel mit einer durch die Mitte der Öffnung 

, 1 

gehenden vertikalen Achse dar (Bild 142, c), Setzen wir m {5.10) % =* — ein, so erhalten wir 


Afmax ~— 




8 • 


(5.11) 


Es ist zweckmäßig, die Gleichung (5,10) und die Formel (5.11) im Gedächtnis zu behalten, 
da diese oft bei Berechnungen in der Praxis angewandt werden. 


Beispiel 27 

Ein Balken auf zwei Stützen ist mit einer kontinuierlichen Belastung von der Form eines 
Dreieck« mit einer größten Belastung q 0 über dom rechten Auflager belastet (Bild 143, a). 

Für die Konstruktion der jlJ- und Q-Linie benutzen wir die Ergebnisse des Beispiels 
gemäß Bild 139. Setzt man in dio dort erhaltenen Ausdrücke für Q und ftl an Steile der 
konstanten Abszisse a des Querschnitts die veränderliche Abszisse x ein, so erhalten wir 
Gleichungen, die die Gesetze der Änderung von Q und M über dio Balkonlänge zum Aus¬ 
druck bringen: 

(5.12) 

Af. - |P - J). (5.13) 

Die Gleichung (5.12) ist zweiten Grades, und dio Q-Linie stellt eine Parabel mit einer 
durch das linke Auflager gellenden vertikalen Achse dar (Bild 143, b). Im Querschnitt am 
linken Auflager (a; = 0) Ist: . 

Im Querschnitt am rechten Auflager (,r « !} ist: 

«*-- J Sr-- Ä 

Die Lage de« Nullpunktes der Q-Linie ermitteln wir, indem wir den rechten Teil der 
Gleichung (5.12) gleich Null setzen, demnach ist 

ff (!»—3 *»)=(>, 
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und hierauf» * — y~ ä* 0,577 l. 

Die Gleichung (5.13) zeigt, daß das Bicgemomenfc sich nach dem Gesetz der kubischen 
Parabel ändert (Bild 143, c). Die größte Ordinate der Af-Linie kann man als das Maximum 
der Funktion (5.13) finden, indem man ihre erste Ableitung gleich Null setzt. Zu dieser 
Aufgabe werden wir im weiteren zurttckkchren. 

B, In den vorhorigen Aufgaben blieben die analytischen Formeln für Q und M 
über die ganze Balkenstrecke gleich. Betrachten wir jetzt Fälle, bei denen das 
Aussehen der Formeln Q — j x {x) und M — f^{x) in verschiedenen Abschnitten 
des Balkens verschieden ist. 




Beispiel 2« 

Ein Balkon auf zwei Stützen ist mit einer Einzollast P belastet, die im Abstand a und b 
von den Auflagern angroift (Bild 144, a}. 

Die Auflagorreaklionon sind: 


A 


Pb 

l 


und B 


Für einen Querschnitt im orston Abschnitt is£: 

Qx *= A = ~ 


Pa 

l 


und 


M, — A x 


Pbx 

X —p. 

Für oinon Querschnitt im zweiten Abschnitt ist (wenn man b — l = —a setzt): 

Q x ~ A — P — — B, 


M, 


Ax 


P Pa 

P (x — «) = -j [bx -*■ Ix -f fa) = — j- (l — »). 


Beim Übergang des Querschnitts aus dem ersten in den zweiten Abschnitt ändert Q seine 
Grüße und sein Vorzoichen (Bild 144, b). Das Biegomoment ist überall positiv (Bild 144, o) 
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[•reicht unter der Last seinen größten Wert, den wir erhalten, wenn wir in die Gleichung 
•Bten oder zweiten Abschnitts x = a einsetzen: 

(5.14) 

l . 

b =» — ist, so wird 

(5.15) 

ist zweckmäßig, die Formeln (5.14) und (5.15) wegen ihrer praktischen Bedeutung im 
chtnis zu behalten. 

irmerken wir charakteristische Besonderheiten der erhaltenen Linien. Die 
nie hat unter der Last eine Stufe, da beim Übergang dos Querschnitts durch 
Angriffspunkt der Last der Wert Q sich plötzlich ändert. Für einen unendlicli 

• • Ph 

> links von der Last P geführten Schnitt ist Q = -y, und für einen un- 

Pa 

ich nahen Schnitt rechts von derselben Last ist Q = — y . Im Querschnitt 

ittelbar unter der Last ist der Wert Q ungewiß, da die Funktion Q hier eine 
einbare) Unterbrechung der Kontinuität erleidet 1 ). Das Biegomoment ändert 
kontinuierlich über die Länge des Balkens. Die auf Grund der zwei Glci- 
rtgen für die der Last benachbarten Absohnitte ermittelten Werte M unter 
Last stimmen überein. Die M-Linio erscheint als gebrochene Linie, die beim 
rgang an einem Lastenpunkt ihre Neigung ändert. Einen derartigen Charakter 
sn die Q - und M- -Linien stets bei einer Belastung durch Einzelkräfte. 

iplel 20 

er Ballten ist mit zwei gleichen Lasten P belastet, die von don Auflagern gleich weit 

ernt sind (Bild 145, a). 

uf Grund der Belastungssymmetrio ist: 

A = B « P. 

Ür einen Querschnitt im ersten Abschnitt ist: 

Q x >= A ~ P, M x — A x *= P x } 

für einen beliebigen Querschnitt im zweiten Abschnitt ist 

Q x = A ~ P — 0, M x — Ax ~ P [x — a) =* Pa «= consl. 

m dritten Abschnitt ist die Af-Linio ßymmetmch zum ersten Abschnitt. Auf dioae Weise 
sie im ganzen die Form eines Trapezes (Bild 145, o). Die Q-Linie ist umgokohrl sym- 
-risoh. Hiervon kann man sich leicht überzeugen, wenn man einen Schnitt im dritten 
ichmtt führt und die rechten Kräfte betrachtet (Bild 145, b). 

n allen Querschnitten des zweiten Abschnitts wirken nur Normalspannungon. Die 
mbspannungen.sind gleich Null, daQ = 0 ist. Einen derartigen Spannungszuatand nennt 
a reine Biegung. 


) Diese Ungewißheit erscheint als Ergebnis der Darstellung der Last ln Form einer Einzelkraft, 
»Vlrkijclikeit nimmt die Last wenn auch einen geringen, so doch einen endlichen Längen« bschnltt 

auf dessen Strecke sich der Werl Q von ^ bl® — kontinuierlich ändert. 


M n 


Pab 
l ‘ 


mn die Last in der Mitte der Spannweite angreift, d. h, a — 

PI 


Mmax - 7~ • 
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Beispiel 30 

Eine^ kontinuierliche gleichmäßige Belastung q nimmt nur einen Teil der Balkonstütz- 
woito ein (Bild 146, n), Die Auflagorroaktioncn sind: 


A — 


_ «“ (I + b ) ' 


qa (1 + 5) 
21 * 


7 a 

TT* 


Für einen Quorschnilt x im belasteten linken Abschnitt ist: 

Qx~A 

Mg ■= Aw — 

Für einon Querschnitt im unbelasteten rechten Abschnitt ist: 

n 

V* *=» — 13 =» — «=* const, 

M 


qa [l + 5) 




(5.16) 


(5.17) 




Die ^-Linio erscheint im ersten Abschnitt als geneigte Gerade und im zweiten Abschnitt 
als waagerechte Gerade (Bild 146, b), 

Beim Übergang vom ersten zum zweiten Abschnitt erleidet die Quorkraft keine Unter¬ 
brechung der Kontinuität, wovon man eich leicht Überzeugon kann, wenn man in die 
Formel Q für den orston Abschnitt ® = » oinaotzt: 


Qa 


qa (l + b) ~ qa (i — J) qa 3 

21 qa ~ 21 " 21 


Das Ergebnis stimmt mit dom Ausdruck* (5,17) Überein. 

Das Bicgcmomont ist im ersten Abschnitt eine Paraboi und im zweiten Abschnitt eine 
geneigte Gerade (Bild 146, o). Am Üborgang von einem Absolinitt zum anderen ist 

., qa 3 .. . qa 3 b 
M » (l fl) — 2l . 

Zur Ermittlung dos Querschnitts mit dom größten Bicgcmomont in dieser Aufgabe 
worden wir im weiteren zurüokkohron, 
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5.8 DÜferentinlabktinglgkcltcn zwischen Blcgemoment, Querkraft und 
Belnstungsintensltät — Geführdote Querschnitte 

A. Vergleicht man die Ergebnisse der durchgenommenen Beispiele mit¬ 
einander, so kann man in diesen folgende Besonderheiten allgemeinen Charakters 
feststellen: 

1. Bei einem Balken auf zwei Stützen ist die Querkraft am linken Auflager 
gleich der linken Auflagerreaktion 1 ) und am rechten Auflager gleich der rechten 
Auflagerreaktion mit umgekehrtem Vorzeichen. 

Es ist zu ersehen, daß diese Abhängigkeit für einen beliebigen Belastungsfall 
ihre Gültigkeit behält. Hierzu genügt es, in einem unendlich kleinen Abstand 
von den Auflagern Schnitte zu führen und die Resultierende der linken Kräfte 
für den Querschnitt am linken Auflager und die Resultierende der rechten Kräfte 
für den Querschnitt am rechten Auflager in Betracht zu ziehen. Denken wir an 
die umgekehrte Vorzeichenregel für die rechten Kräfte, so finden wir 

Q a = A und Q d — —D, (5.18) 

2. Wenn M durch eine ganze algebraische Funktion (durch ein Polynöm) aus* 
gedrückt wird, so ist der Grad der Funktion Q w j x {x) um einen niodriger als der 
Grad der Funktion M — f z (x). 

3. Auf den Bildern 142, 143 und 144 ist ersichtlich, daß im Querschnitt mit 
dem größten Biegemoment die Querkraft gleich Null ist oder durch Null geht, 
indem sie ihr Vorzeichen ändert. 

Die zwei letzten Abhängigkeiten zwischen M und Q , die mit den Abhängig¬ 
keiten zwischen der Funktion und ihrer ersten Ableitung gleichbedeutend sind, 
geben den Gedanken ein, daß die Funktion Q = / x (*) gleich der ersten Ableitung 
der Funktion M = f 2 (x) in einem beliebigen Abschnitt des Balkens ist. 

Beweisen wir dies in allgemeiner Form für den Fall eines geraden Balkons. 
Gleichzeitig erhalten wir auch eine andere Abhängigkeit, nämlich zwischen dor 
Querkrafl und der Größe einer kontinuierlichen Belastung. 

Nehmen wir an, daß auf den Balkon eine beliebige kontinuierliche Belastung 
und dazu beliebige Einzellasten wirken (Bild 147, a). Schneiden wir mit zwei 
unendlich nalion Schnitten a—a und h—h in einem beliebigen Abschnitt zwischen 
zwei Einzollasten ein Balkenelement von der Länge dx heraus. Dio auf dieses 
Element von unendlich kleiner Länge wirkende Belastung q kann man als gleich¬ 
mäßig ansehon. Nachdem wir den linken Teil des Balkens onlfcrnt haben, er¬ 
setzen wir seinen Einfluß auf das herausgeschnittene Element durch dio Kraft Q 
und das Moment Jkf, die wir beide als positiv festlegen. Wir entfornen den rechten 
Teil und ersetzen seine Wirkung auf das Element durch die Kraft Q' und das 
Moment.M', die offenbar die umgekehrten Richtungen haben müssen (Bild 147,b). 
Da auf das herausgeschnittene Element keine Einzelkräfte wirkon, dio eine 
Unterbrechung der Kontinuität von Q hervorrufen, so unterscheiden sich die 
Zahlenwerte Q' und M' nur unendlich wenig von den Worten Q und M\ 

M' = A/ + dM, Q' = Q + dQ. 

Hier sind dM und dQ dem Wesen nach Zunahmen von.Af und Q. Da aber M 
und Q Funktionen von x sind, so ersetzen wir ihre Zunahmen mit einer Ge* 

>) Wenn sich über «1cm Auflager eine Last befindet, so wird diese unmittelbar au! das Auflager 
übertragen und in die Heult tlonsbereclinung für Q und M nicht elngeführt. 
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Rauigkeit bis zu unendlich kleinen Werten höherer Ordnung durch Differentiale. 
Das herausgeBchnittene Balkenelement mu.ß sich im Gleichgewicht befinden. 
Projiziert man alle an ihm angreifenden Kräfte auf die vertikale Achse und setzt 
man die Summe der Projektionen gleich Null, so erhalten wir 

Q — {Q + clQ) — q dx = 0, 

woraus dQ = — q dx ist. (5.49) 

Aus (5.19) ist zu ersehen, daß die Zunahme dQ der Querkraft heim Übergang 
vom Schnitt a—a zum Schnitt b~b negativ ist, da die Belastung q nach unten 
gerichtet ist. Wenn wir in Übereinstimmung mit der Richtung der positiven 
Achse y vereinbart hätten, eine nach oben gerichtete Belastung als positiv an- 
zuBehen, so müssen wir auf der rechten Seite von (5.19) das Vorzeichen in das 
umgekehrte ändern. Da man es aber größtenteils mit einer Belastung durch 
Gewichte zu tun hat, die naturgemäß von oben nach unten gerichtet ist, so ist 
es zweckmäßiger, einer solchen Belastung das positive Vorzeichen zuzuschreiben. 
Daher Bchreiben wir die Gleichung (5.19) wie folgt um: 

(5.20) 



Bild 147 


Setzen wir die Summe der Momente aller Kräfte um den Schwerpunkt 0 des 
Querschnitts b—b gleich Null: ^ g 

M - {M -f- dM) + Q dx - q ~ « 0. 

Hieraus ergibt sich q dx 2 

dM^Qdx- ~~~k • 


Streicht man das zweite Glied der rechten Seite als unendlich kleine Größe 
höherer Ordnung, so erhalten wir Bohließlieh 


was auch zu beweisen war: Diese Differentialabhüngigkeit nennt man manchmal 
in der Literatur den Lehrsatz von Shuramki oder den Schwedlersehen Lehrsatz, 
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II. Den Funktionen 


q = /(ar), Q = /i(*> und M = / a (a:) 


haben wir eine graphische Darstellung in Form von Belastungs-, Querkraft- und 
Biegomomentenlinien gegeben. Aus diesem Grunde können wir den eben ge¬ 
fundenen Differential abhöngigkoiten zwischen diesen Funktionen (5.20) und 
(5,21) auch eine geometrische Deutung geben, wenn wir uns an die geometrische 
Bedeutung der Ableitung einer Funktion erinnern 1 ). 

Wenn wir die Querkraftlinie betrachten und in irgendeinem Punkto derselben 
eine Tangente zu ihr zeichnen, so ist gemäß der Gleichung (5.20) 


m 

n 


tg<* = 


dQ 

dx 


“ 


(a) 


worin « der Neigungswinkel der Tangente zur (?-Linie in bezug auf die 3-Achse, 
m der Ordinatenmaßstab der (LLinie und n der Längenmaßstab (des Balkens) 
sind. Mit anderen Worten, die Belaslungsgröße q in einem gegebenen Punkt ist 
proportional dem Tangens des Neigungswinkels der Tangente zur Q-Linie in diesem 
Punkt mit umgekehrtem Vorzeichen, 

Auf gleiohe Weise ergibt die Gleichung (5.21): 


n 


tg/S- 



(b) 


d, h. die Querkrajt im gegebenen Schnitt ist proportional dem Tangens des Neigungs¬ 
winkels der Tangente zur M-Linie in dem Punkte , der dem gewählten Schnitt ent¬ 
spricht. 

Hier bezeichnen m x und n wie früher die Maßstöbo der Ordinaten und Abszissen 
dor Linien, 

Bemerken wir noch, daß die Abhängigkeiten (5.20) und (5.21) als Differential¬ 
gleichungen zum Auffinden dor Funktionen M und Q betrachtet worden können. 
Daher ist die Konstruktion der M- und (LLinio nichts anderes als eino Integration 
dieser Differentialgleichungen, d. h. eino Ermittlung dor Funktionen M und Q 
auf Grund der bekannten Funktion q. Die geometrische Deutung der Abhängig¬ 
keiten (5.20) und (5.21) ermöglicht es, in vielen Fällon dor Praxis die M - und Q- 
Linie auf Grund der gegebenen g-Linio äußerst einfach auf graphischem Wege 
zu konstruieren, mit anderen Worten, die Differentialgleichungen graphisch zu 
integrieren. 

Wenn jedoch die M- und ^-Linien auf die oben beschriebene analytische Weise 
konstruiert werden, so ermöglichen es die Beziehungen (a) und (b), die Richtig¬ 
keit der erhaltenen Ergebnisse sehr leicht zu überprüfen. Die Verfahren einer 
solchen Prüfung gründen sich auf folgende einfache Ableitungen aus den Ab¬ 
hängigkeiten (a) und (b): 

1. Wenn cs in dom gegebenen Abschnitt dos Balkens keine Belastung gibt, so 
ist q — 0, und gemäß (a) folgt lg« — 0. Dies bedeutet, daß sich die (LLinio 
in Form einer zur Achse parallelen Geraden darstellt (mit anderen Worten, 
Q = const). Ferner folgern wir aus (b), daß 

__ tg ß = const 

') Diese Ableitung ist gleich dem Winkclkocfßzienlon der Tangente zur Kurve Im gegebenen Punkt. 
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ist, folglich hat die iW-Linie in diesem Abschnitt das Aussehen einer geneigten 
Geraden. Hierbei iat zu bemerken: 

a) wenn Q > 0 ist, dann ist tg ß > 0, 
und das Moment nimmt zu; 

b) wenn Q < 0 ist, dann ist tgß < 0, 
und das Moment nimmt ab; 

c) wenn Q = 0 ist, dann ist tg ß = 0, 

d. h. das Moment erhält seinen konstanten Wert aufrecht, und seine Linie hat 
die Form einer zur Achse parallelen Geraden. 

2. Wenn es in dem gegebenen Abschnitt nur eine durchgehende gleichmäßige 
Belastung gibt, d. h. q = const ist, so folgt gemäß (a) tga ~ const, und die 
(LLinie hat die Form einer geneigten Geraden. Demnach ist: 

Q = —* [qdz ~\~ C = qx-\- C, 

wobei sich die Ordinalen dieser Geraden mit der Zunahme von x verringern. 
Gemäß (b) ist: 


dM 

dx 


= <? 









d. h. das Moment ändert sich nach dem parabolischen Gesetz. 

3. Wenn bei beliebiger Belastung im gegebenen Abschnitt überall Q > 0 ist, 
so nimmt das Moment zu. Wenn aber Q < 0 ist, so nimmt das Moment ab. 

4. Wenn die Schnitte a—a und h—h (Bild 147, a) in benachbarten Abschnitten 
so gewählt werden, daß es zwischen ihnen eine am herausgeschnittenen Element 
angreifende Einzellast gibt, so wird die Zunahme AQ der Querkraft beim Über¬ 
gang vom Schnitt a—a zum Schnitt b~b eine endliche Größe sein. Folglich er¬ 
leidet die Funktion Q = im Angriffspunkt dor Einzellast oine Unter- 

dx 

brecknng der Kontinuität, die sich an der (1-Linie duroh eine Stufe und an der 
M -Linie durch eine plötzliche Änderung des Neigungswinkels darstellt. Die Größe 
der Stufe an der (LLinie ist gleich der Einzellast. 

Die Unterbrechung der Kontinuität zeigt, daß die Quorkraft im Querschnitt 
genau unter der Last unbestimmt ist. Daher muß man in allen Fällen, in denen 
zur Belastung Einzelkräfte gehören, die Werte Q für Querschnitte berechnen, 
die beliebig nahe linkB und rechts von jeder Kraft gelegen sind. 

Es wird dem Leser empfohlen, bei der Konstruktion der M- und (LLinien zur 
Kontrolle der Richtigkeit der ausgelührten Konstruktionen immer die auf¬ 
geführten Ableitungen zu benutzen. 



156 


Biegung des geraden Balkens. Kräfte an der Schnittfläche des Balkens 


C, Auf Grund der Abhängigkeit = Q ist es leicht, die Lage des Quer¬ 
schnitts mit dem größten Biegemoment zu finden. Wenn der Balken mit Einzel¬ 
lasten belastet ist, so befindet sieh M nn offenbar im Querschnitt unter der*Last, 
die das Vorzeichen der Querkraft ändert. Wenn auf dem Balken eine durch¬ 
gehende Belastung wirkt, so stellen wir die analytische Formel der Querkraft 
auf, setzen diese gleich Null und ermitteln aus der erhaltenen Gleichung die 
Abszisse x des gefährdeten Querschnitts. Setzt man alsdann den gefundenen 
Wert x in die analytische Formel des Biegemoments ein, so erhalton wir M max . 


Kehren wir zu dom Beispiel 27 dos Kapitels 5.5 (Bild 143) zurück. Der Nullpunkt der 
^-Linie ist von uns ermittelt wordon. In oben diesem Querschnitt wirkt M max , das wir 

finden, indem wir x = -= in die Formel (5.13) oinsetzen: 

Ys 1 

a l 2 

Ua "“Ws (5,221 


Im Beispiel 30 des Abschnitts 5.5 (Bild 146) liegt der goführdoto Querschnitt im linken 
Abschnitt. Setzt man den Wort (5.16) für die Querkraft im linken Abschnitt gleich Null, 
also . 


<]a {l + 
21 


— qx = 0, 


ßo erhallen wir 


x — 


«(* + >) r 
21 • 1 


Zur Ermittlung von Af mnx verbleibt noch, den gefundenen Wert in die Formel (6.16) do& 
Biogomomcnt8 oinzusotzen. 

Die Konstruktion dor (1-Linio biotot die Möglichkeit, sofort die Querschnitte 
zu finden, in donon das Biegomoment den Extremwert erreicht. Bei den prak¬ 



tischen Berechnungen jedoch ist es oft nioht notwendig, die ^-Linien zu kon¬ 
struieren, und manohmal genügt cs, M n „ zu ermittoln, wobei man nicht einmal 
zur Konstruktion dor ganzen M-Linie schreitet [z. B. bei der Wahl der Quer¬ 
schnitte von Holzbalken und Stahlträgern. Man kann dann für typisierte Be¬ 
lastungen, wie sie in der Praxis Vorkommen, die Berechnung von nach 
fertigen Formeln durchführen [siehe z. B. die Formeln (5.11), (5.14), (5.15) und 
(5.22)]. ln den übrigen Fällen muß man zuorst die Stolle des gefährdeten Quer¬ 
schnitts ermitteln, und wenn man diese kennt, ist es nicht schwer, zu be- 
rechnen. 


l ) Anm. d. deutschen Redaktion.- Man kann auch die Formel folgendermaßen schreiben (Indem 
man&- 1 — gsetzt); x ~ - a(t 2 b) —5 . ^77 


> a. 
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In einem solchen Felle kann man fehlerlos den Abschnitt mit dem gefährdeten 
Querschnitt oder die das Vorzeichen der Querkraft ändernde Last durch eine 
einfache aufeinanderfolgende Subtraktion aller Lasten streckenweise von der 
linken Auflagerreaktion aus finden, indem man solange von links nach rechts 
längs des Balkens vorrückt, bis der Rest sich als negativ erweist, was auf die 
Änderung des Vorzeichens der Querkraft im jeweiligen Abschnitt oder unter 
einer gegebenen Last hinweist. 

Nehmen wir z. B. an, daß das größte Biegemomont in dem in Bild 148 dar¬ 
gestellten Balken gefunden werden soll, ohne die Linien zu konstruieren. Die Er¬ 
mittlung der Auflagerreaktionen ergibt für 

A — 4,21 und ß=s8,8t. 

Wir werden die Grenzwerte Q in jedem Abschnitt berechnen, indem wir uns 
von links nach rechts bewegen; 

Die rechte Grenze des I. Abschnitts: Q = 4,2 — 0,5 • 3 = 2,7 t. 

Die linke Grenze des II. Abschnitts: <? = 2,7 — 2 = 0,7 t. 

Die rechte Grenze des II. Abschnitts: Q = 0,7 — 0,5 • 3 = — 0,8 t, 

Dies bedeutot, daß wir ;V/ max im II. Abschnitt suchen müssen. Stellen wir für 
diesen Abschnitt die analytische Formel () auf: 

Qx = 4,2 — 2 — 0,5,s = 2,2 — 0,o.r. 

Setzt man don linken Teil gleich Null, so finden wir; 

■ x = 4,4 m 

Für diesen Wort x ermitteln wir das Biegemoment, das auch das maximale sein 
wird: 

Af„, ax » 4,2.4,4 - 2.1,4 - 0,5 . ^ « 10,84 tm. 

Setzt man die Berechnung der Werte @ an den Abschnittsgrenzen fort, so 
überzeugen wir uns, daß die Querkraft das Vorzeichen nochmals im Querschnitt 
über dem rechten Auflager ändert, indem es zum positiven Wert übergeht. Für 
diesen Querschnitt finden wir (auf Grund der rechten Kräfte), daß 

M ß = M m m sb — 2 • 2 — 0,5 ■ 2 • 1 = — 5 tm. 

5.7 Belastung durch Krüftcpnare 

A. In Berechnungen kommt es vor, daß man auf eine Belastung durch Kräfte- 
paare {durch Momente) stößt, dio eine Biegung dos Balkons Hervorrufen» So kann 
z. B. ein IConsolbalken, der am Konsolende durch eino Last P belastet ist 
(Bild 149, a), durch einen Schnitt 1—1 über dem Auflager A und durch Ent¬ 
fernung der Konsole auf einen einfachen Balken zurückgeführt werden, wenn 
man hierbei don Einfluß der Konsole auf den einfachen Balken durch die Kraft P 
und ein Kräftepaor mit dem Moment m = — P • a x ) (Bild 149, b) ersetzt. Dieses 
Krkflopnar stellt für den Querschnitt 1—1 des Konsolbalkens CD das Moment 

>) Die Knifl P gebßrt nitrit zur fiu Deren Belastung des Bnlkens A Ti (Bild 149, b), da sic aber un¬ 
mittelbar Uber dom Auflager angrelft, so rufl sic keine Biegung des Balkens AIS Jiervor, sondern nur 
eine Im Punkto A gleiche und cnlgcgcngeseUlo Reaktion. 
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der linken Kräfte, d. h. das Biegemoment dar. Wenn man aber den Balken- 
abschnitt AB als selbständigen Balken betrachtet, so kann man das Kräfte¬ 
paar m als äußere Belastung des Balkens AB ansprechen 1 ). 

Einen an den zwei Enden starr eingespannten Balken (Bild 150, a) können wir 
auf den gelenkig gestützten Balken (Bild 150, b) zurückführen, indem wir den 
Einfluß der starren Einspannung der Enden durch Reaktionsmomente ersetzen, 
die man als Belastung des Balkens betrachten kann. 

Auf ähnliche Weise werden wir im weiteren bei der Untersuchung der durch¬ 
laufenden Balken (d. h. der über mehrere Felder durchgehende Balken) Vorgehen, 



Bild 149 Bild 160 


indem wir ein Feld herausschneiden und dbn Einfluß dor benachbarten Folder 
auf diesen durch Momente und Kräfte ersetzen, die an seinon Auflagern an- 
groifen. 

Die analytische Konstruktion dor Q- und M -Linien und das Aufftnden der ge¬ 
fährdeten Querschnitte im Fallo einer Belastung durch Kräftepaare wird auf 
die gloiche Weise wie in den früher durchgonommcnen Beispielen durohgoführt. 

Beispiel 31 

Ein Balkon auf zwei Stützen (Bild 151, a) ist durch ein positives*) Moment m belastet, 
das im Punkt C angrolft. 

Ermitteln wir dio Auflagerroaktionon: 

. BMn m „ ZMi m 

A “ T~ “ - 7' u " ~T~ ”T 

Die Auflngorreaktionon bilden ein Kräftepaar, das das angroifendo Moment m ins Gleich¬ 
gewicht bringt. Die Quorkraft ist in jedem beliebigen Quorschnitt dos Balkons negativ und 
gleich dor linken Auflagorroaklion A (da dio Projektion dos Momentes m auf oine beliebige 
Achse gleich Null ist). Was das Bicgcmomont betrifft, so sind seine Ausdrücke im linken und 
rechten Abschnitt verschieden. Für einen Querschnitt zwischen dem Auflogor A und dem 
Punkt G ist 

M x — Ax — (5.23) 

Für einen Querschnitt zwischen den Punkten C und B ist 

M x = B (I - st) « (5.24) 

’) /lnin. d. deutschen Redaktion: Jn der deutschen Literatur wird für ein Krftflcpwir oder Moment 
an Stelle des hier verwendeten »n fast ausschließlich Af gesetzt. 

*) Anw. d, deutschen Reduktion: „IlcchtHcIrchcnd, d. ji. Im Uhrzeigersinne drehend.*' 
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Im Angriffspunkt dos Paares m erleidet die Funktion M eine Unterbrechung der Kon¬ 
tinuität, die gleich 

m(l — x) ( mx\ 

——[-—) = m ,at - 

Die Af-Linie erhält daher im Querschnitt, in dom das Kräftepaar angreift, eine Stufe, die 
der Stufe in der Q-Linie im Angriffspunkt einer Einzellast analog ist. 

Die Q- und M-Linicn sind in Bild 151, b und c dargcstellt. Wenn das Moment m in 
irgendeinem anderen Punkte (Bild 151, a) des Feldes angebracht wird, so ändern sich die 



Gleichgewichtsbedingungen dos Balkens und folglich auch die Auflagerreaktioncn nicht 1 ). 
Die Q-Linio behält ihr Aussehen gemäß Bild 151, b ebenfalls bei. Die Formeln (5.23) und 
(5.24) des Biegemoments behalten für den linken und rechten Abschnitt ihre Gültigkeit; 
daher genügt os zur Konstruktion der Af-Linie, die verlängerten Geraden ac und bd durch 




eine vertikale Linie kl zu verbinden, die durch den neuen Angriffspunkt des Momentes m 
geführt wird (Bild'151, b). Die Af-Linio erscheint dann als Linie aklb, 

Wenn man das Momoni m Über dem linken Auflager anbringt, so nimmt die Af-Linio 
die Form des Dreiecks afb mit dem positiven Vorzeichen an. Dio größte Ordinate ist 
af = m (Bild 152). Im Falle der Wirkung des Momentes m am rechten Auflager stellt sich 


‘) Aus der Statik ist bekannt, daß man, ohne das Gleichgewicht des Systems zu stören, oln Krfifte- 

E anr beliebig ln seiner Ebene verschieben kann, da das Moment des ICrftftcpaares in bezug auf einen 
cilebjgen Punkt der Ebene eino konstante Größe ist. 
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die M-Linie wieder als Dreieck acb, jedoch mH negativem Vorzeichen und der größten 
Ordinate i>e = — m dar (Bild 153). 

Wenn man in Bild 152 und 153 die Richtung dos Momentes m in die umgokelirto ändert, 
ao andern entsprechend beide Linion ihr Vorzeichen in das umgekehrte. 

Wir bezeichnen dio Biegemomonte in don Quorschnitlon unmittelbar an don Auflagern A 
und B mit M A und M B . Man kann dann foststoUon, daß das Bicgemomont M Ä im Quei- 
schnitt 1 -1 am linken Auflager der Größe und dom Vorzeichen nach gleich dom, an- 
ereifonden (Belastungs-)Momont m ist {Bild 152). Das Biogomomont M B im Querschnitt 
2-2 am rechlon Auflager ist zahlenmäßig dem nngreifenden Moment m gleich, aber hin¬ 
sichtlich des Vorzoichons umgekehrt (Bild 153). Dies wäre auch zu orwarlon, da für don 
Querschnitt 1-1 das Moment m als Moment der linken Kräfte anzusohon ist, während für 
den Querschnitt 2-2 das Momont m das Moment der rechten Kräfte daratollt und es daher 
bei der Berechnung des Biogomoments M B mit umgekehrtem Vorzeichen oingosotzt worden 
muß In don angeführten Fällen ist im Balkonfold eine Belastung nicht vorhanden. Es ist 
iodoöh nicht schwor zu erkennen, daß bei beliebiger Belastung des Balkons dio oben fest« 
ecs teilte Abhängigkeit zwischen M Ä , M B und m gültig bleibt. Für don Quersohnilt 1-1 
worden sich dio linken Kräfte immer aus dom Momont m, der Auflagerronktion A und einem 
unendlich kleinon Abschnitt qdx der kontinuierlichen Belastung (wenn sie am Auflager 
vorhanden ist) zusammensotzon. Das Momont der Reaktion und des Bolaatungsolements 
ö da; in bezug auf don Querschnitt 1 -1 ist im Gronzwort = Null. Daher ist M A w m. Die 
gloichen Überlegungen boziohen sieh auf don Querschnitt 2-2 für dio rechten Kräfte. 
Bezeichnet man die am linken und reohton Auflager angreifondon Momonte rtnt m x und m,, 
so sohroiben wir dio festgestellton Abhängigkeiten in folgender Form auf; 


M a « m u "1 
M b «= — m t . J 


(5.25) 


Die Biogemomente M Ä und M B in den Quorsohnitten an don Auflagern nonnt man 
kürzer Stütz- odor Auflagormomenlo. 



Beispiel 32 

An den Enden eines Balkons auf zwei Stützen sind dio Krftftopaare Wj und m* angebracht, 
deren Richtung auf Bild 154, a gezeigt ist. In diesom Falle werden beide Slülzmomonte 
M a und M ß auf Grund der Abhängigkeiten (5,25) positiv sein. Zur Konstruktion der 
Af-Linie genügt es, die Ordinalen M A « und M B =» m t abzutragon und ihre Enden durch 
dio Gerade cd (Bild 154, b) zu verbinden, da eine Belastung im Baikenfeid nicht vorhanden ist, 
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Stellen wir nun den Ausdruck M x für einen beliebigen Querschnitt des Balkens auf. 
Betrachtet man die trapezförmige M-Linie als die Addition zweier dreieckförmiger Flächen 
fl&c und bed, die durch die Wirkung der einzeln angreifenden Momente m, und m« hervor¬ 
gerufen wurden, so errechnen wir die Ordinate eg = M x als Summe der Ordinalen ef + fg. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke erhalten wir: 


Daher ist 


fg = Affl 


Durch Differenzieren erhalten wir die Querkraft: 


Q* 


4M* = Mb - M a 

dx l 


= const. 


(6.26) 


(5.27) 


Ii, Nehmen wir an, daß auf die obere Fläche des Balkens eine kontinuierliche 
Belastung p (Bild 155, a) wirkt, deren Richtung mit der x -Achse den Winkel a, 



einsehließt. Zerlegen wir die Belastung p in die Komponenten q und t, von. 
denen die erste senkrecht und die zweite parallel zur »-Achse gerichtet ist 
(Bild 155, b): 

q — p sin«; t — p cos«. 

Da wir es bereits verstehen, mit der Querbelastung q zu operieren, so unter¬ 
suchen wir, wie die tangentiale Belastung t das Biegemoment im Balkenquer¬ 
schnitt beeinflußt 1 ). 


') Auf Bild 155, )) ist die Tangentlalhclastung t ein wenig unter der Balkenflftclie dargestellt, um 
die Zeichnung nicht undeulllch zu machen. 

U Fllonenko I 
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Hierzu übertragen wir sie parallel auf die Balkenachso Ox (Bild 155, c). Bei 
der Übertragung ist es notwendig, ein über die ganze Länge des Balkens verteiltes 
Moment hinzuzufügen 1 ). 

In irgendeinem kleinen Streckenabschnitt dx des Balkens wird die Tangential* 
kraft an der oberen Fläche t dx sein. Überträgt man diese Kraft auf die a-Achse, 
so müssen wir das Moment dM =? t dx c hinzufügen, worin o der Abstand von 
der oberen Fläche bis zur Balkenachse ist. Die Größe des Moments (bezogen auf 
die Längeneinheit des Balkens) wird wie folgt gefunden: 

(dM\ 

m = I —I = tc = pc cos a. 


Das Moment hat hier die Dimension 
der Kraft. 


/Kraft X Längo\ 

V Länge / ’ 


d. h. die Dimension 


Auf diese Weise kann man die geneigte Belastung p auf eine Querbelastung 
eine Längsbelastung t, die längs der Achse des Balkens wirkt, und auf ein ver¬ 
teiltes Moment m zurückführen. Die Lüngsbolastung t ruft eine horizontale 
Komponente der Auflagerreaktion und einen Zug oder Druck des Balkens her¬ 
vor. Folglich ergibt sieh in den Balkenquersohnitten außer M und Q noch oine 
Löngskraft iV, Suchen wir für dießen Fall die Dilferentialabhüngigkeiten zwischen 



Bild 166 ßild 167 


M,Q t N und den Belastungsgrößen <?, t und m. Dazu schneiden wir ein Balken¬ 
element von der Länge dx mit den angebrachten Belastungen heraus und er¬ 
setzen die Wirkung des entfernten linken Teils durch die Kräfte M } Q und JV 



l ) Anm. (I. deutschen Redaktion: Eino «olclio Pnrallol Verschiebung 
einer Kraft ln eine neue gewOnschlo Lege wird bei statischen Unter- 
suchimgen oftmals nngowendot, so daß cs nncobracht erscheint, etwas 
naherdarauf cinzugohcn. Es werde •— entsprechend der hier vorliegenden 
Untersuchung — ein Stahquorschnltt ab außermittig durch elno Kraft P 
beansprucht, dio im QuerschnUtsnunkt a nngreifen möge. Um die 
Beanspruchung dos Stabqucrschnitlcs beurteilen zu könnon, wird es 
notwendig, die Kraft P in eine andere ausgezeichnete Luge zu bringen, 
ohne dabDl dio ursprüngliche Wirkung dor Kraft P auf rt«m zu unter¬ 
suchenden Querschnitt zu verändern. Die neue ausgezeichnete Logo 

" ' ’Pm. ' ‘ 

wh 
>un: 
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und die Wirkung dos rechten Teils durch die Kräfte M -f dM, Q -f dQ und 
N -f dN (Bild 156). Projiziert man alle Kräfte auf die Aohsen x und y und bildet 
man das Moment für den Schwerpunkte) des rechten Querschnitts 1 ), so erhalten 
wir: 



~N+(N + diV)H~{ds = 0, 


Y = 

Q — «>-f- dQ) — q dx = 0, 


2M> = 

AT - (M -f dM) + Q dx -f m dx = 0. 


Hieraus finden wir: 

dN 

dx 

(5.28) 


CT- 

I 

II 

(5.29) 


dM 

(5.30) 




Die Abhängigkeit zwischen der Querkraft und der Größe der Querbelastung q 
hat sioh, wie wir sehon, nicht geändert. Dio gleiche Form hat die Abhängigkeit 
zwischon der Lüngekraft N und der Größe der Längsbelastung. Das Vorhanden¬ 
sein eines verteilten Moments führt lediglich eino Korrektur in die Differential- 
abhöngigkeit zwisohen M und Q ein: 

Wenn an der oboron und unteren Fläche des Balkons entgegengesetzt gerichtete 
Tangontialbolastungen l x und t z wirken, wobei in einem beliebigen Querschnitt 
deß Balkons t L ~ —t 2 ist, bo erhalten wir boi der Übertragung dor Belastungen 
auf die Balkonaohso das verteilte Moment m = t x h — i z h, worin h dio Höhe 
des Balkens ist (Bild 157, a und b). Die Längsbelastung t ist in diesem Falle 
glcioh Null, Wonn außerdem = — 1 2 — conBt ist, so wird das Moment m 
gloiohmüßig vorteilt sein. 


Boispiol 93 

Es sind dio M- und Q-Linion für einen Balkon auf zwei Stützon zu konstruioron, dor auf 
dor linken Ilrtlfto dos Feldes mit einem gloiohmüßig vorteilten Moment m belastet ist 
(Bild-158, a). 

Dio Auflagcrroaktitmon sind: A = -- =-— = — ß — 

Für oinon beliebigen Querschnitt im linken Abschnitt haben wir: 


M x = 


m . 

77 x -f mx 


mx 

2 


Dio Querkraft finden wir gemäß der Abhängigkeit (5.31): 



») Das Moment infolge der Belastung q wird nicht berücksichtigt (siche Seite 163), 
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eichen Wert Q x kann man leicht unmittelbar aus der Zeichnung erhalten. Für die 
Feldes = -~j ist 

M _ ati 

iWmnx ■— * 


nen Querschnitt, im rechten Abschnitt finden Mir (indem wir wie früher die linken 


3lraehten} für 



nü 

2 


uerkraft wird hier auf Grund der gewöhnlichen Abhängigkeit (5.21) ermittelt, 
da im rechten Abschnitt eine Belastung mit verteiltem Moment nicht 
n ist. Die Linien sind in Bild 1S8, b und o dargestellt. 



ÄSEi v c 


Bild 168 Bild 169 


Instruktion der Kennlinien durch Addition der Krüftewirkunflen 

i einer zusammengesetzten Belastung des Balkens ist es für die Kon- 
i der M~ und (LLinien manchmal zweckmäßig, das Prinzip der Addition 
lewirkungen 1 ) anzuwenden. Zu diesem Zwecke muß man die Belastung 
Bestandteile zerlegen, für die die M- und ^-Linien bekannt sind oder 
istruiert werden können. Hierauf ist es nicht schwierig, dio resultierenden 
2-Linien durch einfache graphische Addition der für die einzelnen Teile 
itung konstruierten Linien zu erhalten. 

n wir z. B. an, daß für einen Kragbalken, der mit einer Gleichstrccken- 
d einor Kraft P am freien Ende belastet ist, die Af-Ljpie konstruiert 
dH (Bild 159, a). Die AZ-Linion infolge der Kraft P und der Belastung q 
ein bekannt (siehe dio Beispiele 24 und 25 des Kapitels 5.5) und auf 
örn. 159, b und c dargestellL. Die Addition der Linien führen wir auf 

d, deutschen Reduktion: Audi gonimnl: Superposltlonstjeseh. (lis »III allgemein.') 
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folgende Weise durch: Nachdem wir dio drei eck förmige MomontenliniG at 
infolge der Kraft P konstruiert haben (Bild 159, d), übertragon wir vortik 
die Parabelordinaten von Bild 159, c auf das Bild 159, d, indem wir sie nunmol 
von der Linie ab als Bezugsachse nach oben abtragen. 

Betrachten wir ein anderes Beispiel, und zwar einen einfachen Balkon, ih 
mit einer Gleichstreckenlast q und einem Einzelmoment m am linkon Endo b< 
lastet ist. Die M -Linien infolge der Einzelwirkung des ICräftepaaros m und d( 
Belastung q Bind in den Bildern 160, b und c dargoslellt. 

Hier haben die Kennlinien im Gegensatz zu dom vorherigen Beispiel vp 
schiedene Vorzeichen. Für die graphische Addition müsson hier boido Linie 


Bild 160 



a) 


b) 

o) 


d) 


ß) 


von derselben Achse ab (Bild 160, d) nach obon abgetragon werdon. Durch ihr« 
Überlagerung heben sich die Kennlinien auf der Flüche ach gegenseitig auf 
Als resultierende Fläche verbleibt die in Bild 160, d schraffierte Form. Trügt mar 
dann die Ordinaten von einer neuen horizontalen Achse ab, so erhalton wir oin< 
ausgeriohtete Af-Linie, dio anschaulicher und für den Gebrauch zwookmüßigoj 
ist (Bild 160, e). e 

B. Die Konstruktion der Kennlinien mit Hilfe der Überlagorungsmethodo or 
weist sich als besonders geeignet für den Fall der Anwendung bei einem einfacher 
Balken, der mit Momenten an den Auflagern und einer beliebigen Belastung 
zwischen den Stützen belastet ist. Die Berechnung der statisch unbestimmter 
Balken wird, wie wir später sehen werden, hauptsächlich auf diesen Fall zurück¬ 
geführt. Daher wollen wir uns mit diesem Fall eingehender befassen. Es soll er 
die M- und <?-Linien für den in Bild 161, a dai-gestelllen Balkon konstruier! 
werden. Zunächst konstruieren wir auf die übliche Weise die Ai°-Linio infolge 
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Belastung zwischen den Stützen (Bild 161, b). Ferner zeichnen wir die Linie 
)lge der Wirkung der Momente m t und m 2 . Hierzu tragen wir an den Auf- 
irn die Ordinaten M A — — m t und M 3 ?=* — m 2 ab und verbinden ihre Enden 
ch die Gerade ab (Bild 161, c). Wir wollen die Gerade ab die Stützmomenten- 
a nennen. Für die in Bild 161, a angenommene Richtung der Momente 
[ m 2 ißt die durch ihre Wirkung sich ergebende Af-Linie negativ und daher 
h oben abgetragen: 

>ie resultierende .M-Linie konstruieren wir auf folgende Weise: 

/ir übertragen vertikal die Ordinaten der Al°-Linie von dem Bild 161, b auf 

Bild 161 v c und tragen sie von der Stützmomentenlinie als Bezugsachse 



kal naoh unten ab. Auf diese Weise erhalten wir sofort die in Bild 161, c 
iffiert angelegte Momentenfläche. Wir merken uns, daß bei einer solchen 
tragung die A4°-Linie eino verzerrte Form erhält (sie stellt sich schräg). Ihr 
leninhalt jodoch und die Abszisse des Schwerpunkts bleiben unverändert, 
tnalytische Formel des Biegemoments M# in oinem beliebigen Querschnitt 
ton wir als algebraische Summe des Biegemoments infolge der Belastung 
■hon den Stützon, das wir mit M\ bezeichnen, und des Biogemoments in- 
dör Wirkung der Paare m x und m a , das durch die Formel (5.26) ausgodrückt 
Auf diese Weise wird 

M, “ K + Mj — r Ü + . (5.32)>) 


la wird empfohlen, dlo Formeln (5.32) und (5.3S) Im Gedftchtnls zu behalten, da sie bo! dor Be- 
ng statisch unbestimmter Balken oft nngowendet weiden. 
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Auf ähnliche Weise stellen wir die Formeln für die Querkraft auf, indem wi 
mit Ql die Querkraft infolge der Belastung zwischen den Stützen bezeiehnei 
und die Formel (5.27) benutzen: 


& = Ql + 


M» - M Ä 
l 


(5.33 


Die resultierende (Manie ist in Bild 161, d dargestollt. Hier ist auch die 
$)-Linie infolge der Belastung zwischen den Stützen punktiert eingetragen. Do 
im betrachteten Beispiel M A < 0, M s < 0 und \M Ä \ > \M D \ ist, so wird 

_ jy 

- - --in der Formel (5.33) positiv sein. Dies bedeutet, 


das konstante Glied 


daß es bei der Konstruktion der resultierenden (LLinie nur nötig ist, die Linie 

infolge der Feldbelastung zu sich selbst parallel um die Strecke — ^ nach 

oben zu übertragen, was auch in Bild 161, d durchgeführt ist. Schreiben wir 
noch die Formeln für die Auflagerreaktionen auf. Man bezeichnet mit A° und B° 
die Auflagerreaktionen infolge der Belastung zwischen den Stützen. Infolge dor 
Wirkung der Momente an den Auflagern ist die Querkraft Q m konstant, und daher 
erhalten die Auflagerreaktionen auf Grund der Abhängigkeiten (5.18) und (5.27) 
folgende Werte: 


A = A° -f- 


M n - M a 
l 


B = B° 


Mb ~ M, 
l 


(5.34) 


Aus den Formeln (5.34) ersieht man, daß sich die rechte Auflagerroaktion Ii 
um das gleiche Maß verringert oder vergrößert, wie sich die linke Auflager- 
reaktion A unter der Wirkung der an beiden Auflagern angreifonden Momente 
gleichzeitig (umgekehrt) vergrößert oder verringert. 

Die Summe der Auflagerreakfionen bleibt also unverändert und ist gleich der 
Summe der Belastungen. Dies bedeutet, daß der Einfluß der an den Auflagern 
angreifenden Momente nur in einer Neuverteilung der Auflagcrdrücke dos Balkons 
zum Ausdruck kommt. Es ist nicht schwer zu erkennen, daß sich die Auflager- 
reaktion vergrößert, wenn das Biegemoment im Querschnitt am Auflager negativ 
ist, und folglich das am Auflager angreifende Moment bestrebt ist, den Balkon 
mit einer Wölbung nach oben durchzubiegen. Hierbei wird das gegentiborliogondo 
Auflager entlastet. Die Formeln (5.32), (5.33) und (5.34), die in diesem Kapitel 
abgeleitet wurden, nennen wir die allgemeinen Formeln für M t Q und die 
Auflagerreaktionen eines einfachen Balkens, da sie für jede beliebige Belastung 
zwischen den Stützen und für jede beliebige Größe der Auflagormomento 
brauchbar sind. 


5.9 Graphische Konstruktion von Biegemomenten- und Querkraftlinien 

A. Nehmen wir an, daß ein System von parallelen Kräften gegeben ist, die 
m einer Ebene liegen, und das Moment dieses Systems um den Punkt C ermittelt 
werden soll (Bild 162, a). Wir zeichnen für dieses System ein Kräftepolygon oder 
einen Kräfteplan (Bild 162, b). In unserem Beispiel nimmt er die Form einer 
Geraden A B an, die im gewählten Kräftemaßstab die Größe und Richtung der 
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Resultierenden R des Systems bestimmt. Wählen wir den Pol in einem beliebigen 

PunktÖ und zeichnen, nachdem wir die Seilstrahlen 1.5 gezogen haben, 

ein Seilpolygon für die Kräfte des Systems. Der Schnittpunkt E seiner äußersten 
Seilzüge I und V bestimmt die Lage der Resultierenden im Kröftefeld (Lage- 
plan). Durch einen beliebigen Punkt C ziehen wir parallel zur Resultierenden 
die Gerade KL, deren Strecke DF zwischen den verlängerten äußersten Seil¬ 
zügen des Seilpolygons das Moment des Kräftesystems um den Punkt C be¬ 
stimmt. Zur Beweisführung betrachten wir die Ähnlichkeit der' Dreiecke EDL 
und ABO, deren entsprechende Seiten parallel sind. Aus der Ähnlichkeit der 
Dreieoke erhalten wir: 


DL _ d 
AB~ H 


oder 


y_ __ d_ 
R H ' 


(5.35) 



Bild 162 


Der Abstand H des Pols 0 bis zur Resultierenden AB heißt der Polabstand des 
Kräfteplans. Aus (5.35) ergibt sich 

yf* 8=5 Äd, (5.36) 

worin d der Hebelarm der Resultierenden des Kräftesystems in bezug auf den 
Punkte ist. Das Produkt Rd ist zahlenmäßig gleioh dem Moment der Resul¬ 
tierenden oder dem Moment des Kräftesystems P 1? P 4 um den Punkt C, d. h. 5 

Das Moment des Kräftesystems um einen beliebigen Punkt C ist zahlenmäßig 
gleich dem Produkt des Polabstandes H und der Strecke y , die von den äußersten 
Seilzügen des Seilpolygons oder von ihren Verlängerungen auf einer Geraden, die 
parallel zur Resultierenden durch den Punkt C geführt ist , abgegrcnzl wird. 

In der Formel (5.36) interessiert uns nur der zahlenmäßige Wort der Gleichung, 
da wir für die Werte H und y irgendeine Vorzeichenregel nicht geben, während 
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■wir dem Moment, das auf der reohten Seite dieser Gleichung steht, ein Vorzeichen 
zusohreiben. Hierbei muß selbstverständlich II im Maßstab der Kräfte und y 
im Maßstab der Längen gemessen werden, da in Bild 162, a (das Krftftefeld) 
alle Linien im Längenmaßstab und in Bild 162, b alle Linien im Kräftemaßstab 
gemessen werden. Das Vorzeichen des Moments wird leicht nach der Drehriohtung 
der Resultierenden um den Punkt C bestimmt. Wenn das Moment der links vom 
Punkt C gelegenen Kräfte P u P 3 ermittelt werden sollte, so müßte man das 
Produkt IIy x nehmen, worin y 1 die Strecke zwischen den Seilzügen I und IV 
des Seilpolygons ist, die die äußersten Seilzüge für die linken Kräfte P v I\ 
darstellen. 

Wenden wir den bewiesenen Lehrsatz für die Konstruktion der M- und Q - 
Linien an einem mit Einzellasten jpj, ...,P t belasteten Kragbalken an (Bild 163, a). 
Hierbei wählen wir den Pol so, daß der erste Strahl des Kräftepolygons horizontal 



liegt. Dann stellt das Seilpolygon acdef (Bild 163, b) die M -Linie dar, bei der 
die Verlängerung des ersten Seilzuges des Seilpolygons als Abszissonachse dient. 
Für einen beliebigen Querschnitt x bestimmt die entsprechende Ordinate y dcß 
Seilpolygons multipliziert mit dem Polabstand H entsprechend* dem weiter oben 
bewiesenen Lehrsatz die Summe der Momente der linken Kräfte, d. h. das Biege¬ 
moment. Für die Konstruktion der Q -Linie ist es nur nötig, die Kräfte P u P 4 
auf die entsprechenden Vertikalen horizontal von dem Bild 163, d auf das 
Bild 163, o zu übertragen. 

Im Falle eines einfachen Balkens erhält man die M -Linie gleichzeitig mit der 
graphischen Ermittlung der Auflagerreaktionen. 

Zeichnen wir für ein System von Einzelkräften, die den Balken (Bild 164, a) 
belasten, ein Kräfte- und Seilpolygon (Bild 164, b und d). Da die Kräfte P lt .P 4 
zusammen mit den Auflagerreaktionen A und B oin im Gleichgewicht befind¬ 
liches System bilden, so muß das Seilpolygon sich schließen. Verlängern wir die 
äußersten Seilzüge I und V bis zum Schnitt mit den durch die Auflager gehenden 
Vertikalen und zeichnen wir den das Seilpolygon schließenden Seilzug VI ein. 
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Im Kräfteplan ziehen wir parallel zum schließenden Seilzug den Seilstrahl 6, 
der die Summe der Kräfte in zwei Teile zerlegt, die den Auflagerreaktionen A 
und die das Kräftepolygon schließen, entsprechend gleich sind. Das Biego- 
moment in einem beliebigen Querschnitt x wird durch die Ordinate y des Seil¬ 
polygons multipliziert mit dem Polabstand H bestimmt. Hierbei müssen die 
Ordinaten vertikal von dem schließenden Seilzug VIQ des Soilpolygons ab¬ 
gelesen werden, das folglich in gewissem Maßstabe die Af-Linie (mit um das 
tf-faehe verkleinerten Ordinaten) darstellt. Für die Kräfte A und P lt die links 
vom Querschnitt gelegen sind, erscheinen tatsächlich als äußerste Seilzügo, die 
SeiJzüge II und VI des Seilpolygons. Durch den Schnittpunkt e ihrer Richtungen 
muß die Resultierende der linken Kräfte, d. h. die Querkraft Q X) durchgehen. 

Betrachtet man die Ähnlichkeit des Dreiecks cde und des von den Strahlen 2 
und 6 auf dem Kräfteplan eingeschlossenen Dreiecks,, so kann man einfach, wie 
auch im vorherigen Abschnitt, die Gleichung M x = yli beweisen. Die Quer- 



craftlini© wird nach der in der vorhergehenden Aufgabe gezeigten Methode 
construiert (Bild 163, c). Die M -Linie (Bild 164, b) kann man richten, indem 
nan die entsprechenden Ordinaten vertikal überträgt und von einer neuen 
torizontalen’ Achse abträgt. Zu diesem Zwecke kann man, nachdem man ana- 
ytisoh die Auflagerreaktionen bestimmt hat, vorher den Strahl 6 horizontal 
■iehen und auf ihm den Pol 0 wählen (Bild 164, d). Dann wird die SohluOlinio VI 
les Seilpolygons, die parallel dem Strahl 6 ist und als Abszissonachse der M- 
ünie dient, horizontal sein, 

B. Zur Bestimmung des Biegemoments müssen wir die Ordinate y mit dem 
.längenmaßstab messen und den erhaltenen Wert mit der Zahl, die die Streöke 11 
m Kräftemaßstab ausdrückt, multiplizieren. Bequemer ist es allerdings, gleich, 
en Maßstab der konstruierton M-Linie zu berechnen. 

Nehmen wir an, daß z. B. dar Längenmaßstab, in dem der Balken dargestcllt 
3t, gleich V 63 der natürlichen Größe ist oder 1 cm == 0,5 m entspricht, als Pol- 
bstand eine Strecke von 5 cm gewählt ist und 1 cm im Kräftemaßstab gleich 1 t 


*) Anm.d. deutschen Pedakiton: Sog. Sdilußltnio. 
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ist. In diesem Falle ist H = 51 (im Kräftemaß stab). Die Ordinate y, die gleich 
1 cm ist, drückt im Längenmaßstab 0,5 m aus. Wenn wir diese mit dem Pol- 
abstand multiplizieren, so erhalten wir das Moment 0,5 • 5 = 2,5 tm. Dies be¬ 
deutet, daß der Maßstab der Af-Linie 1 cm gleich 2,5 tm ist. 

Wenn ganz allgemein 1 cm im Längenmaß stab a m entspricht und der Pol- 
abstand im Kräftemaßstab b t (oder kg) beträgt, so ist 1 cm im Momenten- 
maßstab a • b tm (oder kgm). Benutzt man diese Beziehung, so kann man den 
Polabstand so wählen, daß sich die Ordinaten M im vorher aufgegebenen Maß¬ 
stab ergeben. 

C. Wenn auf den Balken eine kontinuierliche Belastung wirkt, so kann man 
die A/-Linie näherungsweise konstruieren, indem man die Belastung durch verti¬ 
kale Ordinaten in Streifen lotrecht zur Balkenachse aufteilt und jeden Streifen 
durch eine resultierende Einzellast ersetzt. Jede Kraft entspricht däm ent¬ 
sprechenden Streifen der Belastungsfläche und geht durch ihren Schwerpunkt. 
Hierbei muß man die gekrümmte Belastungslinie in jedem Streifenabschnitt 
polygonal ausrichten. Auf diese Weise ist die Konstruktion der Af-Linie auf 



Bild 165, b durchgeführt. Das erhaltene Polygon umreißt nur angenähert dto 
M -Linie. Bei unendlich violen Streifen, in die die Belastung aufgeteilt wird, 
geht das Seilpolygon schließlich in eine Seillinie über, dio die richtigen Umrisse 
der M-Linie angibt. Praktisch erhält' man die Seillinie, indem man sie mittels 
eines Kurvenlineals in das Polygon einzeiehnet, wobei deren Berührungspunkte 
mit den Seilzügen des Polygons sich genau unter den Grenzlinien zwischen den 
Streifen befinden sollen, in die die durchgehende Belastung aufgeteilt ist. Durch 
eben diese Punkte muß man die Kurve zeichnen. Die <>-Linie ergibt Bich in Form 
einer Stufenlinie, was bekanntlich bei einer durchgehenden Belastung nicht zu- 
treffen und nur als sehr grobe Annäherung angesehen werden kann (Bild 165, o). 
Zur Erreichung eines genaueren Ergebnisses muß man die Schnittpunkte der 
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Drizontalen Stufen mit den Vertikalen, die die Belastung in Streifen unterteilen, 
urch eine zügige Kurve verbinden. 

Die Bestimmung der Auflagerdrücke ist auf Bild 165, d durch das Einzeichnen 
nes parallel zur Schlußlinie des Seilpolygons gerichteten Strahls 8 durchgeführt, 
ie Ergebnisgenauigkeit der Aufgabe hangt vom Maßstab und der Sorgfältigkeit 
38 Zeichnens ab. In dem größten Teil der Fälle ergibt die graphische Methode 
ne völlig ausreichende Genauigkeit und ist bei komplizierten Umrissen der 
elastungslinie, die sich nicht in eine analytische Formel zwingen lassen, un- 
’setzbar. 

Oben ist erwähnt worden, daß die Ordinaten der Seillinie und des Seilpolygons 
nter den Begrenzungslinien zwischen den Abschnitten der Belastungsfläche, 
o die Seilzüge des Polygons die Seillinie tangieren, zusammenfallen. Beweisen 
ann man dies durch folgende Überlegung. Nehmen wir an, daß die Seillinie 
ereits konstruiert ist, Wählen wir irgendeinen Bolastungsabschnitt auf 
ild 165, a, z. B. cd , und ziehen wir Tangenten durch die Punkte nt und n der 
eillinie, die unter den Grenzlinien des Abschnitts liegen. Wenn wir den Ab- 
jhnitt ad in eine unendlich große Anzahl von schmalen Abschnitten unterteilen 
nd durch resultierende Teilkrfifte ersetzen würden, so würden die gezeichneten 
ängenten die äußersten Seilzüge des Seilpolygons darstellon, das für allo Teil- 
isten des Abschnitts cd konstruiert wurde. Dies bedeutet, daß der Schnitt¬ 
unkt k der Tangenten auf dor Wirkungslinie der resultierenden Belastung li 2 
es Abschnitts cd liegen muß. Zieht man Tangenten durch die übrigen Punkte a , 
s, t und 6, die unter den Grenzlinien der Abschnitte liegen, so ergibt sich ein 
ystem von Tangenton, das einen gebrochenen Linienzug mit den Scheitel¬ 
unkten unter den Kräften B u J? 2 ,..., i? 6 bildet und folglich mit dem gezeichneten 
eilpolygon I—VII zuaammenfällt. 



6 Biegung des geraden Balkens. Spannungen 
6.01 Reine Biegung 

A. Das Wesen der Biegungserscheinung eines geraden Balkens bestellt darin, 
wie dies im Kapitel 5.1 erwähnt wurde, daß die anfangs gerade Balkenachse 
sich krümmt. Mit der Krümmung der Achse ist eine Krümmung und Längen¬ 
änderung der Balkenlängsfasern verbunden. 

Den ersten Versuch, eine Biegetheorie aufzubauen, hat Galilei (im Jahre 1638) 
unternommen, jedoch fand diese Theorie erst im Jahre 1773 durch die Arbeiten 
Coulombs ihre Vollendung. Die Theorie der Schubspannungen bei der Biegung 
ist erstmalig von dem russischen Ingenieur D, J. Shurawski im Jahre 1855 für 
einen Balken mit rechteckigem Querschnitt behandelt worden 1 ). Die Ableitungen 
der elementaren Theorie der Querbiegung wurden durch die Arbeiten von Navier 
(im Jahre 1824) und insbesondere von Saint-Venant (im Jahre 1856) mit Hilfe 
genauer Methoden der Elastizitätstheorie bestätigt. 

Indem wir zur Untersuchung der Spannungen übergehen, wählen wir zunächst 

einen Balkenabschnitt, in dem die Querkraft Q = —r— = 0 und folglich das 
Biegungsmoment M — const ist. x 

Ein solcher Spannungszustand heißt, wie oben erwähnt (Kapitel 5.5, Bei¬ 
spiel 29), reine Biegung, Auf Grund der Ausführungen im Kapitel 5.5 kann 
man, da die Querkraft gleich Null ist, folgern, daß bei 
der reinen Biegung in den Querschnitten des Balkens nur 
Normalspannungen wirken 2 ). Wir betrachten hierbei 
einen Balken, dessen Querschnitt über die ganze Länge 
konstant ist. Außerdem schränken wir die Aufgabe zu¬ 
nächst durch die Bedingung ein, daß der Querschnitt 
des Balkens in bezug auf die Wirkungsebene der Be¬ 
lastung symmetrisch ist, was für den größten Teil der 
Fälle in der Praxis auch zutrifft. Wir führen einen 
Schnitt im Abschnitt der reinen Biegung und wühlen das 
gleiche Rechtsschraubensystem der Koordinatenachsen 
wie im Kapitel 5.4, indem wir die Ebene xy mit der 
Wirkungsebenc der äußeren Kräfte zusammenfallen lassen 
(Bild 166). Hierbei ordnen wir den Koordinatenanfang in einem beliebigen Punkt 0 
der y-Achse an, die bedingungsgemäß die Symmetrieachse des Querschnitts ist. 

■) Coulomb hat darauf hlngewiesen, daß die Resultierende der Tangentialkräfte im Querschnitt 
aleich der Qucrkmü sein muß. Er fnu<l Jedoch nicht dus Gesotz der Verteilung der Schubspannungen 
über den Querschnitt. 

*) Diese Folgerung besteht durchaus zu Recht, wenn in dem gegebenen Abschnitt M <= const ist. 
Bei einer Belastung mit einem verteilten Moment kann man auf Grund dessen, daß die Qnorkrnft 
gleich Null ist, nicht auf das Fehlen der Schubspannungen Im Querschnitt schließen. In diesem Folio 
bilden die Tangentialkräfte ein Im Gleichgewicht befindliches System (siehe unten Kapitel O.Oß), 
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Der Einfluß des entfernten rechten Balkenteils auf ein beliebiges elementares 
'lächenelement dF des Querschnitts kommt durch die elementare Normalkraft 
dF zum Ausdruck, worin er die Normalspannung am abgegrenzten Flüchen- 
lement ist. Da das Kräftesyatem a dF den linken äußeron Kräften äquivalent 
ifc, so müssen alle Bechs nach den Koordinatenachsen orientierten Werte den 
ntsprechenden Werten der äußeren Kräfte entsprechend gleich sein. 

Bei einer reinen Biegung werden die linken äußeren Kräfte nur auf ein in 
er Ebene xy wirkendes Kräftepaar zurückgeführt und folglich nur durch eine 
iedingung jg M s = M , wo M das Biegemoment ist, bestimmt. 

Die übrigen fünf nach Achsenrichtungen zusammengefaßten Werte der linken 
Lräfte'sind gleich Null: 

%x = 2 y = = %m x = = 0 . 

Was die elementaren Kräfte er dF anbetrifft, so sind von ihnen drei Werte 
ifolge ihrer Parallelität zur »-Achse (nämlich die Summen der Projektionen 
uf die y- und z-Achse und die Summe des Moments um die »-Achse) wie folgt: 

= o, 

de dies auch für die linken äußeren Kräfte zutrifft. 

Auf diese Weise erfüllen sich identisch drei Bedingungen der Äquivalenz der 
nken äußeren Kräfte und der elementaren Kräfte a dF. Was jedoch die übrigen 
rei Werte der elementaren Kräfte 2JX t %M V und anbetrifft, so werden 
ire Gleichheitsbedingungen gegenüber den entsprechenden Werten der äußeren 
Lräfte ein System von drei Gleichungen darstellen, in denen dio Größe der 
lormalspannung o - , dio offensichtlich von den Koordinaten y und z des Flächen- 
lementes abhängt, unbekannt sein wird. 

Nehmen wir an, daß in dem gewählten Querschnitt M > 0 ist und setzen 
oraus, daß am Flächonelement dF mit positiven Koordinaten y und * eine 
ositive (Zug-)Spannung o wirkt (Bild 166). Die Summe der Projektionen der 
Cräfte auf die »-Achse stellt sich dann wie folgt dar: 

2X=-lodF. 

F 

)as Zeichen F unten am Integral weist darauf hin, daß sich dio Integration über 
ie ganze Fläche des Querschnitts erstreckt. 

Die Momente der elementaren Kraft a dF um die Achsen y und z sind ent- 
prechend gleich: aiFz und 

Die Summen aller elementaren Kräfto um diese Achsen werden wie folgt ge¬ 
trieben: r , 

j a dF z und — j a dF y. 

F p 

temäß der Bedingung der Äquivalenz haben wir demnach: i 

ja dF =0, (6.1) 

F 

jadFz^ 0, (6.2) 

F 

JadFy^-M. (6.3) 


ÄÄÄ * e * cI " ** Überein- 
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Die drei Gleichungen genügen noch nicht zur Bestimmung der Normal¬ 
spannung, die im Querschnitt in Abhängigkeit von den Koordinaten ?/ und 2 
des Fiächenelements dF eine unendliche Anzahl von verschiedenen Werten an¬ 
nehmen kann und folglich als unbestimmte Funktion der Koordinaten y und z 


verbleibt: 


a = z). 


(6.4) 


Demzufolge enthält das System der Gleichungon (6.1), (6.2) und (6.3) eine un¬ 
endliche Anzahl von Unbekannten, und die Aufgabe erweist sich daher als 
statisoh unbestimmt. 

Die Form der funktionalen Abhängigkeit (6.4) kann man nur mit Hilfe dos 
Studiums der Formänderungen und der Verwertung des Hookeschen Gesetzes, 
das die Formänderungen mit den Spannungen in Verbindung bringt, ermitteln. 

II. Den Charakter der Formänderung bei der reinen Biegung kann man leioht 
mit Hilfe des Versuchs mit einem Balkenmodell aus Gummi von rechteckigem 
Querschnitt, auf dessen Seitenflächen ein Netz von Quadraten aufgetragen ist 
(Bild 167, a), klären. Bei der Biegung eines solchen Balkens mit zwei an den Enden 
angreifenden Kräftepaaren kann man die Verlängerung der horizontalen 




I 

Quadratseiten auf der konvexen Seite und die Verkürzung auf der konkaven 
Seite, die von einer Krümmung begleitet sind, erkennen (Bild 167, b). Demnach 
zeigt der Versuch mit Deutlichkeit, daß sieh die Löngsfasern dos Balkens an 
seiner konvexen Seite verlängern und an seiner konkaven Seite verkürzen. 

Da der Übergang vom Verlängerungsbereich zum Verkürzungsbereich allmäh¬ 
lich vor sich geht, so muß innerhalb des Balkens eine Faserschicht vorhanden 
sein, die sich wohl krümmt, aber nicht ihre Länge ändert. Diese Schicht nennt 
man die neutrale Schicht und ihre Spur auf der Querschnittsflöche die neutrale 
Linie oder neutrale Achse, 

Auf dem gleichen Modell erkennt man (Bild 167, b), daß sich die Quorlinion 
zueinander neigen, wobei sie gerade und senkrecht zu den gekrümmten Längs- 
linien bleiben. Hierbei bleiben die Winkel der deformierten Quadrate rechte 
Winkel, was auf das Niohtvorhandensein von Schub Formänderungen hinweist, 
die gerade in der Winkeländerung der rechteckigen Elemente bestehen würden 1 ). 

*) Anm. d, deutschen Redaktion: Dns Netz bleibt also auch nach der Biegung ein OrUiogonalnclt, 
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Wenn man jedoch keine Schubformänderungen beobachtet, so kann es auch 
keine mit ihnen verbundene Schubspannungen geben. Auf diese Weise bestätigt 
der Versuch die oben gemachte Folgerung Über das Fehlen der Schubspannungon 
bei der reinen Biegung. Die Krümmung des Netzes der Quadrate wird auf boidon 
Seitenflächen des Balkens infolge der Symmetrie des Quersohnitts vollkommon 
gleich sein. 

Es ist naturgemäß anzunehmen, daß das auf der Oberfläche des Balkons beob¬ 
achtete Bild der Verteilung der Formänderungen auch in seinem Innern vor sich 
geht. Anders ausgedrückt, das Gesetz des allmählichen Übergangs von der Vor¬ 
längerung zur Verkürzung der Fasern ist in allen Ebenen parallel zu den soit- 
liohen gleioh. In einem solchen Fallo stellt die neutrale Sohioht dor Fasorn vor 
der Biegung eine Ebene und nach der Biegung eine zylindrisch gokrümmto 
Fläche dar. Wegen der Symmetrie des Querschnitts in bezug auf die Wirkungs¬ 
ebene der äußeren Kräfte geht die Biegung in dor gleichen Ebone vor sich, 
d. h. die gerade und die gebogene Balkonaohse liegen in einer Ebene gy (Bild 16G). 
Hierbei ist die neutrale Aohse eine Gerade, die sonkreoht zur Symmetrieachse y 
gerichtet ist. Die Querschnitte des BalkenB neigen sich gegenseitig, indem sio 
sich um ihre neutralen Achsen drehen. 

Der beschriebene Formänderungscharakter bei der reinen Biegung kann durch 
folgenden Satz ausgedrüokt werden: 

„Die vor der Biegung ebenen und zur Balkenachsc senkrechten Querschnitte bleiben 
auch nach der Biegung eben und senkrecht zu der gebogenen Balkenachsc 

Dieser durch zahlreiche Versuche bestätigte Satz ist in dor Festigkeitslehre als 
Arbeitshypothese angenommen und trägt die Bezeichnung „Hypothese der 



ebenen Querschnitte“ oder „Hypothese von Bernoulli “ nach dom Narnon dos Ge¬ 
lehrten J . Bernoulli, dor sie erstmalig im Jahre 1705 aufgestollt hat. 

Benutzt man diese Hypothese, so kann das Gesotz dar Längenändcrung dor 
Fasern über die Höhe des Balkons festgelegt werden. Mit zwoi unendlich nahon 
Querschnitten a—b und c~d schneiden wir ein Balkenelornont von dor Länge dt 
heraus (Bild 168, a). Nach der Biegung bilden die Querschnitte den unendlich 
kleinen Winkel dep, und alle Fasern krümmen sich, wobei sio im Punkt 0 das 
gemeinsame Krümmungszentrum haben. Die Fasern der noutralen Sohioht be¬ 
halten hierbei ihre frühere Länge bei. Bei einem positiven Biogomomont wird dio 

T Sj!“ 8 ? in < Bild Erinnern wir uns daran, 

daß wir weiter oben (Büd 166) die positive Achse y nach oben gerichtet und den 
Koordmatenanfang in einem beliebigen Punkt dersolbon angeordnet hatton. Jetzt 
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müssen wir den Koordinatenanfang in der Höhe der neutralen Schicht wühlen, 
wo die Verlängerungen der Fasern gleich Null sind. Dann füllt die neutrale Achse 
mit der z-Achse zusammen, und der Abstand irgendeiner Faser mn (Bild 168, b) 
bis zur neutralen Schicht wird gleich dem Wert der Koordinate y des ent¬ 
sprechenden Punktes m des Querschnitts sein. 

Bezeichnen wir den Krümmungsradius der neutralen Faser mit p, dann wird 
die Faser mn den Krümmungsradius p-f-y und die Länge ds-f-d{ds) haben. 
Die absolute Verlängerung der Faser mn stellt sich wie folgt dar: 


Die Dehnung ist: 


A (ds) ~ {q y) d(p — Q d<p ~ y d(p, 

fi = = yll r= - tj. 

ds Qd<p Q 


Hier haben wir zunächst nur die absoluten Wcrto der Größen e, g und y im 
Auge. Die Krümmung 1 /g sieht man als positiv an, wenn das Krümmungszentrum 
auf die positive Seite der y-Achse gerichtet ist, und als negativ im umgekehrten 
Falle. In unserem Falle (Bild 168, b) ist 1/p > 0 und y < 0, und daher ist 
der rechte Teil der vorherigen Gleiohung negativ, währond die Verlängerung der 
auf der konvexen Seite gelegenen Faser mn positiv ist. Um. die Vorzeichen beider 
Teile in Übereinstimmung zu bringen, muß man dio Gleichung wie folgt auf- 
schreiben: 

(6.5) 


Auf diese Weise sind die Verlängerungen der Fasern proportional ihren Ab¬ 
ständen von der neutralen Sohicht 1 ). 

C. Nimmt man an, daß die Lftngsfaaern des Balkons bei der Biegung keinen 
Druck aufeinander ausüben und sich demnach im Zustande des einfachen Zugs 
oder Drucks befinden, so können wir das Hookosche Gesetz für den Zug 

a — Ee (6.6) 

anwenden und aus den erhaltenon grundlegenden Gleichungen Ableitungen vor¬ 
nehmen. , 

Die erste sehr wichtige Ableitung führen wir durch, indem wir den Wert der 
Verlängerungen aus (6.5) in (6.6) einsetzen: 



(6.7) 


Diese Gleichung gibt uns die bisher noch unbekannte funktionale Abhftrtgig- 
<eit (6.4). Dio Spannung erweist sich proportional dem Abstande der Faser von 
ier neutralen Achse oder der Koordinate y dos Flüchemelements dF und hängt 
licht von der anderen Koordinate z ab. Die Formel (6.7) ist jedooh als Zwischen- 
ibleitung anzusehen und kann nicht der Bestimmung der Spannungen dienen, 
la diese den bisher noch unbekannten Wert des Krümmungsradius p enthält. 


Wenn wir jetzt den Wert a = 


Ey 

6 


in die statischen Gleichungen (6.1), (6.2) 


md (6.3) einselzon, so kommen wir zu einem System von drei Gleichungen mit 


l ) Man kann sich leicht davon Überzeugen» daß man bei einer beliebigen Richtung der positiven 
i-Achse und einer beliebigen Richtung der Wölbung der gebogenen Bnlkcnadiso oben oder 

weh unten) der Unken und rechten Seite der Gleichung (fl.B) verschiedene Vorzeichen zuscltrelben muö, 

2 Pllonenko I 
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,en 1 Iq an Stelle ihrer unendlichen Anzahl. Dies ist das Ergebnis 
t Hypothese von Bernoulli . Aber solche Gleichungen können, 
,, einander widersprechen und nur bei gewissen Bedingungen 
Die Gleichung {6.3) ermöglicht es offensichtlich, nach dem Ein- 
t der Krümmung 1/p in Abhängigkeit vom Biegemoment zu 
die Gleichungen (6.1) und (6.2) zwei Bedingungen für die Ge- 
Systems liefern müssen. 

Wert a aus (6.7) in (6.1) ein, so ergibt sich: 

UdF=- -- fydF~ 0. (6.8) 

F Q F 

sein kann, so erfüllt sich die Gleichung (6.8) nur, wenn 
Jy dF — 0 ist. 

stellt nichts anderes dar als das statischo Moment der Quer¬ 
bezug auf die neutrale Achse z, Hieraus folgt, daß die neutrale 
i Schwerpunkt des Querschnitts geht, da nur in diesem Falle 
ment zu Null wird. 

, daß wir die erste Bedingung der Gemeinsamkeit des Systems 
vir den Koordinatenanfang im Schwerpunkt des Querschnitts 


zt den Wert a in die Gleichung (6.2) ein: 


UdFz = lyzdF^Q. 

r e f 

(6.9) besteht zu Recht, wenn 

yz dF — 0 ist. 


J 


(6.9) 


das hier auf der linken Seite steht, trögt, wie bekannt, die Be- 
ijugalmoment der QuerschnittsfUiche in bezug auf die Achsen y 


Hngung der Gemeinsamkeit der Gleichungen besteht demnach 
!.entrilugalmoment gleich Null ist. In unserer Aufgabe wird sio 
bedingungsgemäß die y-Achse die Symmetrieachse des Quer- 
e Kapitel 4.03). 

ir uns jetzt der letzten statischen Gleichung (6.3) zu, und setzen 
Wert er ein: 

/adF y jif dF = - M. (6.10) 

f 6 f 

y 2 dF ist das äquatoriale Trägheitsmoment der Querschnitts- 


uf die z-Achse. 

r ihn mit und schreiben wir die Gleichung (6.10) wie folgt um: 
1 1 M 

e ~ SJ,', f 6 ' 11 » 
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Der Nenner des rechten Teils EJ t heißt dio Steifigkeit des Balkens bei der Biegung 
in der Ebene xy. 

Die Formel (6.11), die sich als Synthese der drei Seiten der Aufgabe ergeben 
hat, ist als grundlegende Hauptabhängigkeit der reinen Biegung anzusehen. In 
der Tat spiegelte sich hier die statische Seite in Form eines Moments der linken 
äußeren Kräfte M wider. Die geometrische Seite ist durch die Krümmung der 
Achse l/g und die Charakteristik J z des Querschnitts dargestellt, und die physika- 
lische Seite ist durch den Elastizitätsmodul E des Materials zum Ausdruck ge¬ 
bracht. % 

Es ist interessant, seine Aufmerksamkeit darauf zu richten, daß die Krümmung 
1 /q der Achse eine spezifische, die Biegung charakterisierende Formänderung 
ist und daß die Abhängigkeit (6.11) daher das gleiche Hookesche Gesetz, jedoch 
in einer schon komplizierteren und entwickelteren Form, ausdrückt: 

Die Krümmung der Balkenachse im gegebenen Punkt (die Formänderung) 
ist proportional dem Biegemoment (Kraft). Außerdem ist es nützlich, dio naho 
Analogie der Gleichung (6.11) mit einer ebenso grundlegenden Ableitung in dor 
Theorie des einfachen Zugs bzw. Drucks, die durch die Gleichung 

Al N 
E l EF 

zum Ausdruck kommt, herauszustellen. 

Viele wichtige Theorien in der Festigkeitslehre und in der Baustatik allgemein 
gründen sich auf die Abhängigkeit (6.11). Im weiteren untersuchen wir mit ihrer 





Hilfe dio gebogene Balkenachsc und erhalten jetzt, indem wir sie benutzen, dio 
endgültige Formel der Normalspannung bei der Biogung. Setzt man den Wert 1 Jq 
aus (6.11) in (6.7) ein, so ergibt sich nach der Kürzung: 



( 6 . 12 ) 


Das Gesetz der Änderung von a über die Höhe dos Querschnitts stellt sich 
graphisch als Gerade dar, die ihre Null-Ordinate in der Ebene dor neutralen 
Schicht hat. In der in BildT69 gezeigten Darstellung der Normalspannungen 
sind die positiven Ordinalen (Zug) nach links und die negativen (Druck) nach 
rechts abgetragen. Wenn wir uns vorstellen, daß in allen Punkten des Quer¬ 
schnitts dio Werte er in Form von Vektoren senkrecht zum Querschnitt ab- 
12 * 
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tragen sind, wobei die Zugspannungen mit ihTen Pfeilen auf die äußere Seite 
lf die Seite deB entfernten Teiles) und die Druckspannungen auf die entgegen¬ 
setzte Seite gerichtet sind, so werden die Endpunkte der Vektoren in einer 
rek die neutrale Achsen gebenden Ebene abcd liegen (Bild 170). Demzufolge 
im Falle der reinen Biegung die Fläche der Normalspannungen eine Ebene 
»1. Absatz G, Kapitel 1.4). 

Aus der Formel (6.12) und aus dem Bild 169 ist zu ersehen, daß die äußersten 
eren und unteren Fasern als die von der neutralen Schicht am weitesten ent- 
■nten Fasern am stärksten angespannt sind. 

Die Vorzeichen vor den rechten Teilen der Formeln (6.11) und (6.12) ent- 
rechen der nach oben angenommenen positiven Richtung der y-Achse, Manch- 
il ist es günstiger, die positivo i/-Achse nach unten zu richten; dann muß man 
3 Vorzeichen in diesen Formeln in die umgekehrten ändern. 

E. Der einfache Zug und Druck wird von der durch die Poissonsche Zahl he¬ 
mmten Querverformung des Querschnitts begleitet,, wobei die oinzolnen 
LBern ihre Länge ändern, ohne einen Druck aufeinander auszuüben. Der Ver¬ 
di zeigt, daß bei der Biegung auch eine Veränderung der Form des Querschnitts 
tsteht, der sich auf der konvexen Seite des Balkons einengt und auf der lcon- 
ven Seite verbreitert, wobei er die in Bild 171 (für den Fall einos recht- 
kigon Querschnitts) mit durchgehenden Linien dargestollte Form annimmt, 
e seitlichen Kanten des Querschnitts neigen sich aufeinander zu, wobei sie sich 
i die Punkte k und l drehen. Die Querfasorn ändern ihre Länge und krümmen 
>h mit der Wölbung auf dio der Wölbung der Löngsfasern entgegengesetzte 
ite. Die neutrale Linio kl krümmt sich ohne Löngenänderung. Wenn dio oben 
bsatz G) gemachte Annahme zu Recht besteht, daß bei der reinen Biegung 
l einfacher Zug und Druck der Löngsfasern deB Balkons stattflndol, d. h. die 
isern keinen Druck aufeinander ausüben, so müssen die Dehnungen der von 
r neutralen Achse gleich weit entfernten Quer- und Löngsfasern ein Verhältnis 
fweißen, das gleich der Poissonschen Zahl ist. Demnach ist also 



irin Eg dio relative Querverformung ist. Auf Grund des Bildes 171 kann leicht 

itgestellt worden, daß die relative Verkürzung der Quorfascr e t rm = ~ ist, 

irin q' den Querkrümmungsradius der neutralen Achse kl darstellt. Nimmt man 
le Querfaser rm, die auf der gleichen Ebene wie auch die Lärigsfaser mn liegt 
ild 168), so erhalten wir: _ 

h = JL . JL _ ,, 

— * — fl 

£*QQ 


h. das Verhältnis der Krümmungsradien der Längs- und Querfnser muß gleich 
m Poissonschen Verhältnis sein. 

Die Ermittlung der beiden Krümmungsradien auf demVersuchswege hatdiesoAb- 
tung bestätigt. Es erwies sich, daß die bei den Versuchen auf Biegung ormilLcl ton 
erte f.i sehr nahe bei den Werten aus den Versuchen für einfachen Zug liegen. 
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6,03 Berechnung der Balken auf Biegung — Fcstlgkeitsformol 
Widerstandsmoment 

A. Die für die reine Biegung abgeleitete Formel (6.12) der Normalspannung 
kann man, wie unten gezeigt wird (Kapitel 6.04, Absatz G), in ollen Füllen der 
Querbiegung der Balken von symmetrischem Querschnitt anwonden. Bei der 
Überprüfung der Festigkeit dos auf Biegung beanspruchten Balkons muß man in 
erster Linie die größten Normalspannungen ermitteln, indem man in die Formel 
(6.12) die Koordinaten der äußersten Fasern einsetzt. Das Minuszeichen vor dem 
rechten Teil der Formel (6.12) ist, wie erwähnt, mit der positiven Richtung der 
y-Achse nach oben verbunden und muß bei einer Änderung der Richtung der 
y-Achse in das umgekehrte Vorzeichen geändert werden. In praktischen Berech¬ 
nungen ist es bequemer, das Vorzeichen der Spannung unabhängig von der 
positiven Richtung der (/-Achse festzulegon, indem man sich von der einfachen 
Überlegung leiten läßt, daß sich bei positivem Biegemoment der Balken mit der 
Wölbung nach unten durchbiogt und bei negativem M die Wölbung nach obon 
gerichtet ist. Entsprechende Vorzeichen für die Spannungen der äußersten 
Fasern sind in Bild 172 dargestellt. Dann genügt es, nach der Formol (6.12) 
den zahlenmäßigen Wert der Spannung zu finden. 



Bild 172 Bild 173 


Die Abstände der oberen und unteren Faser von der neutralen Achse bozoiohnon 
wir mit y t und y 2 (Bild 173). Die Zahlenworte für die Spannungen dor äußersten 
Fasern sind dann: ^ ^ 

o x ” ~~ und og k» — 

J S ' X 

Nach Einführung der Bezeichnungen — — W x und ~ = W z schreiben wir die 

Ih Vi 

Formel der größten Spannungen wie folgt um: 


ai ~W x ' 


.(6.13) 


Die Werte W t und W 2 hoißen Widerstandsmomente des Querschnitts in bezug auf 
die obere und untero Faser. Die dor absoluten Größe nach größte Spannung 
ergibt sich in der am weitesten von der neutralen Achse entfernten äußersten 
Faser, dor das kleinste Widerstandsmoment entspricht. Wenn das Material des 
Balkens dem Zug und Druck gleich gut Widerstand leistet, so spiolt bei der 
Festigkeitsbereohnung das Vorzeichen der Spannung keine Rolle, und es genügt, 
lediglich das kleinere von den beiden Widerstandsmomenten zu ermitteln. Zieht 
man diesen Fall als den in der Praxis (Stahl, Holz) vorherrschenden in Betracht, 
so können wir dem Widerstandsmoment folgendo Definition geben: 
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Als Widerstandsmoment bezeichnet man den Quotienten aus der Division des 
ägkeitsmomentes durch den Abstand der von der neutralen Achse a)n weitesten 
fernten Faser, 

mnach ist: W s — —— (6.44) 

2/max 

snn die neutrale Achse durch die Mitte der Höhe h des Querschnitts geht (z. B, 
einem symmetrischen Querschnitt), dann ist: 

h 

Ih = y 2 = 2 


i W, = F, = W = (6.15) 

3 Spannungen der äußersten Fasern sind in diesem Falle der Größe nach gleich 
ild 174): 

«Tmox — dr T77- (6.16) 

mlu VY 


Die Dimension des Widerstandsmomentes ißt (Länge) 3 (gewöhnlich in cm 3 ), 
s Widerstandsmoment wie auch das Trägheitsmoment ist als geometrischer 
>rt anzusehen und charakterisiert die Festigkeit des Bollcens in Abhängigkeit 
n der Form und den Abmessungen des Querschnitts. 

Die Werte W für WalzprofUo sind in don Tufeln 
„Foct“ des normalen Sortiments aufgeführt 1 ). 

Für einen rechteckigen Querschnitt von der Breite b 
und der Höhe h ist: 



W = 


bh 3 


bh* 
6 ' 


12 A/2 

Für einen runden Querschnitt ist: 
te 4 r 4 


W 


\r 


7tr 

T 


nd* 
32 ' 


(0.17) 


(6.18) 


i gebraucht man auch don angenäherten Wert: 


W ** 


3,14# 

32 


0,1 d 3 , 


Oie Gleichung (6.16) dient als Borechnungsformel der Festigkeit der auf 
jgung beanspruchten Balken. Ihre Struktur ist dor Beroohnungsformel auf Zug 

1 Druck, a — —, vollkommen gleich. Mit Hilfe dor Formel (6,16) können auch 

Falle des Zuges bzw. Druckes drei Arten von Aufgaben in Abhängigkeit 
ran, welche von den drei zur Formel gehörigen Worten ermittolt werden soll, 

) Boi der Bemitzima der Tafeln „Poor“ muß mau daran denken, das der Achse z unseres Achsen* 
.oms die Achse x In den Tafeln entspricht. 

?■ BedaUfon: Das gut eben falls fdr die entsprechenden deutschen Tafeln, elnschl. 

Angaben über die s-Acliso, 
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gelöst werden. Wenn die zulässigen Spannungen auf Zug und Druck bei der 
Biegung nicht verschieden und gleich o^i sind, so muß man zur Überprüfung 
der Festigkeit des Balkens bei gegebener Belastung und gegebenen Querschnitts¬ 
abmessungen das absolut größte Biegemoment Af nuHC finden und W berechnen. 
Die Festigkeitsbedingung hat die Form; 

<W = f 5 • (6.19) 

Bei der Wahl des Querschnitts bei gegebener Belastung und zulässiger Spannung 
wird zuerst das erforderliche Widerstandsmoment gefunden: 

= ( 6 - 20 ) 
a bz ul 

Darauf bestimmt man, nachdem man eine zweckmäßige Quorschnittsform 
gewählt hat, die Abmessungen des Querschnitts unmittelbar oder auf Grund von 
Tafeln. Hierbei ist es erwünscht, daß das Widerstandsmoment des gewählten 
Querschnitts möglichst nahe mit dem nach der Formel (6.20) berechneten über¬ 
einstimmt.. Abweichungen nach der einen oder anderen Seite sind gewöhnlich in 
den Grenzen bis 5°/„ J ) gestattet. Bei der Wahl vqn Querschnitten gewalzter 
Träger nach den Tafeln „Foot“ sind oftmals größere Abweichungen unvermeidbar, 
die man nach der Sicherheitsseite 2 ) hin zulassen muß. 

Wenn die größte zulässige Belastung des Balkens bei gegebenem Querschnitt 
und Material ermittelt werden soll, so findet man den größten für die Haltbarkeit 
ungefährlichen Wert des Biegemomentes ' 

M max = Wa ml ( 6 . 21 ) 

und legt entsprechend diesem die Grenzbelastung für die gegebene Stützweito fest. 

Bei der Biegung von Walz- und Flußstahl werden die gleichen zulässigen 
Spannungen wie beim einfachen Zug und Druck angenommen (siehe Tafel 
Kapitel 2.10), Für Holzbalken aus lufttrockener Kiefer oder Fichte ist o&* u , 
= ± 100 kg/cm z (bei axialem Zug werden nur 70 kg/cm 2 zugelassen). 

Natur- und Kunststeine, aus diesen angefertigtea Mauerwerk und Betonarten 
leisten dem Druck guten und dem Zug um ein Vielfaches schlechteren Wider¬ 
stand. Daher werden diese Baustoffe hauptsächlich für Konstruktionsteile ver¬ 
wandt, die auf Druck beanspruch^ werden. Wenn es jedoch nicht gelingt, die 
gleichzeitige Wirkung einer Biegung zu vermeiden, so werden für die auf Zug 
beanspruchten äußersten Fasern nur sehr geringe Spannungen (etwa 1 / 10 der 
zulässigen Druckspannungen) zugelassen 8 ). Die gleichen Eigenschaften hat auch 
Gußeisen. Für Abgüsse aus grauem Gußeisen werden auf Druck bei der Biegung 
1200 bis 1500 kg/cm 2 zugelassen, aber auf Zug bei der Biegung nur 350 bis 
450 kg/em a (in Abhängigkeit von der Güte des Gußeisens). 

Bei der Berechnung von Balken auf Biegung ist es erforderlich, nicht nur die 
Festigkeit zu gewährleisten, sondern auch eine ausreichende Steifigkeit EJ Z des 

l ) Anm. d, deutschen Redaktion; Diese Tolornnz von 5% (etwa entsprechend der Genauigkeit von 
Rechonscliioberrcchnungcn) ist auch in Deutschland unerkannt. 

*) Das bedeutet, daß mau oft die äulässigo Beanspruchung nicht zu 95% bis 100% (oder 105%) 
ausnutzon kann, da eine >105%igo Ausnutzung unstatthaft ist, während gleichzeitig das nächst¬ 
höhere Profil wesentlich weniger als 95% hls 100% beansprucht Ist. 

•) Anm. d. deutschen Redaktion: In Deutschland z, T. nur */«• Oftmals wird auch nnch dom Be- 
rcchnungsverfahren des AusscWusses von Zugspannungen gerechnet, d. h. er* » 0 gesetzt. Dabei stoigt 
dann a, um ein gewisses Maß an. 
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Ikens, von der die Krümmung 1/g der gebogenen Achse abhängt. Nicht 
fügend steife Balken werden unter der Belastung große Durchbiegungen 
liden, auch wenn die Spannungen dabei die zulässigen Grenzen nicht über- 
gen. Die Berechnung der Balken auf ausreichende Steifigkeit 1 ) ist weiter 
en im Abschnitt YII dargelegt. In diesem Kapitel hier wird nur die Berechnung 
Festigkeit behandelt. 

)ie oben aufgeführten Normen der zulässigen Spannungen 2 ) beziehen sich auf 
3 Btatische Wirkung der Belastung. 

spiel 34 

s ist ein rechteckiger Querschnitt für Balkon aus Kiefernholz zu wühlen, die auf 
lorwerkswänden ruhen und oinen einfachen Bohlenbelag tragon {Bild 175, a). Der 
tand zwischen don Balken beträgt a — 1,2 m, die Balkenstützwoito l «=» 5,0 m, die 
kohrsbolaatung (einschließlich des Gewichts der Balkon und dos Belages) 

p 300 kg/m B und <Tft 2U i =100 kg/cm®. 

uf jedon Balken entfallt ein Streifen gleichmäßiger Belastung von einer Breite, die 
sh der Entfernung zwischen den Mitten der Stützweiten des Belages ist. 



ronzt man auf diesem Streifen einen Meter ab (Bild 175, b), so orgibt sich die Größe q 
Belastung für 1 m Balkenlängo: 

q = pa o 200 • 1,2 =a 860 kg/m. 


as größte Biegemoment in Bnlkonmitte ermitteln wir nach der Formol (5.11): 
Mmx ~ ~ = 1125 kgm = 112 500 kgom. 


as erforderliche Widerstandsmoment ist nach der Formel (6,20): 


W wi 


^max 
ö * aul 


112500 
100 = 


1125 cm 3 . 


atzen wir diesen Wert dem Widerstandsmoment eines rechteckigen Querschnitts, dor 
t dor Formel (6.17) bestimmt wird, gleich, so erhalten wir eine Gleichung mit zwei 
ekannten b und h. Zur Lösung muß eine von den Unbekannten oder ihr Verhältnis 


Amn. d. deutschen Redaktion: Berechnung auf Durchbiegung, 
"Hin. d, deutschen Redaktion: Sowj. Bestimmungen. 
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gegeben sein. Angenommen, das Qnersehnittsvcrh&ltnis des Balkens sei bjh «= 8 / a , dann ist 

2 A* 9. - 

h g- — 1125 und hieraus h — y 1125 * 9 = 21,6 cm und b = a / 8 21,6 — 14,4 cm. Durch 

Aufrundung der Abmessungen auf volle Zentimeter erhalten wir einen Querschnitt von 
15 X 22 cm. 


Beispiel 35 

Für einen gewalzten I -Träger Nr. 40a mit 8,0 m Stützweite ist der grüßte Wert einer 
Einzellast P in der Trägermitte zu ermitteln, wobei das Eigengewicht des Trägers berück¬ 
sichtigt worden soll, tf^zui ist gleich 1400 kg/cm 8 (Ct. 2). Aus der Tafel der I -Profile finden 
wir W £ s=* 1090 cm 3 J ) und das Gewicht für einen Meter Träger, das eine gleichmäßige 
Belastung darstollt, zu q = 67,6 kg/m. Das größte Biegemoment wird in der Mitte der 
Stützweite auftreten und ermittelt sieh nach den Formeln (5.11) und 5.15): 

PI 67,6'8 a ( P-8 ,. n , . Dl 

- - — = 540 -f 2 P kgm. 


Mn 


s£ + 
8 ^ 


8 


Andererseits ermittelt sich das für den Balken zulässige Höohslmoment nach der Formel 
(6.21) zu: «= Wcr bzul = 1090 - 1400 = 1526000 kgem = 15260 kgm. 

Setzt man die rechten Teile der auf geschriebenen Gleichungen einander gleich, so erhalten 
wir P = 7360 kg. 


6.03 Zweckmäßige Querschnitts formen von Trägern 

Bei der Wahl der Querschnitte von Trägem muß man bemüht sein, der 
Festigkeitsbedingung bei geringstem Materialverbrauch zu genügen. DerMaterial- 
verbraueh ist proportional der Querschnittsfläche. Dies bedeutet, daß der Quer¬ 
schnitt um so vorteilhafter ist, je größer das Widerstandsmoment bei ein und 
derselben Fläche ist. Demzufolge kann man den Wirtschaftlichkeitsgrad durch 
W 

das Verhältnis — bewerten. 

F 

Betrachten wir zuerst den rechteckigen Querschnitt. Für diesen ist: 


i 


W 6A 2 
F~~ bh • 6 


|A~0,17 h. 


Die Wirtschaftlichkeit des Querschnitts ist, wie man sieht, proportional seiner 
Höhe. Diese Proportionalität trifft auch für jede beliebige andere Form des 
Quersohnitts zu. DaB Widerstandsmoment W kann man tatsächlich immer in 
Form des Produkts W =» kFh darstellen und hieraus 


W 

F 


= kh 


( 6 . 22 ) 


finden, worin k ein nur von der Querschnittsform abhängiger Koeffizient ist. 

Zur Klärung der Wirtschaftlichkeit verschiedener Querschnittsformen muß 
man Querschnitte von gleicher Höhe h miteinander vergleichen. Es ist leicht zu 
errechnen, daß für den runden Querschnitt k = 0,125, d. h. geringer als für den 
rechteckigen Querschnitt ist. 


«) ;lnm. d. deutschen Redaktion: Nach den deutschen Profilstahl tafeln Ist dies ein Träger Normal- 
profil X 30 mit einem Gewicht G =, 70,2 kg/m. Unter Zugrundelegung der entsprechenden deutschen 

Profile ergibt sich folgende Rechnung, wenn die obige Formel: äf max = angewendet wird: 


AXmax 
M max = W 




Sil 

8 

Oizll! ~ 10B0< 1‘iOO 


76,6-8* , P-8 


« 612,8 +2 1' kgm 


8 ‘ 4 

1526000 kgem, » 15200 kgm, P = 7323,6 kg, 
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Dio Kennlinie der Normalspannungen im Querschnitt zeigt, daß nur die 
ßeren Fasern mit der vollen zulässigen Spannung arbeiten können. Das Material 
rd um so weniger ausgenutzt, jo näher es zur neutralen Achse hin gelegen ist. 
is Bestreben, das Material möglichst weit von der neutralen Schicht anzu¬ 
inen, führte zu dem Entstehen der I- und C-Querschnitte. 


Für die gewalzten I-Träger ist k ~ 0,29•••0,31. Demnach ist der gewalzte 
Querschnitt fast um das Zweifache wirtschaftlicher als der rechteckige Quer- 
initfc gleicher Höhe. Für gewalzte C-Träger ist h = 0,27*»*0,31. In der UdSSR 
irden I-Träger bis zu einer Höhe von 60 cm und C-Träger bis zu einer Höhe 
n 40 cm gewalzt 1 ). Zur Erreichung einer größeren Höhe geht man zu don 
schweißten und genieteten Querschnitten in I-Form über. 

Dio Abhängigkeit (6.22) zeigt, daß es, allgemein gesagt, günstig ist, die Höhe 
s Querschnitts zu vergrößern. Praktisch besteht dies jedoch nur in gewissen 
’enzen zu Recht. Außerdem sind hohe und schmale Träger bei der Biogung 
3ht genügend seitonsteif, da sie eine geringe Steifigkeit in horizontaler Richtung 
sitzen. Die Zerstörung solcher Träger kann infolge des Verlustes der Stabilität 
gar früher erfolgen als die Spannungen in ihnen den bei der Biegung zulässigen 
ert orreioht haben, wohn nicht konstruktive Maßnahmen zur Sicherung der 
abilität ergriffen werden. 


Boi Baustoffen, die dem Zug und Druck gleich gut Widerstand leisten, wordon 
ößtenteils Querschnitte angewendet, die in bezug auf dio neutrale Achse 
mmetrisch sind. Der Höhe naoh unsymmetrische Querschnitte werden in 
esom Falle weniger vorteilhaft sein, da bei diesen dio Entfernungen der 
ißerston Fasern von der neutralen Aohso, allgemein gesagt, nicht gleich sind 8 ), 
td die Spannung in den weniger weit entfernten Fasern niedriger als die 
lässige Spannung sein wird. Bei einem Baustoff, der dem Zug und Druck nicht 
eichen Widerstand entgegensetzt (z. B. Gußeisen), können umgekehrt unsym- 
etrisohe Querschnitte durchaus zweckmäßig sein, wenn, man sic so zusammen- 
tzfc, daß dio Abstände j/ x und y 2 dor äußersten Fasern proportional don zulässigen 
mnnungon auf Zug und Druck sind. Das Bestreben, dio gute Widerstands¬ 
fähigkeit des Betons auf Druck bei dor Biogung 
auszunutzen, führte zu dom Entstehen dor Eisen- 
betonbalken 8 ), in denen die Zugspannungen von 
einer Stahlbewehrung in Form von runden Stäben 
aufgenommen werden, die in die Zugzone des 
Balkons unweit der äußorsten Fasern eingelegt 
wordon. Hierbei wird die Arbeit dos Botons auf 
ig größtenteils Überhaupt nioht berücksichtigt, so daß es zweckmäßig ist, die 
etonfläche in der Zugzone des Querschnitts zu verringern, woboi man gloich- 
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i) Anm. d, deutschen Jledaktton: Deutsche maxlmnle Trilgcrhöhen von 

a) I -Normalprofllcn h - 00 om, b) I -Breitnnnschprofllen h « 100 cm, c) C-ProMon 
h ■=> 40 cm. 

*) Elno Ausnahme bildet «,B, dio Schiene, deren Querschnitt unsymmetrisch Ist > deren Ab- 
essungen so gowfihlt Bind, daO dio neutrale Achse durch die Mitte der Höhe geht. 

Anm, d,deutschen Redaktion i Die deutschen Schionenprofilo (Nr, 0, 8,15, S 45 und S 40) sind eben¬ 
da so konstruiert, daß dio noutrnlo Achse eftua in halber Höhe liegt, 

') Anm. d, deutschen Iiedaktion : Seit etwa 10 Jahren benutzt man allgemein an Stolle des veralteten 
ortes Eisenbeton in Deutschlund das Wort ÄfaWboton. 
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zeitig die Flfiohe in der Zone der größten Druckspannung vergrößert. Diesen 
Anforderungen entspricht der T- Querschnitt (Bild 176), der woitgehend bei 
Stahlbetontrügern zur Anwendung kommt. 


6.04 Schubspannungen bei der Biegung — Ableitung der Formel 
Krümmung der Querschnitte 

A. In der Festigkeitslehre wird eine angenflherte Untersuchung der* Schub¬ 
spannungen bei der Biegung dargelegt, die von D. J. Skuramki stammt und auf 
einige wahrscheinliche Annahmen gegründet ist. 

Betrachten wir zuerst einen Balkon von recht¬ 
eckigem Querschnitt mit einer in der Ebene yOx 
liegenden Belastung, und grenzen wir am Quer¬ 
schnitt ein elementares Fläohenelement dF an der 
Seitenkante AB ab (Bild 177). Wir nehmen an, daß 
die Schubspannung x am Flächenelement dF zur 
Kante AB geneigt gerichtet ist, und zerlegenrin die 
Komponenten x v und x z parallel und senkreoht zur 
Kante AB. 

Auf Grund des Gesetzes der Gegenseitigkeit der 
Schubspannungen muß an dem senkrechten Flächon- 
element dF', das auf der Seitenfläche des Balkens 
abgegrenzt ist, eine Schubspannung r* gleich die 
ebenfalls senkrecht zu AB gerichtet ist, wirken. Da aber an der Seitenfläche 
keine Schubspannungen angroifen, so ist x x = 0, und folglioh ist x e ebenfalls gleich 
Null. Demzufolge sind die Schubspannungen der Flftchonelemento, die an den 
Seitenkanten des Querschnitts gelegen sind, längs der Kanten gerichtet. Es ist 
nicht schwor, die erhaltene Ableitung auf einen Quersohnitt mit beliebigen Um¬ 
rissen zu verallgemeinern und wie folgt zu formulieren: Wenn auf die Oberfläche 
des Balkens keine Tangentialbelastung wirkt, so ist in einem beliebigen Punkt 
an der Umrißlinio des Querschnitts die Schubspannung parallel zu der Umrißlinic 
gerichtet (oder gleich Null) 1 ). 

Diese äußerst wiohtige Folgerung des Gesetzes der Gegenseitigkeit der Schub¬ 
spannungen werden wir im weiteren mehrfach benutzen, kehren aber zunächst 
zu dem rechteckigen Querschnitt zurück und ziehen auf beliebiger Höhe y eine 
Gerade m—n parallel zur neutralen Achse % (Bild 178). Da an den Enden der 
Geraden die Schubspannungen nach dem bisher Dargelogten parallel zur y- 
Achse gerichtet sind, so kann man annehmen, daß auch in allen übrigen Punkten 
der Geraden die gleiche Richtung r erhalten bleibt. 

Nehmen wir weiterhin an, daß sich die Größe der Schubspannung längs der 
Geraden m—n nicht ändert. Auf diese Weise gründet sich die elementare Theorie 
auf zwei Annahmen: 



l ) Bol krummlinigen Umrissen des Querschnittes Ist die Schubspannung t an dor UjmriQlJnlo selbst¬ 
verständlich tangential zu dieser gerichtet. 
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. Die Schubspannung in einem beliebigen Punkt des Querschnitts ist parallel 
Querkraft Q gerichtet. 

. Die Größe der Schubspannung hängt nur von der Koordinate y des Quer- 
nittapunktes ab, mit anderen Worten, die Schubspannungen verteilen sich 
•r die Breite deB Querschnitts gleichmäßig. 

Sb ist völlig klar, daß beide Annahmen um so ■wahrscheinlicher sind, je kleiner 
Breite b dos Querschnitts ist. 

Venn am elementaren Flächenelement mn des Querschnitts a—b (Bild 179) 
3 Schubspannung r wirkt, die den Einfluß des linken entfernten Balkenteils 
drückt, bo bemerken wir noch, daß auf Grund desselben Gesetzes der Gegen- 
-igkeit der Schubspannungen auf das elementare Flfichenelement mp des 
izontalen Schnittes c —d eine gleiche Spannung r wirken muß, die so gerichtet 
wie in Bild 179 dargestellt, und den Einfluß des unteren Balkonteils auf den 
ren am Flücheneloment mp zum Ausdruck bringt. Dies bedeutet, daß die 
lubspannungon in Querschnitten von Schubspannungen in zur neutralen 
ise parallelen Längsschnitten begleitet werden. Diese letzteren Spannungen 



Bild m Bild, m 

•den an der oberen und unteren Oberfläche des Balkens (beim Fehlen einer 
lgentialbelastung) gleich Null. Dies bedoutet, daß auch im Querschnitt a—b 
den äußorsten FaBern dio Sohubspannungen gleich Null sind (siehe Kap. 3.07, 
178). Da an den anderen Flächenelomenten des Querschnitts a—b sich die 
Innungen r allgemein von Null unterscheiden, so ist es von vornherein augen- 
einlioh, daß das Gesotz der Änderung der Schubspannungen tibor dio Höhe 
Querschnitts kein geradliniges sein kann, wie dies für dio Normalspanmingen 



Bild 180 


h Die unter Absatz A gemachten beiden Annahmen genügen, um daB Gosetz 
Verteilung der Schubspannungen über die Höhe des rechteckigen Quer- 
nitts allein von der statischen Seite her zu finden. Hierbei benutzen wir die 
•mel (6.12) dor Normalspannung, indem wir damit rechnen, daß sie im Falle 
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der Querbiegung ihre Gültigkeit behält, Sohneiden wir aus dem Balken mittels 
zweier benachbarter Querschnitte 1—1 und 2—2 und eines horizontalen Schnittes 
3—3 , der in einem beliebigen Abstand y von der neutralen Schicht geführt ist, 
ein rechteckiges Parallelepiped heraus (Bild 180). 

Die Schratte 1—1 und 2—2 wählen wir zunächst in einem unbelasteten 
Abschnitt des Balkens und in genügender Entfernung von den Einzelkräften. In 
einem solchen Falle sind die Querkraft Q und folglich auch die Schubspannungen 
in beiden Querschnitten gleich. Bezeichnen wir das Biegemoment im Querschnitt 
1—1 mit M und im Querschnitt 2—2 mit M -f dM , worin dM die Zunahme des 
Moments auf der Strecke dx ist. Nehmen wir an, daß in dem gegebenen Abschnitt 

M > 0 ist und mit der Zunahme von x anwäohst; dann ist Q = > 0. Ent- 

dx 

fernen wir die links vom Schnitt 1—1 und die rechts vom Schnitt 2—2 gelegenen 
Balkenteile und ersetzen wir ihren Einfluß auf das Element abfg durch normale 



und tangentiale Kräfte, deren Richtungen wie auch die Richtungen der ent¬ 
sprechenden linken und rechten Kräfte auf Bild 181, a dargestellt sind. Entfernen 
wir jetzt einen Teil der Schicht cdgf , der unterhalb des horizontalen Schnittes 
3-3 liegt (Bild 180, a und 181, a). Der Einfluß dieses Teils auf den auf diese 
Weise abgetrennten oberen Teil abcd (Bild 181, b) ist durch die an der 
Fläche cd angebrachten und nach rechts gerichteten (auf Grund des Gesetzes der 
Gegenseitigkeit) Schubspannungon r ausgedrückt. Normalspannungen gibt es 
an der Flüche c—d nicht, da man annehmen kann, daß in einem ausreichenden 
Abstand von den Lasten die Fasern aufeinander keinen Druck ausüben. 
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üur Ermittlung der an der Fläche c— d wirkenden Spannungen r genügt eine 
i den Gleichgewichts!)edingungen des herausgeschnittenen Parallelepipeds 
r = 0. Die Resultierenden der tangentialen Kräfte an den vertikalen Flächen 
Parallelepipeds erscheinen nicht in dieser Gleichung und sind daher in Bild 
, c nicht dargestellt. Die Gleichung nimmt die Form 

JV-MT-Wj« 0 (6.23) 

worin N und N x die Resultierenden der Normalkräfte an der linken und 
fiten Fläche deB Parallelepipeds und dT die Resultierende der Sohubspan- 
igen an der unteren Fläche darstellen. Den Wert N finden wir durch Inte- 

tion. Es ist: .. a , p 

TV = J a dF, 

w 

'in a dF die elementare Normalkraft und co die Fläche der Seite amnc ist, 
>r die sich die Integration erstreckt (Bild 181, c; in Bild 180 ist diese Fläche 

raffierfc). Setzt man er = ein, so erhalten wir: 


N 


d t L 


JydF. 


i auf der rechten Seite stehende Integral stellt das statische Moment der Fläche 
nc in bezug auf die neutrale Achse z dar, d. h. das statische Moment des ober- 
b der Ebene y gelegenen Querschnittsteiles , auf der die Spannung r ermittelt 
d. 

lezeichnen wir zur Abkürzung / y dF — 5, dann wird: 

n = ?Ls. 

J* 

malog finden wir die an der reohten Fläche angreifendo Normalkraft TV,: 

M + AM 


TV, = 


S. 


)ie Tangentialkraft dT an der unteren Fläche des Parallelepipeds erhalten wir, 
sm wir dio Spannung r mit der Fläche der Seite bdx multiplizioren, da gemäß 
Annahme die Spannungen t sich gleichmäßig über die Breite b des Balkens 

tdIen: dT = xiix. 

jh dem Einsetzen der gefundenen Werte TV, 7V 3 und dT nimmt die Gloich- 
iohtsbedingung (6.23) die Form) 


M 


S + rbdx 


M + dM 


S = 0 


woraus 


dM 


dMS 

dxj t b 


wird. 


chtet man, daß -j— — Q ist, so erhalten wir die Formel der Schubspan¬ 
gen bei der Biegung .in der endgültigen Form: 

<?S 
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Aus der Gleichgewichtsbedingung haben wir somit die Schubspannung im 
horizontalen Schnitt 3- 3 (Bild 180» a) gefunden. Nach dem Gesetz der Gegen¬ 
seitigkeit werden die Schubspannungen in den Querschnitten 1—1 und 2—2 auf 
der Ebene y die gleichen sein. 

Für die äußersten oberen Fasern ist y = A/2, 5 = 0 und x ~ 0. Mit dor Ent¬ 
fernung von den oberen Fasern wächst der Wert S und mit ihm auch x an, die 
den größten Wert für die auf der neutralen Achse gelegenen Punkte erreichen. 
Weiter beginnt 5abzunehmen, da ein Teil des Querschnitts zwischen der Ebeneg 
und der neutralen Achse ein negatives statisches Moment hat (Bild 182). Für 
die äußersten unteren Fasern ist 5 = 0 (als statisches Moment der gesamten 
Fläche in bezug auf die Achse) und x ~ 0. 

Auf diese Weise ist 5 0, so daß das Vorzeichen der Schubspannung für alle 

Punkte des Querschnitts gleich ist und nur von dem Vorzeichen der Querhrajl Q 



ahhängi. In Übereinstimmung hiermit werden wir die Schubspannungen im 
Querschnitt bei ihrer Richtung nach oben als positiv ansehen (vorausgesetzt, daß 
der linke Teil des Balkens entfernt ist). 

Für einen rechteckigen Querschnitt ist: 



Setzt man den Wert in die Formel (6.24) ein, so erhalten wir: 



Gemäß (6.25) hat die Linie der Schubspannungen im Querschnitt die Form 
einer symmetrischen Parabel mit der größten Ordinate auf der Höhe der neu¬ 
tralen Schicht (Bild 183). Setzt man in (6.25) y = 0 ein, so erholten wir den 
größten Wert der Schubspannung in einem rechteckigen Querschnitt 


_ 3<? _ 3 Q 
“ 2 bh ' 2 ' F' 


(6.26) 


worin F = bh die Fläche des Querschnitts ist. 

Aus der Formel (6.26) geht hervor, daß die größte Schubspannung i,5mal 

größer als ihr mittlerer Wert ~ ist. 
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s Produkt der Fläche der r-Linie mit der Breite b des Querschnitts stellt die 
ne aller Schubspannungen im Querschnitt dar. Diese Summe oder Resul- 
ide muß, wie bereits im Kapitel 5.5 gezeigt, gleich der Querkraft Q sein, 
h eine Kontrolle bestätigen wir die Richtigkeit der abgeleiteten Formel 
|. In der Tat ist die Fläche der Parabel gleich 2/3 r max h (Kap. 5.3). Setzen wir 
3se den Wert r row aus (6.26) ein und multiplizieren wir ihn mit der Breite b 
Querschnitts, so erhalten wir: / 


2 

3 


h 


£ £ 

2 bk 


• b = Q. 


m Schluß bemerken wir, daß man bei der Ermittlung der Schubspannung in 
deinem Punkto (Ebene) das statische Moment sowohl des oberen als auch 
mteren Quersohnitteils berechnen kann, wenn nur ihre absolute Größe 
l ist. 


Die Schubspannungen rufen Schiebungen hervor, d. h. eine Winkelver- 
ng der rechteckigen Elemente. Gemäß dem Hookeschon Gesetz ist die 
ibung des Elements proportional der Schubspannung. Daher vorteilen sich 
Schiebungen wie auch die Spannungen ungleichmäßig über die Höhe des 
3ns: Sie sind an den äußersten Fasern gleich Null und wachsen zur neutralen 
3 hin an. Aus diesem Grunde können die Querschnitte des Balkens nicht 
bleiben und krümmen sich. Schneiden wir mit zwei benachbarten Quer- 



tten und zwei horizontalen Schnitten ein rechteckiges Elomont ab cd aus dem 
en heraus (Bild 184, a). Infolge der Wirkung des Biegemomonts werden sich 
Querschnitte beiderseitig durch Drohung urp ihre neutralen Achsen neigen, 
ii Bich die Fasern des Elements verlängern werden. Die Schubspannungen 
t eine Sohrfigstollung (Schiebung) des Elements, die mit einer Verschiebung 
ilben in eine neue Lago verbunden ist, hervor (Bild 184, b). 
e Verschiebung ist als Folge der Schiebungen der darunterliegenden Elemente 
sohön. Im Ergebnis der Schiebungen und Verschiebungen gehen die ebenen 
'schnitte in zylindrische Flächen über, deren Erzeugenden parallel zur 
ralen Achse gerioktet sind und deren Führungen eine S-Form haben. Die 
nmung der Querschnitte kann man wahrnehmen, wenn man oinon kurzen 
en aus Gummi mit einem auf einer Seitenfläche aufgetragenen Notz von 
decken mittels einer Querbelaatung stark durchbiegt. Bei den üblichen 
cstoffen (z. B. Stahl) ist die Krümmung der Querschnitte sehr gering und 
3 nicht bemorkt worden. Erstmalig wurde sie auf theoretischem Wege von 
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Saint-Venant entdeckt (im Jahre 1856), der eine genaue Lösung der Aufgabe 
über die Querbiegung einer an einem Ende eingespannten und mit einer vertikalen. 
Last am freien Ende belasteten Konsole gegeben hat. 

Die Lösung von Saint-Venant zeigt, daß bei einem Verhältnis der Seiten des 
Querschnitts von hjb ^ 2 die unter Absatz A eingeführten Annahmen sehr gut 
mit der Wirklichkeit übereinstimmen. 

Für hohe und schmale Rechtecke (dünnwandige Profile) kann man die Ergeb¬ 
nisse der elementaren Theorie praktisch als vollkommen genau ansehen. 

Im Zusammenhang mit der Krümmung der Querschnitte taucht die Frage 
über die Möglichkeit der Anwendung der Formel (6.12) der Normalspannung im 
Falle der Querbiegung auf, die auf Grund der Hypothese der ebenen Quer¬ 
schnitte abgeleitet wurde. Wenn wir zwei benachbarte Schnitte im unbelasteten 
Abschnitt des Balkens führen, so wird dio Quorkraft in beiden Querschnitten 
gleich sein, und dies bedeutet, daß auch die Krümmung der Querschnitte gleich 
sein wird. Hierbei wird irgendein Faserabschnitt a—b (Bild 184, b) sich in dio 
neue Lage a'—b' verschieben, wobei er keine Verlängerung erleidet und folglich 
die Normalspannung nioht ändert. Wenn außerdem die Querschnitte in einem 
genügenden Abstand von den Angriffsstellen der äußeren Belastung gewählt 
sind 1 ), so kann man wie auch im Falle der reinen Biegung damit rechpon, daß dio 
Fasorn aufeinander keinen Druck ausüben. Dies bedeutet, daß in diesem Falle 
das Gesetz der Verteilung der Normalspannungen (6.12) seine Gültigkeit behält, 
obgleich die Querschnitte nicht eben bleiben. 

Bei Wirkung einer kontinuierlichen Belastung werden sich die Querkräfte in 
zwei benachbarten Querschnitten um den Wert dQ = — qdx unterscheiden, 
worin dx die Entfernung zwischen den Querschnitten ist. Daher wird die Krüm¬ 
mung der Querschnitte auch etwas unterschiedlich sein. Außerdem werden dio 
Fasern aufeinander einen Druck ausüben. Eino genaue Untersuchung dieser 
Frage zeigt, daß bei genügend großer Länge des Balkens im Vergleich zu seiner 
Höhe die Schiebungen und der gegenseitige Druck der Fasern bei einer durch¬ 
gehenden Belastung keinen wesentlichen Einfluß auf die Normalspannungen im 
Querschnitt ausüben und daher in praktischen Berechnungen unberücksichtigt 
bleiben können. 

In den Querschnitten unter den Einzollasten und in deren Näho weicht die 
Verteilung der Normalspannungen vom linearen Gesetz ab (6.12). In der Praxis 
wird diese Abweichung, die einen örtlichen Charakter trügt und nicht von einer 
Erhöhung der größten Spannungen begleitet wird (in den äußersten Fasern), 
gewöhnlich außer acht gelassen (siehe Teil II). 


G.05 Verteilung der Schubspannungen Im Kreis-, I-Qucrsehnltt 
und ln nndoron Querschnitten 

A. Für einon runden Querschnitt kann man nicht die Annahme über die 
Parallelität der Schubspannungen zur Querkraft machen. Ziehen wir eine Gerade 
m—n parallel zur neutralen Achse (Bild 185), so wird nur für den Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der »/-Achse die Richtung x vortikal sein (wegen der Sym¬ 
metrie des Querschnitts). In den Punkten m und n werden die Spannungen 


*) In einem Abstande von nicht weniger als der Hälfte der Höhe des Bnlkcnqucrschnltts. 
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U 

mgential zum Umriß gerichtet sein. In den übrigen Punkten der Geraden m~n 
erden offenbar die Spannungsrichtungen ebenfalls zur y-Achse geneigt sein, 
obei sich mit dem Herannahen deB Punktes an die i/-Achse die Neigung ver- 
ngern wird. Mit genügender Wahrscheinlichkeit kann man rechnen, daß die 
iehtungen der Spannungen, die in der Ebene m— n wirken, sich in einem 
unkte C der y-Achse schneiden. 

Wenn wir die Spannungen r in die vertikalen und horizontalen Komponenten 
y und T e zerlegen, so können wir auch die zweite Annahme ein führen, daß die 
ertikalen Komponenten in allen Punkten der Geraden m—n gleich sind, d. h. 
cb über die Breite des Querschnitts gleichmäßig verteilen 1 ). 

Die Spannungen r v werden selbstverständlich von den ihnen gleichen gegen- 
ütigen Spannungen x x in den horizontalen Schnitten des Balkens begleitet. 
Schneidet man daher aus dem Balken mit zwei benachbarten vertikalen und 
nem dritten horizontalen Schnitt ein Element heraus, so können wir aus der 



Bild 186 Bild 186 

leichgewichtsbedingung des Elements {genau so, wie dies im Kapitel 6.04 
r den rechteckigen Querschnitt gemacht wurde) den Wort der vertikalen 
omponente der Schubspannung finden. Es wird: 



orin b die Länge der Sehne m —n und S.das statische Moment der Flüche dos 
jgments mKn ist (Bild 185). Die Summe der vertikalen tangentialen Kräfte im 
uerschnitt, wird gleich der Querkraft sein, demnach 

f T i/ dF = 

Ührend die horizontalen tangentialen Kräfte r z ilF sich wegen der Symmetrie 
« Querschnitts gegenseitig das Gleichgewicht halten worden. Bemerken wir, daß 

*) genaue Lösung der ElastizltiUstheorlc zeigt, daß die gemachten Annnlimcn genügend nah 
die Wirklichkeit herankommen, 
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in der Ebene der neutralen Achse % die horizontalen Komponenten r gleich Null 
sein werden (Bild 185), da die Gesamtschubspannungen r parallel zur y-Achse 
gerichtet sind. 

Die Größe des statischen Moments des Segments mKn kann man bequem 
finden, wenn man das Segment in elementare Streifen dF aufteilt und den 
Winkel cp als unabhängige Veränderliche wählt (Bild 186): 

dF = a drj — 2 r cos cp dr), 
rj = r sin (p, dr\ — r cos cp dcp ) 

n 

2 

S ~ fr) dF =* fr - sin cp 2 r cos cp r cos cp d<p 

tu a 

n 
2 

0 g f „ u . 2 r 3 cos 3 a 

— — 2 r / cos 2 99 a(eos 97 ) =« •— 7 —^ -. 


Beachtet man, daß die Breite des Querschnitts in der betrachteten Ebene 

Tz r 4 

b = 2r cos a ist, und setzt man J* — ein, so erhalten wir die Formel der 
Schubspannungen in folgender Form: 


t v 


4 Q cos 2 « 
3 • 7 t r a 


iS. 

3 F 


cos 2 «, 


(6.27) 


Hieraus erkennt man, daß sich die größten Spannungen bei a — 0, d. h. an der 
neutralen Achse ergeben: 

4 0 

(6.28) 

• . ■ w® 

Wenn wir in der Formel (6.27) cos 2 « mit 1 —■ sin 3 « = 1 — —■ ersetzen, so 

erhalten wir den Ausdruck der Spannung als Funktion der Ordinäte y, der darauf 
hinweist, daß sioh t v über die Höhe des Balkens nach dem parabolischen Gesetz 
ändert: 

r, = (r 3 - y% (6.29) 

Für andere Querschnittsformen, die in bezug auf die y-Achse symmetrisch sind 
(z. B. für die Ellipse, das gleichseitige Trapez), kann man die gleichen Annahmen 
zulassen, die für den runden Querschnitt gemacht wurden, und folglich die 
vertikale Komponente der Schubspannung nach der gleichen Formel (6.24) 
berechnen. 

li. Untersuchen wir jetzt einen dünnwandigen X-Querschnitt (Bild 187). Für 
den Steg worden die beiden Annahmen über die Verteilung der Schubspannungen 
(Kapitol 6,04) wegen ßeiner geringen Breite (Dicke) d sohr genau zutroffen. Für 
irgendeine Ebene y im Bereich des Steges muß man in die Formel (6,24) den Wert 
des statischen Moments des darüberliegendon Teiles des Querschnitts (des in 
13* 
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der Zeichnung schraffierten Teiles) und die Breite des Querschnitts h — d ein- 
setzen. Benutzt man die Bezeichnungen in Bild 187 und teilt man den schraf¬ 
fierten Teil in zwdi Rechtecke auf, so erhalten wir: 



(6.30) 


Die Formel (6.30) zeigt, daß sich die Schubspannungen über die Höhe des 
Steges nach dem parabolischen Gesetz wie im Falle dos rechteckigen Quer¬ 
schnitts ändern (Bild 187), wobei sich die größte Spannung r mnX an der neutralen 
Achse ergibt. Für Punkte des Steges, die sich in der Nähe der Übergangslinie ra 
zum Flansch befinden (Bild 188), folgt die Verteilung der Spannungon einem 
komplizierteren Gesetz als dem von uns auf Grund der elementaren Ableitung 
erhaltenen. In don Ecken r und s ergibt sich eine Konzentration der Spannungen, 
zu deren Milderung bei den gewalzten Trägern die Flanscho mit dom Steg durch 
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kleine Rundungen verbunden worden. Die Milderung der Konzentration der 
Spannungen gestattet es anzunehmen, daß die für die Gronzebone r—s nach dor 
Formel (6.30) ermittelte Spannung Tj (Bild 187) genügend nah an dio Wirklichkeit 
herankommt. Für Punkte dos Querschnitts im Bereich der Flanscho sind die 
Annahmen über die Parallelität der Schubspannungen zur Querkraft und ihre 
gleichmäßige Verteilung über dio Flanschbroito b (Bild 187) nicht anwendbar. 
An der oberen und unteren Flüche des Flansches müssen dio Spannungen t nach 
den Darlegungen im Abschnitt 6.04 tatsächlich parallel zum Umriß dos Quer¬ 
schnitts (Bild 188) gerichtet sein, d. b. ihre vertikale Komponente r v muß gleich 
Null sein. Da die Dicke des Flansohes im I-Querschnitt gewöhnlich sehr gering 
ist, so kann man annohmen, daß längs einer beliebigen vertikalen Linie k — k' die 
Spannungsrichtung horizontal bleibt. Infolge der Symmetrie des Querschnitts 
gleichen sich die horizontalen tangentialen Krüflo gegenseitig aus. Vertikale 
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tangentiale Spannungen können jedoch im Flansch hauptsächlich im Bereich des 
Rechtecks rops Vorkommen. Hierbei ist die Summe der vertikalen tangentialen 
Kräfte in den Flanschen sehr gering und hat keine praktische Bedeutung. Wenn 
man die Fläche der Schubspannungslinie des Stegs (Bild 187) errechnet und diese 
mit der Dicke d des Stegs multipliziert, so wird das Produkt den Teil der Quer- 
kraft bestimmen, der vom Steg aufgenommen wird. D : eser Teil macht gewöhnlich 
0,95..»0,97 Q aus. Merken wir uns noch, daß die größte Spannung r niax und die 
kleinste x x im Steg (Bild 187) sich nicht sehr stark voneinander unterscheiden. 
Daher bestimmt man in den angenähorten Berechnungen manchmal die Span¬ 
nung im Steg, indem man die Querkraft durch die QuerschnittsflÖche des Stegs 
(d. h. durch dh t ) dividiert. 

Zeigen wir jetzt, daß die Formel (6.24) auch für die Flansche eines I-Trägers 
ihre Gültigkeit behält, aber hierbei nicht den Wert der vertikalen, sondern der in 
den Flanßchen wirkenden horizontalen Schubspannungen liefert. Bei einer 



geringen Stärke b t des Flansches (Bild 188) kann man annchmen, daß die 
Spannungen x z gleichmäßig über dio Dicke verteilt sind. Die ihnen entsprechen¬ 
den gegenseitigen Spannungen x X) dio ebenfalls horizontal gerichtet sind, werden 
in vertikalen Schnitten wirken, die durch den Flansch parallel zur Koordinaten- 
ebone yx geführt sind. Schneiden wir aus dem Flansch mit Hilfe eines solchen 
Schnittes k~l und zweier benachbarten Querschnitte k—m und l—n (Bild 189, a) 
ein rechteckiges Parallelepiped klnm heraus. Stellt man für dieses die Gleich¬ 
gewichtsbedingungen XX ~ 0 auf (Bild 189, c), so finden \vir mit Hilfe der¬ 
selben Berechnungen wie auch im Kapitel 6.04 die Schubspannung im 


Flansch 


n x = t , = 


9A 

AV 


worin 5 das statische Moment der Fläche kmm'k ' in bozug auf die noutrale 
Achse ist. Bezeichnet man mit £ den Abstand des vertikalen Längsschnittes kl 


vom Rande des Flansches, so erhalten wir S = b x 



, worin h die Höhe 


des Querschnitts ist, und 


Q (h ~ h) 
2-W 


(6.34) 
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ie Gleichung zeigt, daß die Spannung x vom Rande des Flansches nach 
aren Gesetz zunimmt und ihre Kennlinie die Form eines Dreiecks hat 
b). Befassen wir uns näher mit der Richtung der Schubspannungen in 
ehen, da wir für diese irgendeine Vorzeichenregol nicht festlegen, 
vir an, daß in dem gewählten Schnitt des I-Trägers M > 0 und 

» 0 ist. Dann ist die Normalkraft N t zahlenmäßig größer als N 


E3 


c) und die tangentiale Kraft dT an der linken Fläche des Elements 
in Bild 189 , o dargestellt, gerichtet sein. Im Querschnitt k~m werden 
Spannungen auf Grund des Gesetzes der Gegenseitigkeit nach reohts 
ein. Wenn wir ein gleiches Element auf der linken Seite des Flansches 
(Bild 189 , a) herausschneiden, so wird die Tangentialkraft dT 
ebenso gerichtet sein, aber an der rechten Fläche des Elements 
angroifen, und die Spannungen im Querschnitt werden dahor 
nach links gerichtet sein. Wenn wir jetzt gleiche Elemente 
aus dem unteren Flansch des I-Trägers herausschneidon, so 
werdon die Normalkräfto N x und N Zugkräfte sein, so daß die 
Sohubspannungen im unteren Flansch die umgekehrte Rich¬ 
tung haben werden. Im Steg sind sie parallel zur Quorkraft, 
d. h. nach oben gerichtet. In dom Bild 190, in dem die Rich¬ 
tungen aller Spannungen dargestellt sind, sieht man, daß 
die Spannungen gewissermaßen über den Querschnitt fließen, 
indem sie in Form zweier Ströme an den Ründorn des unte¬ 
ren Flansches beginnen, sich im Steg vereinigen und im oberen 
/iedor in zwei Ströme auftoilen. Dio erwähnte Gesetzmäßigkeit der 
der Schubspannungen geht allgemein bei der Biegung nicht geschlos^ 
rvvandiger Profile vor sich (siohe Kapitol 6.12). 


>0 


cutlale Belastung 

L uf den Balkon eine tangontialo Belastung längs seiner oboron oder 
iberfläohe wirkt, so ergeben oioh in den Querschnitten Schubspan- 
oh dann, wenn dio Querkraft gleich Null ist. Die Schubkräfte im Quer- 
lden hierbei ein im Gleichgewicht befindliches System, d. h. ihre 
nde ist: 

/ x dF = 0. 

F 

eben wir z. B. einen an einem Endo eingespannton Balken von recht- 
luerschnitt mit der Höhe h und der Breite b t an dessen oboror Fläche 
mäßig verteilte tangentiale Belastung angreift. Ihre Größe, bezogen 
icheneinheit, bezeichnen wir mit r 0 . Nehmen wir zur Vereinfachung der 
igon eine Quersohnittsbreite 6 = 1 an, dann wird die Größe t der 
, bezogen auf die Längeneinheit dos Balkons, zahlenmäßig gleich r 0 
191, a). 

elaatung wird, wie im Abschnitt 5.7 gezeigt worden ist, auf ein gleioh- 
fceiltes Moment von dor Größe m — ~ und auf eine gleichmäßig ver- 

<u 
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teilte axiale Belastung t zu rückgeführt {Bild 191, b). Für einen beliebigen Quer¬ 
schnitt des Balkens ist: 

M — m x, Q = 0 und N — — t x. 

Zur Ermittlung der Schubspannungen im Balken schnoidon wir mittels zweier 
Querschnitte 1—1 und 2—2 und eines horizontalen Schnittes 3—3 ein recht¬ 
eckiges Parallolepiped heraus. In Bild 191, c sind die an den Flüchen desParallol- 
epipeds wirkenden Kräfte dorgestollt. Die vertikalen Schubkräfte an den Seiten¬ 
flächen sind nicht dargestellt, da sie in der Gleichgowiohtsbedingung XX — 0 
nicht enthalten sind. Jede der an den Seitenflächen angreifenden Normalkräfte 
N t und N 2 wird sich in dem betrachteten Falle aus der Kraft infolge der Ein¬ 
wirkung des Biogemomontes und aus einem der Seitenflächen des abgetrennten 
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Elementes proportionalen Teil der gesamten Lüngskraft N im Querschnitt 
zusammonsetzen. 
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Projiziert man alle Kräfte auf die X-Achse, so erhalten wir: 
(l — t) dx ~ JV 2 


.. dM 0 . dN ( h 






m = * 2 * un ^ 


dx 


— t ein, so finden wir nach der Re- 


+ y 


s= t(j-' j ‘) und / = s 

it man zur Abkürzung ~ — w (die relative Ordinate), so er- 
h 

mformung: 

r = t ^3 ^ 4 . ^ —1.). (6.33) 

weist auf ein parabolisches Gesetz der Verteilung der Span¬ 
te äußersten Fasorn und die neutrale Achse Anden wir: 

, h i 

y “4*-g"} ri ~ y* T — ^ 

t 

V = ö; = ; 

* 1 . 

= *? = - T i * = «• 

uktion der r-Linie ermitteln wir zusätzlich seinen Wert bei 
en zweiten Nullpunkt der Linie, indem wir den rechten Teil der 
>loich Null setzen und dio erhaltene quadratische Gleichung 

. . 1 5 

bei ?/ = — »--jgC ■■ 

1 11 
--^. = 0, woraus ??1 = ~f-—, % = 

'asern ist dio Spannung r gleich der tangentialen Belastung 
Grund dos Gesetzes der Gegenseitigkeit sein muß. Die r-Linio 
3ild 191, d dargestellt, wo mit Pfeilen außerdem die Richtung 
g angegeben ist. 
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Zur Überprüfung der gefundenen Lösung (6,33) muß man sie in die Gleich- 
gewichtsgleiohung h 

*2 



2 


einsetzen. Führt man die Integration durch, so überzeugen wir uns, daß sieh die 
Gleichheitsbedingung identisch erfüllt. Wenn an der oberen und unteren Fläoho 
des Balkens eine gleichmäßige Belastung t entgegengesetzter Richtung wirkt 
(Bild 192, a), so bleibt der Gang der Lösung derselbe, aber im rechten Teil der 
Gleiohung (6.32) ist M — thx und N — 0 einzusetzen. Führt man ferner ähn¬ 
liche Umformungen wie vorher duroh, so kommen wir zu der Formel: 

(6.34) 

Die r-Linie ist parabolisch in Bild 192, a dargestellt. 

Bei gleicher Richtung der tangentialen Belastung an beiden Flächen 
(Bild 192, b) wird der Balken keine Biegung erleiden, da die Belastungen t auf 



eine in der Achse des Balkens wirkende gleichmäßig verteilte Längskraft von 
der Intensität 2t zurückgeführt werden. Setzt man in (6.32) N = 2t x ein und 
führt man dieselben Umbildungen durch, so kommen wir zu der Formel 

x = 2trj } , (6,35) 

die ein linoares Gesetz der Schubspannungsvorteilung über den Querschnitt 
angibt (Bild 192, b), wobei dieser Fall statisch dem einfachen Druck gleichwertig 
ist. Die Formeln (6.34) und (6.35) kann man auch unmittelbar mit Hilfe von (6.33) 
erhalten, indem man die Einwirkungen der oberen und unteren Belastung 
addiert. 

Ö.07 Überprüfung der Schubspannungen bei der Berechnung von Balken 
Hebelarm des Inneren Krfiftcpanres 

A. Bei den üblichen Verhältnissen zwisohen der Stützweite und der Höhe 
des Querschnitts Übersteigen die größten Normalspannungen im Balken um ein 
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Vielfaches die größten Schubspannungen. Bei der Wahl der Querschnitte werden 
deren Abmessungen auf Grund des größten Biegemoments festgelegt, indem man 
M 

die Formel W — —— benutzt und alsdann nötigenfalls die Schubspannungen 

°izui 

überprüft. Die größten Schubspannungen in den gewöhnlich in der Praxis an¬ 
gewandten Querschnitten ergeben sich auf der Ebene der neutralen Achse. Zu 
ihrer Ermittlung muß man das statische Moment des halben Querschnitts in 
bezug auf die neutrale Achse berechnen. Bezeichnet man dieses mit S 0 , so er¬ 
halten wir die Festigkeitsbedingung dos Balkens bezüglich der Schubspannungen 
in der Form: q o 

V = (6.36) 

worin 5 0 dio Breite des Querschnitts an der neutralen Achse ist. 

Die zulässige Schubspannung t m1 für Stahlträger wird zu 900 kg/cm 8 bei 
Ct. Oo. und Ct. 2 und 1000 kg/cm 2 bei Ct. 3 1 ) angenommen. Die Dicke des 
Steges der gewalzton Träger wird genügend stark ausgeführt, und die Schub¬ 
spannung T lnnx erweist sich bei den üblichen Verhältnissen -r- niedriger als dio 
zulässige. 

Bei hohen genieteten und geschweißton Trägern ist dio Stogstärke im Ver¬ 
hältnis weit geringer als bei den gewalzten Trägern. Daher ist es üblich, dio 
Schubspannungen im Steg der zusammengesetzten Träger zu überprüfen. 

Das Holz leistet dem Spalten längs der Faßorn wesentlich schlechteren Wider¬ 
stand als dom Querdurchschnoiden der Faßern. Daher können bei der Biegung 
von Holzbalken die Spannungen, die in der Ebene der neutralen Schicht ein 



Spalten bewirken können, von Bedeutung sein. Dio zulässige Sclierspannung 
bei der Biegung von Balken aus Kiefern- und Fichtenholz (längs der Fasern) 
wird mit r bi(Ul « 20 kg/cm 2 angenommen 2 ). 

Eine Überprüfung der Schubspannungen bei der Berechnung von Balken ist 
dann erforderliok, wenn das Biegomomont, auf Grund dessen der Querschnitt 
gewählt wird, klein, die Quorkraft aber groß ist. Djos kann entweder bei kleinen 
Spannweiten und großen Belastungen oder aber unabhängig von der Spannweite 
bei Anordnung schwerer Belastungen in der Nähe der Auflager vorkon'imen. 
Als Beispiel des letzten Falles kann eine Eisenbahnschwelle aus Holz (Bild 193) 
dienen, die durch das Gewicht einer Lokomotive, das Über die Schienen in Form 
von Einzellasten in der Nähe der Auflager übertragen wird, bolastet ist. Ein nur 


») j4nm. d. deutschen Redaktion: Deutsche zulässige SchubspnnmingBWerto sind: (St 00.12) *=» 

ÖOOkg/cm*, (St 37.12) r ZU | = 1120 kg/cm*, (St 52) r ztll = 1080 kg/cni', 

*) Anm. d. deutschen Redaktion: DiodoutBohen entsprechenden Worte t zu i — 9 kg/cm*. 
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auf Grund des Biegemoments gewählter Querschnitt des Querträgers würde sich 
als nicht widerstandsfähig genug gegenüber den Scherspannungen erweisen. 

Bei der Berechnung der Verbindungsmittel zusammengesetzter Träger (der 
Niete, Schweißnähte usw.) muß man die Scherkraft im horizontalen Schnitt 
ermitteln, die auf einen gewissen Längenabschnitt des Trägers entfällt. Zu 
diesem Zweck bestimmen wir zuerst die Scherkraft t für die Längeneinheit des 
Balkens durch Multiplikation der entsprechenden Schubspannung r x mit der 
Breite des Querschnitts 

t = r • b • 1 = . (6,37) 

Wenn der Querschnitt des Balkens konstant ist, so ist auch J ~ const, und 
für den betrachteten horizontalen Schnitt ist S = const. Dies bedeutet, daß die 
Längsscherkraft t sich über die Länge des Balkens proportional der Quorkraft 
Ündoi^t. 

Im Falle einer konstanten Querkraft in irgendeinem Längenabschnitt des 

OS 

Balkens wird die horizontale Scherkraft in diesem Abschnitt T a — a sein, 
worin a die Länge des Abschnitts ist. J 

Wenn sich die Quorkraft im Abschnitt ändort, so wird die Scherkraft durch 

X x K t 

T = Jtdx = -jJq dx 

® i «•» 

ausgedrückt, worin x x und x z die Abszissen des Anfangs und des Endes des Ab¬ 
schnitts sind. Da Q dx — dM ist, bo erhalten wir, wenn wir die Momente am 
Anfang und Endo dos Abschnitts mit M x und M 2 bezeichnen, 

T = ~ (Af a — Af,), (6.38) 

Die letzte Formel ist für Berechnungen sehr gut geeignet. Bei der Berechnung 
zusammengesetzter Träger ermittelt man zur Vereinfachung nicht selten nur den 



'größten Wort der Scherkraft t auf Grund der größten Querkraft in dem am 
stärksten beanspruchten Abschnitt und nimmt dann diesen als gleichbleibend 
über die ganze Länge des Absohnitts an. 

Der Formel (6.36) kann man eine für den Gebrauch geeignetere Form geben, 
wenn man den Begriff des Hebelarmes des inneren Kräftepaares, d. h. dos Ab- 
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■tandes der Resultierenden der Zug- und Druckkräfte im Querschnitt einführt. 
Jezeichnet man diese Resultierenden mit Z und D (Bild 194), und denkt man 
laran, daß \Z\ ~ | D\ ist, so kann man die Bedingung (6.3) der Äquivalenz 
ler inneren und äußeren Kräfte in die Form 

/ <7 dF . y = Zz = Dz = M (6.39) 

)ringen, worin z der Hebelarm des inneren Kräftepaares ist 1 ). Die Kräfte Z 
ind D finden wir leicht mit Hilfe derselben Methode, die im Kapitel 6.04 bei 
ler Ableitung der Formeln der Schubspannungen angewendet wurde. Es ist: 



7 f 7, j M /' i j M Sunten 

2 = J abdxj — -jj V h d V —- J — > 

0 0 

.vorm S obon und S mtan die statischen Momente der oberen und unteren Hälfte 
lea Querschnitts darstellen. Da |S obon | ~ | S unten | = S 0 ist, so erhalten wir, wenn 
■vir die Werte Z und D in die Gleichung (8.39) oinsetzen, 


z 



(6.40) 


i, h, dor Hebelarm des inneren Krüftepaares ist stets gleich dem Trägheits¬ 
moment dividiert durch das statische Moment der Querschnittßhälfte. Aus 
diesem Grunde kann man die Formel (6.36) wie folgt umschreiben: 


^max 1 — 



(6.41) 


Für den rechteckigen Querschnitt ist S 0 — 
runden Querschnitt finden wir (Kapitel 6.05): 

n 2 r 3 nr* 2r s 


6/t 2 


und z 


h. Für den 


~ nr 


0,6 d. 


Für gewalzte I-Träger ist der Wert des Hebelarmes des inneren Kräftepaares ‘ 
in der I-Profil-Tafel aufgeführt und beträgt im Mittel 0,85 h. 


8,08 Balken von gleicher Festigkeit gegen Biegung 

Bei der Ableitung der grundlegenden Biegungsformeln wurde angenommen, 
daß der Querschnitt des Balkens konstant ist. Wenn sich jedoch die Quer» 
abmessungen des Balkens gleichmäßig über die Länge ändern, so wird dor zur 
Achse senkrechte Schnitt nicht senkrecht zu einei’ Seitenfläche '«teilen. Hieraus 
kann man schon sofort folgern, daß die Schubspannungen am Querschnitts- 

.. 9.111« Ist die Bezeichnung Arm des Inneren Kräftepaares eingeführt, die in den Lehrbüchern für 
Stahlbeton und ln den Berechnungsnormen, der Stahlbotonkonstruktlonon üblich sind. 
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umriß, allgemein gesagt, nicht parallel zum Umriß gerichtet sein werden, da 
das an der Oberfläche des Balkens abgegrenzte Flächenelement rlF' {Bild 177) 
nicht senkrecht zu dem entsprechenden Flächenelement dF des Querschnitts 
steht und man daher das Gesetz der Gegenseitigkeit der Schubspannungen 

QS 

nicht anwenden kann. Folglich erweist sich die Formel r = ~, die, wie 


Jb 


be¬ 


kannt, sehr genaue Ergebnisse für einen Balken mit schmalem rechteckigem 
Querschnitt liefert, als nicht anwendbar, wenn sich z. B. die Höhe des Quer¬ 
schnitts über die Länge des Balkens ändert. Es ist offensichtlich, daß auch bei 

Anwendung der Formel der Normalspannung a = ^—bei Balken mit veränder- 

J 

lichem Querschnitt ein mehr oder weniger beträchtlicher Fehler entstehen kann. 

Die praktische Bedeutung der Balken mit veränderlichem Querschnitt ist 
jedoch sehr groß. In einem Balken mit konstantem Querschnitt wird die zulässige 
Normalspannung tatsächlich nur in den äußersten Fasern des gefährdeten Quer¬ 
schnitts voll ausgenutzt. In dem übrigen Teil des Balkens ist das Material nicht 
voll und um so weniger angespannt, je kleinor das Biegemomont ist. Wenn man 
daher die Abmessungen des Querschnitts entsprechend der Abnahme des Biege- 
moment 8 verringert, so kann man eine bedeutende Ersparnis hinsichtlich des 
Materialverbrauchs erzielen. Man kann sogar ein solches Gesetz für die Änderung 
der Querschniltsabmessungen über die Länge des Balkens ermitteln, daß bei der 
gegebenen Belastung die Spannungen der äußersten Fasern in allen Querschnitten 
gleich werden. Derartige Balken werden Balken von gleicher Festigkeit gegen 
Biegung genannt. 

Wenn man annimmt, daß in einem Balken mit veränderlichem Querschnitt 
die Normalspannungen dem gleichen linearen Gesetz (6.12) folgen wie auch in 
einem mit konstantem Querschnitt, so erhalten wir zur Ermittlung der Balken¬ 
form von gleicher Festigkeit die Gleichung: 

W(x) = , 

®bza\ 

worin M{x) und W {x) Funktionen der Abszisse x des Querschnitts darstellen. 
Bei gegebener Belastung kann der Wert M(x) leicht gefunden werden, und er 
wird daher als bekannte Funktion in die Gleichung eingehen. Das Widerstands¬ 
moment muß sich proportional dem Biegemoment ändern, jedoch genügt diese 
Bedingung zur Bestimmung der Balkenform meistenteils nicht, und es müssen 
zusätzliche Bedingungen eingoführt werden 1 )» 

Als Beispiel ermitteln wir die Form eines Balkens von gleicher Festigkeit 
rechteckigen Querschnitts mit einer konstanten Breite b für den Fall, daß der 
Balken an einom Ende eingespannt und mit einer gleichmäßigen Belastung be¬ 
lastet ist (Bild 195, a). Dann haben wir: 




bh 2 
6 


qx* 


2ff{izul ’ 


woraus sich ergibt 




\ 


(6.42) 


») Eine Ansnahmo bilden die Querschnüto, deren Widerstandsmoment sich als Funktion nur eines 
Parameters darstcilt, z. B, ein runder, quadratischer usw. Querschnitt. 
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ermittelt, d. h. die Höhe des Querschnitts ändert sich nach einem linearen Gesetz. 
Der Balken von gleicher Festigkeit hat die Form eines Keiles (Bild 195, b). 

In der Elastizitätstheorie ist eine genaue Lösung der Aufgabe über die Biegung 
eines ICeiles infolge einer am Ende angreifenden Last und auch infolge einer 
durchgehenden Belastung ermittelt worden. Diese Lösung zeigt, daß bei einem 
kleinen Winkel a die Normalspannungen im Querschnitt einem Gesetz folgen, 
das dem linearen sehr nahe ist. Bei a = 20° ergibt sich nach der elementaren 
Theorie für den Wert ein Fehler von etwa 10%. Dio Schubspannungen 
ändern sich dagegen nach einem anderen Gesetz als bei einem Balken mit kon¬ 
stantem Querschnitt. Sie erweisen sich an dor neutralen Achse gleich Null und 


an den äußersten Fasern angonähert gleich 


3 Q 
F 


. Auf Grund dieses (und anderer) 


Ergebnisse der genauen Theorie kann man annehmen, daß bei einer ausreichend 
allmählichen und gleichmäßigen Änderung der Querschnittsabmossungen dio 
elementare Formel der Normalspannung mit genügender Genauigkeit für dio 
Praxis anwendbar ißt. Die Schubspannungen sind, wio wir gesehen haben, in 
massiven Balken gewöhnlich nicht von entscheidender Bedeutung hinsichtlich 
dor Festigkeit und ändern daher nicht wesentlich die erhaltene Balkenform von 
gleicher Festigkeit. 



Bild 195 ' Bild 190 Bild 197 



ergibt. Die Gleichung (6.43) zeigt, daß sich die Höhe des Balkens von gleioher 
Festigkeit nach dem parabolischen Gesetz ändern muß (Bild 196, b). Da die 

Fläche der Parabel gleich ~ l/i 0 ist, so ergibt sich im Vergleich mit dom Balken 


konstanter Höhe eine Materialersparnis von etwa 33%. Diese Ersparnis hat 
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schon Galilei festgestellt, der eine etwas andere Balkenform mit einer ebenen 
unteren Fläche und oben mit parabolischen Umrissen vorgeschlagen hat 
(Bild 196, c). 

Wenn wir eine konstante Balkenhöhe beibehalten und die Breite b des Quer¬ 
schnitts ändern, so erhalten wir auf Grund der Formel (6.43): 


h*o bMl ' 


Die Breite muß sich nach einem linearen Gesetz ändern, und der Balken von 
gleioher Festigkeit wird im Grundriß die Form einer dreieckigen Platte haben 
(Bild 197, a). Wenn wir die Platte in Streifen aufteilen und diese, wie in 
Bild 197, b dargestellt, aufeinander logen, so erhaltön wir eine Blattfeder. Das 
summarische Widerstandsmoment der Streifen in einem beliebigen Querschnitt 
wird gleich dem Widerstandsmoment der Platte sein (wenn man die Reibung 
vernachlässigt). Demzufolge kann man eine Feder angenähert wie einen Balken 
von gleicher Festigkeit berechnen. Die Querkraft in allen Querschnitten ist 
Q =. p = const, während die Querschnittsfläche an der AngrifTsstelle gleich 
Null wird. Es ist augenscheinlich, daß man zur Aufnahme der Schubspannungen die 


Form der Platten am Ende ändern muß. 
Die praktische Form einer Waggonfeder 
ist in Bild 198 dargeBtellt. 



E03ää] 



Bild 198 


Bild 199 


In genieteten X-Trägern erhält man eine Verringerung der Querschnitts¬ 
abmessungen durch abgestufte Längen der horizontalen Gurtplatten entsprechend 
der Verringerung des Biegemoments (Bild 199), wodurch eine Gewichtsersparnis 
erreicht wird. In geschweißten Trägern wird gewöhnlich die Stärke der horizon¬ 
talen Platte verringert. Wegen der scharfen Querschnittsänderung an den Stufen¬ 
stellen der Gurtplatten ist eine zusätzliche Überprüfung der Spannungen er¬ 
forderlich. 

Zum Schluß bemerken wir, daß die Balken mit veränderlichem Querschnitt 
eine geringere Steifigkeit besitzen und bedeutend größere Durchbiegungen als 
die Balken mit konstantem Querschnitt geben. 


6,09 Allgemeiner Fall dos ebenen Spannungszustandos 
Hauptspnnnungcn. Größte Schubspannungen 

A. In den vorhergehenden Kapiteln wurden die Spannungen untersucht, 
die bei der Biegung des Balkens in seinen Querschnitten und auch in den parallel 
zur neutralen Achso geführten Längsschnitten entstehen. In einigen Fällen 
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erweisen sich die Spannungen in den zur Balkenaohse geneigten Schnitten größer 
und folglich gefährlicher hinsichtlich der Festigkeit, Bevor wir zu ihrer Ermittlung 
übergehen, wollen wir den allgemeineren Fall der Wirkung von Kräften auf einen 
Körper untersuchen. Die hier erhaltenen Ergebnisse wird man bei der späteren 
Untersuchung der Spannungen bei der Biegung des Balkens leicht anwenden 
können. 

Untersuchen wir einen Körper von der Form einer trapezförmigen Platto mit 
beliebiger an den Seitenflächen wirkender Belastung (Bild 200). Ordnen wir die 
Koordinatenftäohe xy parallel zur vorderen Plattenflöche an, und nehmen wir 
die Dicke d der Platte gleich Eins an. Die an den Seitenflächen angreifonde Be¬ 
lastung setzen wir gleichmäßig verteilt in Richtung der z-Aohse voraus. Bei einer 
solchen Bedingung kann man rechnen, daß die Verteilung der Spannungen in 
einer beliebigen zur xy parallelen Ebene die gleiche sein wird. Daher können 



•wir die a-Aohso formal entfernen und die Erscheinung so betrachten, als ob sie 
in einer Ebene vor sich geht-. 

In der Elastizitätstheorie werden zwei entgegengesetzte Fälle unterschieden; 

1. Die Dicke cl ist sehr klein (eine dünne Platto), und 

2. die Abmessung d ist sehr groß, z. B. der Körper einer langen Stützmauer 

mit einer gleichmäßig über die Länge verteilten Belastung, 

Im ersten Falle wird eine Änderung der Plattendicko, dio sich durch die Ein¬ 
wirkung einer Seitenbelastung ergibt (wenn die Piossonscho Zahl nicht gleich 
Null ist), durch nichts behindert. Folglich sind in Richtung der z-Achse keine 
Spannungen vorhanden. Dieser Fall heißt der verallgemeinerte ebene Spannungs¬ 
zustand. Wenn dio Abmessung d groß ist, worden die einzelnen Platton, in dio 
der Körper durch zur Koordinatonebene xy parallele Ebonon unterteilt werden 
kann, und die sich unter gleichen Belastungsbedingungen befinden, versuchen, 
sich auf gleiche Art in Richtung der z-Aohso zu verformem An einer von den 
Enden des Körpers ausreichend weit entfernten Platte kann eine Verformung 
in Richtung der z-Achse wegen der Behinderung von seiten der benachbarten 
Platten nicht mehr vor sich gehen. Einen solchen Fall nennt man oino ebene 
Formänderung. Das Fehlen der Formänderungon ruft parallel zur z-Achso des 
Auftreten von Spannungen hervor (einen gegenseitigen Druck der Platten), ln 
der Elastizitätstheorie wird bewiesen, daß diese Spannungen keinen selbständigen 
Charakter haben und als Funktionen der parallel zur aiy-Ebone gerichteten 
Spannungen anzusehen sind. Folglich wird sowohl im Falle des ebenen Span> 
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nungszustandes als auch im Falle der ebenen Formänderung die Aufgabe auf 
die Untersuchung der parallel zur s »/-Ebene gerichteten Spannungen zurück¬ 
geführt. ö 

B. Nehmen wir an, daß in irgendeinem Punkt a der Platte die Spannungen 
an den parallel zu den Koordinatenachsen gelegenen elementaren Flächen¬ 
elementen ab und ac bekannt sind und die Spannungen an dem durch den 
gleichen Punkt gehenden geneigten Flächenelement ef gefunden werden sollen 
(Bild 201). Zur Lösung dieser Aufgabe benutzen wir selbstverständlich das all¬ 
gemeine, im Abschnitt 3 angewandte Verfahren, d. h. wir schneiden am Punkt a 
ein elementares dreieckiges Prisma abc heraus, dessen Seite bc parallel ef ist. 
Wegen der unendlich kleinen Abmessungen des Prismas kann man die Span¬ 
nungen an den Flächenelementen bo und cf als gleich annehmen. 

Bezeichnen wir die Kantenlängo bc mit ds und die Kantenlängen ac und ab 
mit dx und dy. Da die Länge des Prismas in Richtung der z-Achse (die Dicke 
der Platte) oben gleich Eins angenommen wurde (Absatz A), so werden die 




Seitenflächen entsprechend ds , dx und dy sein. Vereinbaren wir, den Neigungs¬ 
vinkel der Kante bc zur a-Achso im Sinne des Uhrzeigers abzuleson. Die in 
3ild 201 eingetragenen Richtungen der Spannungen an den Flächen des Prismas 
vereinbaren wir als positiv anzusehen. Die volle Spannung p am Flächen- 
lementf>c kann man, wie dies im Kapitel 3.03 gezeigt wurde, entweder in 
lie Kompononten o' und %' in Richtung der Normalen N und der Tangente T, 
ider in die Komponenten X und Y in Richtung der Koordinatenachsen zerlegen, 
lonutzen wir das letztere Verfahren, und stellen wir zwei Gleichgewichts- 
iedingungen des Prismas auf, indem wir die an ihm angreifenden Kräfte (deren 
Jröße in Bild 202 eingetragen ist) auf die Koordinatenachsen projizieren 1 ), 
leachtot man, daß dx = ds cos a und dy = ds sin a ist, so erhalten wir: 

2 X = X ds — a x ds sin a -f r ds cos a = 0, 

_ 2 y ~ y d$ — o y ds cos a 4 * t ds sin a =• 0. 

') Das Eigengewicht des Prismas vernachlässigen wir nls einen unendlich kleinen Wert höherer 
rdnung. 

I Filonenko I 
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Hieraus finden wir die Komponenten X und Y der Spannung p : 

X = a? sin a — t cos a , 

Y = oj, cos a — x sin a. 

Jetzt kann man die Werte der Normal- und Tangentialspannung am Flächon« 
element&c erhalten, indem man die Komponenten x und y auf die Achsen iV 
und T projiziert 1 ) (Bild 201): 

a' — Y cos a + X sin a, v' = X cos a — Y sin a. 

Setzt man in diese die Werte X und Y aus (6.45) ein, so erhalten wir: 

o' = a v cos 2 a -(- o x sin 2 cs — 2 r sin a cos a , 
x f = ( a x — a u ) sin a cos a — r(cos 2 a -- sm 2 a), 

oder, indem man Funktionen des Doppelwinkels oinführt: 

cj = — 2 —-- 2 —' cos 2a — T sin 2a, 

, o x ~~ o» . _ 

r = •—^—- sin 2a — x cos 2a. 

Die erhaltenen Gleichungen geben die uns interessierende Beziehung zwischen 
den Spannungen an dem geneigten Flücheneloment und an den zwei zu den 
Koordinatenebonen parallelen Flächenelementen an. Wenn man an der Seiten¬ 
fläche eines Körpers ein Prisma auf eine solche Weise herausschneidot, daß dio 
Flüche 6 c mit der Oberfläche zusammenfällt, so liefern die Gleichungen (6.47) 
dio Abhängigkeit zwischen dor Belastung a‘ und r' (d. h. der-äußeren Belastung) 
und den Spannungen a x , o v und x x — t u an den Schnittobenen 3 ). 

Bei der Ableitung nolimen wir an, daß dio Schubspannungen r x und x„ auf 
Grund des Gesetzes der Gegenseitigkeit gleich sind. Bemorkon wir, daß hierfür 
keino Notwendigkeit vorlag, da dio dritte Gleichgewichtsbcdingung dos Prismas 
den Beweis des Gesetzes der Gegenseitigkeit der Schubspannungon liefert. 
Nehmen wir an, daß dio Spannungen r x und x v vorschieden sind, und sotzen wir 
die Gleichung der Momente in bezug auf den Punkt m in der Mitte dor Fläche bc 
(Bild 202) an, Zu der Gleichung gehören nur dio Momente der beiden KrÜfto r x clx 
und r v dy, da die Richtungen dor übrigen Kräfte durch den Punkt m gehen. 
Es ist: ( 

, dx du 

r v dy y - X x dx~± » 0 , 

woraus r x = x u wird. 

Vermerken wir noch eine wichtige Eigenschaft der Normalspannungon. Außer 
der Spannung o' am Flächoneloinont bc (Bild 201) ermitteln wir die Spannung o" 
an oinom zu diesem senkrechten Flüchonclomont. Hierzu genügt es, in dio erste 


(6.46) 


(6.47) 


(6.45) 


») Nach dem Lehrsatz ilhor die Projektion der Resultierenden. 

•) ln dcrElnstlzItiUstheoric beiden die Gleichungen (0.47) in diesem Folie ObortUtchonbcdingungcn. 
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der Gleichungen (6.46) an Stelle des Winkels a den Winke] a -f- 90° einzusßtzen. 
Auf diese Weise erhalten wir: 

er" = a z cos 2 « -f- ff„ sin 2 et -f 2 t sin a cos «. 

Addiert man die Glieder dieser Gleichung und der ersten von den Gleichungen 
(6.46), so erhalten wir: , „ 

ff -p ff ~ ff® “T 

Hieraus folgern wir, daß die Summe der Normalspannungen an zwei beliebigen 
senkrecht zueinander stehenden Flächenelementen , die durch einen gegebenen Punkt 
geführt sind , eine konstante Größe darstellt: 

a' -{- ff" = const. 

C. Gehen wir zu der Ermittlung der größten Normal- und Sohubspannung 
über, die in einem Punkte wirken, an dom ein elementares Prisma abgegrenzt 
ist. Wie im Kapitel 3.03 erwähnt, heißen die Spannungen a und ff^ £o Haupt- 
spannungen im gegebenen Punkt und die Flächenelemente (Ebenen), an denen 
sie wirken, Hauptfläohenelemente {Hauptebenen). Dort wurde auch gezeigt, 
daß die Schubspannungen an den Hauptflächenelementen gleich Null sind. Es 
ist nicht schwer, sich davon zu überzeugen, daß diese Eigenschaft der Haupt¬ 
flächenelemente auch im allgemeinen Falle des ebenen Spannungszustandes er¬ 
halten bleibt. Die Hauptspannungen liegen tatsächlich dann vor, Vvenn die Ab- 
da' 


leitung 


da 


0 ist. Schreibt man den Wert der Ableitung 

de/ 
da 


(c x — ff«) sin 2« — 2r cos 2« 


auf, und vergleicht man ihn mit der zweiten der Gleichungen (6.47), so sehen wir, 

daß, falls die Ableitung ~ den Wert Null anninimt, dann auch die SpanmingT' 
gleich Null sein muß. 

Zur Ermittlung der Größe der Ilauptspannungon gehen wir auf folgende Woiso 
vor. Nohmen wir an, daß das Flächenelement bc (Bild 203) das Hauptflüehcn- 
element ist, dann ist r' =- 0, und die Gesamtspannung p — n r ist senkrecht zum 
Flächenelement gerichtet. Die Projektionen der Gesamtspannung auf die Achsen x 
und y werden in diesem Falle sein: 

X=psina; Y = pcosff. 

Setzt man dießo Werte in (6.45) ein lind dividiert man die erhaltenen Gleichungen 
durch cosa, so erhalten wir nach Umformungen: 


(p - ff*) tg« -f r = 0, 
P — oy -{- r ig ff =0. 


(6.48) 


Als Unbekannte erscheinen hier die Spannung p und der Neigungswinkel a des 
Hauptflächenelements. Aus der zweiten Gleichung (6.48) erhallen wir: 


tga= g». T-F ■ 

T 


(6.49) 


14 ' 
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Führen wir diesen Wert in die erste Gleichung ein, so kommen wir zu der quadra¬ 
tischen Gleichung 

P 2 - p{o x + ff*) + <r*er, — r 2 = 0. 

Die Lösung dieser Gleichung ist: 

Das Plusvorzeichen vor der Wurzel entspricht offensichtlich p x — a^ ax und das 
Minusvorzeichen — p 3 = a' mln . Setzt man in dom Ausdruck unter der Wurzel 


' + Cfy 


ff* ff* — 




so erhalten wir die Formel der Hauptspannungon in der endgültigen Form: 


ffjnnx 

min 



(6.50) 


Die Formel (6.49) des Neigungswinkels der Hauptfllichenelomente lautet: 


tg« = 



(0.51) 


Setzt man in den rechten Teil von (6.51) o^und alsdann cr,' nln ein, so erhalten 
wir die Neigungswinkel der entsprechenden Flöchenelemonte. Der negativo Wert 




von tg a weist darauf hin, daß der Winkel a im Gogonsinno dos Uhrzeigers ab- 
zutrngen ist. 

. Zur Ermittlung der größten Schubspannungen in dem betrachteten Punkto 
schneiden wir nahe desselben mit Hilfe von vier parallel zu den Ilauptebonon 
gorichleten Sclmiltebenon ein elementares Parallelepiped (d. h. einen unendlich 
kleinen Balken) heraus (Bild 204). An den Seitenflächen dieses Parallelepipeds 
sind Schubspannungen nicht vorhanden. Folglich erleidet das Parallelepiped 
Zug bzw, Druck in zw’ei aufeinander senkrechten Richtungen (entsprechend den 
Vorzeichen oJ nBX und <4i„). In eiuv/n solchen Falle sind die größten Schub- 
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Spannungen im gegebenen Punkt, wie dies im Kapitol 3.03 naohgowiesun 
wurde, gloich der halben Differenz dor HunpUpannungan: 



Sio wirken an Flüchenelementen, di» mit den SeiUmlltUdum des elementaren 
Parallolepipeds, d. h, mit der Richtung der HaupUlAclumehnnonto, die Winkel 
von 45" und 135° cinsfdiließen. 

K* ißt nützlich, dio nahe Analogie zwischen den uligeleiieton AbhAngigkoiteu 
der Theorie de# »honen SpimmmgszmlnndoH und don grundlegenden Abhiingig- 
keiton der Theorie der Trägheit «momento herausziwleihm (Kapitol 4.(10, 4.07). 
Dio Gleichungen (0.40) und (0.47), die die Normal- und Tmigantialnpanimiig 
am goneigten Fhiehenelement bestimmen, sind in I,Höchlich den Gloiehungen (4.24), 
dio dio Trägheitsmoment» in bezug auf die gedrohten Achsen aiiHdriickon, Alm* 
lieh. Dio Summe der NnnnnlRpimnnngen an zwei senkrecht zueinander stehenden 
Fliichcnclomenlen, die durch einen Punkt geführt sind, ist ebenso ein könnt unter 
Wert wio die Summe der Äquatorialen TrAgheilHinonumlo für Himkreohte Achsen, 
dio durch den gegebenen Anfangspunkt gehen (4.23). Die Formeln der Haupt- 
«pnnnungon (0.50) und des Neigungswinkels der liauplIlAohonelomonlo (0.51) 
haben dio gleiche Form wio die Formeln der HmiptlrilgheilHiuonumle (4,20) 
und des Neigungswinkels der Hauptachsen (4,30), wobei dio Kigensohuff.im der 
HaupUlAchomdernonle den JOigenschiiften der IlaupUrAgheitfimumenlo analog 
sind. Die größte Schubspannung im gegebenen Punkt ist gleich der lialheu 
Differenz der nauptspanmingen, was vollkommen mit der AbhAngiglcoit zwiHchen 
don größten Zentrifugulmumenlcn und den IlauplIrAghuitsmorrumten überein- 
stimmt. 

1). Das im vorherigen Punkt ungewandte Verfahren zur KrmiUlung dergrAllten 
Schubspannungen ermöglieht r««, eine sehr wichtige Schlußfolgerung zu ziehen, 
die auch in theoretischer IIinnichl interessant ist. Wenn sich ein gegebener Körper 
im ebenen Spannungsznstand hellndet, so können wir, wie kompliziert dieser 
Zustand auch sein mag, in einem beliebigen Punkt mittels der Hauplschnitt- 
obenon ein elementares Parnllelepipcd (einen Jhilken) lieraussohneidmi, das sieb 
im Zustande des Zugs bzw. Drucks in zwei Hiebtungen befinden wird. 

Hierum folgt, daß mau hei der Untersuchung eines jeden solchen elementaren 
Balkons, mit anderen Worten bei der UntunuckunR ihn SfHinniiiignziiHlatidea in 
einem gesehenen Punkt, veil und ganz alle im Abschnitt 3 in bezug auf den Zug 
bzw. Druck in zwei Richtungen beschriebenen Methoden anwonden kann. Für 
jeden Punkt eines Körpers, der sich im «honen Spannungsznstand befindet, 
kann man z. H. eine SpamiungsoHips« mit iflngs der IlaupUKiclumelemonto 
(Ilauptehenon) gnriehloten Acliseuhfllflen konstruieren und auf diese Weise «in 
vollständiges Bild über die Verteilung der Spannungen im gegebenen Punkt 
geben. Hierbei kann man auch den Mohrsoben Kreis benutzen. 

Betrachten wir die Anwendung des Mobrsclien Kreises zum Auffimlen der 
HnupUlftohonelomenfe und der Ilauptspnimungen. Diese Aufgabe wird der in 
Kapitol 3.05 durchgenomrnenen entgegengesetzt sein. Nehmen wir an, daß 
uns in irgendeinem Punkto die Spannungen a xt <r u und x an den parallel zu don 
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(Ordinate nebenen gerichteten Flächenelementen bekannt sind, wobei wir zur 
hören Kennzeichnung annehmen, daß er* > cr v > 0 ist. Tragen wir auf der 
hseOs die Strecken OE = cr x und OD = a v ab (Bild 205). Vom Punkt# 
8 tragen wir senkrecht znOx die Strecke DK = t auf der positiven Seite der 
ichae ab, wenn r > 0 ist, und in negativer Richtung von Y , wenn r < 0 ist 1 ), 
im Punkt E aus tragen wir eine gleiche Strecke EM = t auf der entgegen¬ 
setzten Seite ab und zeichnen mit KM , als Durchmesser, einen Kreis. Dann 
rden die Strecken OA und OB den Wert der Hauptspannungen angehen. 

In der Tat ist der Radius des Mohrschen Kreises: 

AC*=CB*=KC = 


rner erhalten wir: 

OE-{-OD u'jjT'O'j,’ 

OC ~—— j-*» 

A 

r 

OA =5 OC — AC = - 

A 

tr Radius des Kreises gibt den Wert der größten Schubspannungen an. Die 
chtungen der Hauptflftchenelemente werden durch die Linien AK und AM 




Bild 205 

i 

stimmt. Beweisen wir dies. Bezeichnen wir die Winkel KAB und BAM mit 

7t 

und ö Z} dann ist « t + «2 — KAM , und aus der Zeichnung erhalten wir: 







tg«i = 


. AE 



1 aber a x -f a v = -f o' mln ist, so ist folglich: 

** - ffmii = <Cx - <*v un ^ tg a x = SlLZ^ss 


i) Wir erinnern daran, dnß die Spannungen r als positiv anzunehmen sind, wenn sie, wie in ni)d201 
•gestellt, gerichtet sind, d. h. von dem Scheitelpunkt des rechtenWlnkds wog, dor von den parallel 
den Koordinatenebßnen gerichteten FlBcheneiemenlen eingeschiossen ist. 
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Bei einem Vergleich mit (6.51) sehen wir, daß die Linie AK die Richtung des 
Flächenelements angibt, an dem a' mAX wirkt. Analog erhalten wir; 


tga 2 = 


Ctg ßj » 


AD __ o u ~ o' min 
KD r 


Folglich gibt AM die Richtung des Fläohenelements an, an dem a^,i n wirkt. 


0.10 Hauptspnnnung hoi der Biegung. Richtung der HauptflficUonolementc 
(Hauptebenen). Spnnnungstrajoktorlon 

A. Die im vorhergehenden Abschnitt erhaltenen Ergebnisse kann man leicht 
bei der weiteren Untersuchung des Spannungszustandes bei der Biegung 
anwenden. Zu diesom Zweck schneiden wir aus dem Balken ein Elomertar- 
prismaaic (Bild 201) so heraus, daß seine Seitenflächen ab und ao im Quer- 
und (horizontalen) Längsschnitt des Balkens liegen. Dönn worden die Span¬ 
nungen a z und t bekannt sein und naoh den Formeln (6.12) und (6.24) bestimmt. 
Wenn die Belastung an der oberen Fläche des Balkons, wie das meistens zutrifft, 
angroift, so wird die Spannung a u eine Druckspannung sein und den gegenseitigen 
Druck der Balkenfasern am Flücheneloment ao angeben. Schneidet man ein 
Prisma aber so heraus, daß die Seitenfläche ao mit der unteren Oberfläche des 
Balkens zusammenfällt, so werden die Spannungen an dieser Fläche gloioh Null 
sein, da auf die untere Fläche die äußere Belastung nicht cinwirkt. Dies bedeutet, 
■ daß der gegenseitige Druck der Fasern an der unteren Fläche gleich Null ist 
und offenbar in Richtung zur oberen Fläche anwäohst, wo er am größten soin 
wird. Bei kontinuierlich verteilter Belastung ist der gegenseitige Druck der 
Fasern an der oberen Fihoho gleich der auf die Flächeneinheit bezogenen Be¬ 
lastung, demnach o v =~-, worin q die Größe der Belastung auf die Längen¬ 
einheit des Balkens und b die obere Breite des Querschnitts daratollon. Die 
Spannung a v wird in diesem Falle im Vergleich mit der Grundbiogungaspnnnung cr x 
(bei den üblichen Verhältnissen der Stützweite und Höhe dos Balkens) sehr 
gering sein. Im Beispiel 34 dos Kapitels 6.02 macht a y bei oincr Belastung 

3 6 

q ~ 3,6 kg/cm und einer Querschnittsbreite von 15 cm nur -r™ — 0,24 kg/cm a 

1D 

aus, während die Grundbiegungsspannung a x im gefährlichen Quorschnitt fast 
gleich 100 kg/cm 2 ist, Einen verhältnismäßig großen Wort haben die Span¬ 
nungen o u in den dünnen Stegen hoher X-Träger (an dor Stelle dos Überganges 

zum oberen Flansch), aber auch hier ist in dor Regel «£ --er*. Boi oincr 

Belastung mit einer Einzollast können die Spannungen o v bei kleiner Berührungs¬ 
fläche der Last sehr groß sein, aber sie haben einen örtlichen Charakter und 
nehmen schnell mit der Entfernung von dor Last ab. So erroioht z, B. der Druck 
eines Lokomotivrades auf der Schiene 6000—10000 kg/cm 8 und mehr, dor ört¬ 
liche Charakter dieses Druckes gestattet es, derart hohe Spannungen ohne Nach¬ 
teil für die Gosamtfestigkeit der Schiene zuzulassen, wenn nur eine gewisse 
Zugabe der Sohionenhöho für die Abnutzung vorgesehen wird. 
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Auf Grund der Ausführungen wird in der elementaren Theorie der gegen¬ 
seitige Druck der Fasern vernachlässigt. Dann erhalten wir die Formeln der 
Haupt- und größten Schubspannungen hei der Biegung sowie für den Winkel, 
der von den Hauptflächenelementen und der s-Aclise eingeschlossen wird, aus 
den Formeln (6.50), (6.51) und (6.52), indem man in diesen <r v = 0 setzt: 


^niQf _ 

-i±y? 

’ff + r 2 ; 


(6.53) 

min 

1 t \ 

.2/ 



= 

| ffjnax 

t^ =± Y( 

'cA 2 

7 + r2 ’ 

(6.54) 

min 


1 f \ 








tgtf = 

, min 

r 



(6.55) 


Da der absoluten Größe nach 



+ t 2 ^ 


a 

2 


ist, so ist unabhängig von den 


Vorzeichen er und x in einom beliebigen Punkt des auf Biegung beanspruchten 
Balkens a^ ax ^ 0 und a' mln ^ 0. Darum nennt man ü' mnx dio Ilauptzugspanrmng 
und c4, n die Hauptdruckspannung. 


B. Die Normal- und Schubspannungen im Querschnitt eines Balkens hängen 
von den Werten M und Q sowie vom Abstand des Querschnittspunkles von dor 
neutralen Achse, d. h. von der Koordinate y ab. Da M und Q ihrerseits bei ge¬ 
gebener Belastung von der Abszisse x des Querschnitts abhüngen, so folgt 
hieraus, daß die Spannungen er und r in einem beliebigen Punkt dos Balken» 
Funktionen der Koordinaten x und y des Punktes sind: 

ff 5=3 fi(x,y)\ r'= h(x,y). 

Die analytische Ermittlung der Balkenpunkto mit den größten Werten dieser 
Funktionen bereitet keine Schwierigkeiten und zerfällt in zwei Operationen: 

1. Das Auffinden des gefährdeten Querschnitts und 

2. die Suche nach den am stärksten angespannten Punkten im gefundenen 
Schnitt. 

Die Normalspannung in einor Berechnung ist die Spannung im Querschnitt 
mit dem größten Biegcmomont für.die von dor neutralen Achse am weitesten 
entfernten Punkte. Als Schubspannung in der Berechnung (bei Querschnitts- 
formen, die gewöhnlich in der Praxis zur Anwondung kommen) ist die Spannung 
auf der Ebene der neutralen Schicht in einem Querschnitt mit der größten Quer¬ 
kraft anzusehen. In vielen praktischen Aufgaben ist durch dieso rechnerischen 
Spannungen die Festigkeit des Balkens völlig charakterisiert. Es kommen aber 
auch solche Fälle vor, in denen die Hauptspannungon an genoigten Flüchen- 
elementen der Größe nach die größten Spannungen an den Flüchenelomcnten 
des gefährlichsten Querschnitts übersteigen. Daher ergibt sich die Frage über 
das Aufsuchen der Balkenpunkte, in denen die Hauptspannungen bei gegebener 
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Belastung die maximalen von allen nur möglichen sein werden- Die Haupt- 
spannungen (7, nax und die größten Schubspannungen T^ as hängen von den 

min Sin 

Spannungen er und t ab und sind folglich auch Funktionen der Koordinaten x 
und y des Punktes: 


= <?1 (*» V ); °min ~ <F* (*, y) ; rinax = Fa (*» v) • 

min 


Diese funktionalen Abhängigkeiten sind bedeutend komplizierter, so daß das 
analytische Aufsuchen der Punkte, denen die größten Werte der Haupt¬ 
spannungen entsprechen, große Schwierigkeiten bereitet. Aus diesem Grunde 
muß man sich in der Praxis von folgenden Überlegungen leiten lassen. Aus den 
Formeln (6.53) und (6.54) ist zu ersehen, daß die Hauptspannungen in den 
Punkten groß sein werden, in denen gleichzeitig große Spannungen a und t 
vorhanden sind. Diese Punkto sind offenbar in den Querschnitten gelegen, in 
denen M und Q gleichzeitig einen großen Wert erreichen. Manchmal befinden 
sich und Q max in ein und demselben Querschnitt (z. B: am Auflagerquer¬ 
schnitt einer Konsole); im allgemeinen fallen jedoch die Querschnitte mit M mtx 
und Q max nicht zusammen. Daher ist es oft erforderlich, die Hauptspannungen 
in mehreren Querschnitten zu überprüfen, indem man diese so wählt, daß die 
Worte M und Q gleichzeitig relativ groß sind. 


Um in den gewühlten Querschnitten die Punkte mit den größten Haupt¬ 
spannungen zu ermittoln, vergleichen wir die er- und r-Linien im Querschnitt. 
Wenn wir einen rechteckigen oder runden Querschnitt untersuchen, so können 
wir schon im voraus sagen, daß die Hauptspannungen in einem beliebigen Punkt 
dio in den äußersten Fasern am Flächenelement des Querschnitts wirkende 
Spannungen a nicht übersteigen werden. In dor Tat, während die Normal¬ 
spannung nach einem linearen Gesetz von der neutralen Achse zu den äußersten 
Fasern hin zunehmen, nehmen die Schubspannungen in der gleichen Richtung 
bis zum Nullwert nach einem parabolischen Gesetz ab. Daher gibt es im Quer¬ 
schnitt keine derartigen Punkte, in denen die Spannungen er und r gleich groß 
sind. Ein anderes Bild ergibt der I-Querschnitt, bei dem die Schubspannungen 
von der neutralen AcliBe weg allmählich abnehmen und an der Übergangsstelle 
zu den Flanschen mit dem Steg noch recht bedeutend sind, wo gleichzeitig große 
Normalspannungen auftreten (Bild 187). 

Aus diesem Grunde kann in einigen Fällen eine Überprüfung der Haupt¬ 
spannungen notwendig werden. 

Wählen wir z. B. einen gewalzten I-Querschnitt für einen kurzen Träger, 
der in der Nähe dor Auflager durch zwei schwere Einzellasten belastet ist 
(Bild 206) und dessen Hauptspannungen überprüft werden sollen. Das Material 
Ist Gr. 0., o zul = 1400 kg/cm 2 und r aul = 900 kg/cm a ; AU* = 8,4 tm und 
<?m« = 20 t. Die M- und ^-Linien sind in der Zeichnung dargestellt. Wählen 
wir den Querschnitt. Das erforderliche Widerstandsmoment ist: 


840000 

1400 ^ 


600 cm 8 . 
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Vir wählen ein I Nr, 30a 1 ), der ein W — 597 cm 3 hat. Es ist: 

<W = = 1405 > 1400 kg/om 2 , 

yobei die Überbeanspruchung im ganzen 0,35% ausmacht. 



Die Schubspannung an der neutralen Achse ist nach der Formel (6.41): 

'“ = |7 = S = 867 < 900 k8/cm ’ 

Gehen wir zu der Überprüfung der Haupt- und größton Schubspannungen 
im Steg über. Sie ist, wie aus dor M- und (LLinjo ersichtlich, im Querschnitt 



unter einer der Lasten, z. B. untor der linken Last, durchzuführen. Dio Ab¬ 
messungen des Querschnitts sind in Bild 207, a dargestellt. Das statische 
Moment des Flansches ist: 

__ S = 12,6 ■ 1,44 • 14,28 - 259 cm 3 . 

*) ylmn. d. deutschen Redaktion: F.ln passendes deutsches Profil ist In deu entsprechenden deutschen 
Tafeln niclil enthalten. Am nächsten kommt der deutsche Norrmilprofiltrilgor I SO mit W* » 053 cm 1 , 
ko Cef *=) 10,8 mm, z == ( s* =>)25,7 cm, Die weiteren liier nicht angegebenen Worte sind den be¬ 
treffenden deutschen ProMtnfeln stu entnehmen. 
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Die Normal- und Schubspannungen am Übergang zu den Flanschen sind: 


o = ± 


My _ 840000 • 13,56 

J ± 8950 


±1270 kg/cm 2 , 


20000 • 259 
8950 ■ 0,9 


= 643 kg/cm 2 . 


Die a- und r-Linien in dem zu untersuchenden Querschnitt sind in Bild 207, b 
dargestellt. Für die Punkte am Übergang zum unteren Flansch erhalten wir; 


°max 

°mln 

r' 

‘'max 


a sss —1270 kg/cm 2 , 

635 + ]/ 635 2 + 643» = 635 -f 902 = 1537 > 1400 kg/em 2 , 
635 - 902 =1 -267 kg/cm 2 , 

, ^7 -(-267) = 9Q2 > 9 QQk g/cm8 . 


Für die Punkte am Übergang zu dem oberen Flansch ist; 

er =s —1270 kg/cm 2 , 

<Cx - ~ 635 ± 902 « + 267 kg/cm 2 , 

<4, n = “ 635 - 902 = -1537 kg/cm 2 , 

Cx = 902 kg/cm 2 . 

In dem gezeigten Beispiel sind demnach die Hauptspannungen größer als die 
Spannungen in den äußersten Fasern und übersteigen die zulässige Spannung ff n „ 
um 9,8%. Die Schubspannungen T' max übersteigen ebenfalls ein wenig r sul . Dies 
ist die Folge der sehr großen Querkraft im Verhältnis zum Biegemoment, auf 
Grund dessen die Querschnittsabmessungen bestimmt wurden. 

Ein derartiger Fall ist, allgemein gesagt, als Ausnahme anzusehen. In dor 
Regel sind jedoch die Hauptspannungen niedriger als die Spannungen a in den. 
äußersten Punkten des Querschnitts und erfordern somit keine Überprüfung. 
Dies ist damit zu erklären, daß die Dicke des Steges bei normalen Profiion stark 
genug gewählt ist. Bei gewöhnlichen Verhältnissen zwischen den Werten M und Q 
sind infolgedessen die Schubspannungen nicht groß und ziehen keine großen 
Hauptspannungen nach sich. Bei genieteten Trägern ist die Dicke des Steges 
relativ viel kleiner als bei gewalzten. Daher kann eine Überprüfung der Haupt¬ 
spannungen in solchen genieteten Trägern erforderlich werden. Gewöhnlich wird 
die Überprüfung an der dem Auflager nächstliegenden Stufe der horizontalen 
Gurtplatte (Kapitel 6.08) durchgeführt, wo die Quorkraft groß ist und die 
Spannung a dor äußersten Fasern sich infolge der Verringerung der Quersohnitts- 
höhe der zulässigen nähert 1 ). 


») Anm. d. deutschen Redaktion: In Deutschland ist für Walz- und BIcchtrfigOT, bol denen gleich¬ 
zeitig große Momente und Qnerkräfto Auftreten, die Hauplspanmuig (an) nach folgender Formel zu 
ermitteln: a ^ 

«4 ± T kWm-4 

Diese Formel Ist der Gleichung (6.53) Ähnlich. 
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C. In einigen Fällen muß man zum Zwecke einer richtigen Trägerkonstruktion 
neben dem Wert der Hauptspannungen auch ihre Richtung kennen 1 ). Vor allem 
stellen wir fest, daß in den äußersten Fasern und an der neutralen Achse (bei 
Q 4= 0) die Richtung der Hauptßächenelemente (Hauptebenen) immer ein und 
dieselbe ist. In der Tat ist für die äußersten Fasern x — 0. Folglich ißt auf Grund 
der Formel (6.53) eine der Hauptspannungen gleich Null und die andere gleich 
der Spannung o im Querschnitt, und zwar ist in der äußersten Zugfaser ~ a 
und Cmin = 0, während in der äußersten Druckfaser umgekehrt c4nx ~ 0 und 
<4ln = O ist. 


Setzt man in die Formel (6.55) den Wert derjenigen Hauptspannung ein, die 
nicht gleich Null iöt, so ergibt sich tg a = ± °° un d a ='d:90 o . Dies bedeutet, 
daß das entsprechende Flächenelement mit dem Querschnitt zusammenfällG 
Das andere Flächenelement ist parallel zur Achse des Balkens gerichtet, d. h. es 
fällt mit seiner Fläche (der oberen oder unteren) zusammen. An der neutralen 
Achse ist er — 0, und folglich ist auf Grund der Formel (6.53) 

c4a*~* und a' min = -r, 

d, h. der Größe nach sind heide Hauptspannungon 
gleich der Schubspannung. Die Neigungswinkel 
der Hauptßächenelemente werden nach der 
Formel (6.55) ormittelt: 

tg es = ±1 und a = ± 45° 

(ausgenommen ist der Fall der reinen Biegung). 
Außerdem ist gemäß (6,54) ± t, und 

min 

ihre Flächenoiemente liegen im Quer- und 
Lähgsschnitt. Hieraus folgt, daß ein an der neutralen Achse mit Hilfe von vior unter 
dem Winkel ± 45° geneigten Schnitten herausgesohnittenos rechteckiges Element 
in einer Richtung einen Zug und in der anderen Richtung einen diesem gleichen 
Druck erleidet (Bild 208). Ein solches durch vertikale und horizontale Schnitte 
herausgetrenntes Element befindet sich im Zustand der reinen Schiebung, ln 
Punkten zwischen den äußersten Fasern und der neutralen Achse habon die 
Hauptßächenelemente eine gewisse Zwisehenneigung, die von der Belastung und 
der Querschnittsform abhängt. Es ist z.B. für einon Träger, dessen Berechnung 
im Punkt B aufgeführt ist., nicht schwer, mit Hilfe dor <r-,und r-Linio (Bild 207,b) 

und der Formel (6.55) festzusLellen, daß hei y *= ± ~ ± 7,5 cm die Flächen¬ 

elemente t/ mv entsprechend unter dem Winkel —33° und —57° zur a-Achso ge¬ 
neigt sind. . D 

Um die Änderung der Richtung der Hauptspannungen über die Höhe dos 
Balkens besser zu veranschaulichen, benutzen wir diese Unterlagen und stellen 
die aus dem Balken mittels der Hauptebenen an den äußersten Fasern, an dor 



Bild 208 


*) z -zur Verteilung der nbgebogenen Armierung In Stahlbetonen]kcn. 
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neutralen Achse und in einer Entfernung y — ±-^von dieser herausgeschnittenen 
elementaren Parallelepipeda (Balken) dar (Bild 209, a) 1 ). 

Aus der Zeichnung geht hervor, daß sich beide Hauptfl&ckenelemente beim 
Übergang von der äußersten gedrückten zur äußersten gezogenen Faser um 90° 
im Gegensinne des Uhrzeigers drehen. 

Wenn wir den Balkenquerschnitt unter der rechten Einzellast untersuchen 
würden (Bild 206), so könnten die Werte der Hauptspannungen die gleichen 
bleiben, aber die Hauptflfichen- 
elemente würden sich beim Über¬ 
gang von der oberen zur unteren 
Faser im Sinne des Uhrzeigers 
drehen, da in diesem Querschnitt 
r < 0 und das Vorzeichen von tgct 
für alle Punkte das entgegen¬ 
gesetzteist (Bild209,b). Für einen 
beliebigen Querschnitt zwischen 
den Lasten ist r — 0 (reine Bie¬ 
gung), und die Hauptflächen¬ 
elemente in einem beliebigen Punkt 
der Höhe des Querschnitts sind 
vertikal und horizontal gelegen, 
wobei eine der Hauptspannungen 
gleich Null ist. 

Ein übersichtliches Bild des 
Spannungszustandes eines auf Bie¬ 
gung beanspruchten Balkens kann man erhalten, wenn man die sogenannten 
Hauptspannungstrajektorien konstruiert. Wählen wir einen beliebigen Punkt in 
irgendeinem Querschnitt, und nachdem wir für diesen die Richtung einer der 
Hauptspannungen ermittelt haben, verlängern wir diese Richtung bis zum Schnitt 
mit dem benachbarten Querschnitt. Für den erhaltenen Punkt ermitteln wir 
wiederum die Richtung der Hauptspannung und verlängern diese bis zum Schnitt 
mit dem nächsten benachbarten Querschnitt. Setzt man diese Konstruktion 
fort, so erhalten wir (bei unendlich nabgelegenen Querschnitten) eine bestimmte 
Kurve, die man als Ifaupispannungslrajeldorie bezeichnet. Die Tangente zu dieser 
Kurve in einem beliebigen Punkt bestimmt die Richtung der Haupt Spannung 
im Berührungspunkt. Es ist klar, daß man durch jeden Balkenpunkt eine 
Prajektorie jeder der Hauptspannungen führen kann. 

Nachdem von uns die Änderung der Ilauptspannungsrichtung über die Balken- 
hohe untersucht worden ist, wird es nicht schwer, den allgemeinen Charakter 
ler Hauptspannungstrajektorien festzustellen. Die Trajektoricn der Hauptzug- 
spannung (Bild 210, a) beginnen an der äußersten Druckfascr unter dem Winkel 
)0° zur Balkenachse (da hier das Flächenelement a^ ax mit der oberen Fläche 


a) b) 



<) Gemfiö der oben gewählten Regel sind die positiven Winkel a im Sinne des Uhrzeigers und die 
legntivcn im Gegensinne des Uhrzeigers ahgetingen. 
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.usammenfälit), schneiden die neutrale Schicht unter einem Winkel von 45° 
tnd vereinigen sich mit der Richtung der äußersten Zugfaser (oder schneiden 
mter einem rechten Winkel den Querschnitt, in dem Q « 0 ist, worauf sie weiter 
,u der Druckfaser zurUckkehren). Die Trajektorien der Hauptdruckspannung 
Bild 210, b) haben einen ähnlichen Charakter 1 ). Aus dem Vorhergehenden ist 
dar, daß die Richtung der Hauptspannungen zwischen den äußersten Fasern 
md der neutralen Schicht von der Belastung und der Querschnittsform abhöngt. 



In Bild 211 sind die Trajektorien der Hauptspannungen in einem infolge 
nner durchgehenden Belastung auf Biegung beanspruchten Balken mit recht¬ 
eckigem Querschnitt dargestellt. In Bild 212 sind die Trajektorien der Haupt- 
ipannungen in einem gebogenen Tragbalken gezeigt, in dem Absohnitto eines 
positiven und negativen Biegemoments vorhanden sind. In beiden Zeich- 



aungen sind die Trajektorien durch ausgezogeno und die Trajektorien 
durch punktierte Linien dargestollt. Auf ähnliche Weise kann man auch die 
rrajektorien der größten Schubspannungen und T„ lln untersuchen. 

Aus all dem früher Gesagten geht klar hervor, daß die Trajektorien der Haupt¬ 
spannungen immer zwei Systeme von orthogonalen Kurven darstellen, Dio 



Trajektorien der größten Schubspannungen sind ebenfalls untereinander ortho¬ 
gonal und halbieren in einem beliebigen Punkt des Balkens dio von den Trajek¬ 
torien der Hauptspannungen eingeschlossenen Winkel, 


*) In Bild 210 Ist angenommen, daß ln dem dnrgcstdltcn Balkencbschnitt M > 0 und Q > 0 Ist. 
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Die Trajektonen der Hauptspannungen sind nicht nur in theoretischer Hin¬ 
sicht interessant. In vielen Fällen erleichtern sie das richtige Konstruieren und 
die zweckmäßige Verteilung des Materials in Trägern und in komplizierteren 
Konstruktionen (Fundamenten, Wehren, Anschlußblechen in den Knoten¬ 
punkten stählerner Brücken usw.). Bei der Verteilung der Stahlarmierung in 
Stahlbetonbalken richtet man sich z. B. nach den Trajektorien der Hauptzug¬ 
spannungen. Bei der Biegung von Stahlbetonbalken mit einer Lftngsarmierung 
(Bild 176) beginnt gewöhnlich die Zerstörung in der Nähe der Auflager duroh 
Bildung von schrägen Rissen, die senkrecht zu den o-^ as -Trajektorion gerichtet 
sind und infolge des schwachen Zugwiderstandes des unbewelirten Betons ent¬ 
stehen. Um die Tragfähigkeit des Balkens zu erhöhen, ist es erforderlich, an den 
Auflagern eine zusätzliche Armierung anzuordnen, deren Riohtung sich den 
cr^ ax -Trajektorien nähert (Bild 211 und 212). Zu diesem Zweck wird ein Teil 
der Stäbe der Längsbewehrung des Balkens zu den Auflagern hin (gewöhnlich 
unter dem Winkel von 45°), wie in Bild 213 dargestellt, abgebogen. Balken mit 



abgebogenen Stäben nehmen eine viel größere Belastung auf als bei Vorhanden¬ 
sein von nur einer geraden Längsbewehrung. 


6.1t Berechnung zusammengesetzter Träger. Genietete und geschweißte Träger 

A. Es wird bei der Berechnung der zusammengesetzten Träger angenommen, 
daß die Verbindungselemente (Nieten, Schweißnähte) einen starron Zusammen¬ 
hang der Einzelteile gewährleisten, so daß der Träger als Ganzes arbeitet. Daher 
werden die gleichen Spannungsformein wie auch bei den nicht zusammen¬ 
gesetzten Trägorn angewendet. Die Schwächung dos Querschnitts durch Niot- 
löchor wird durch Einführung eines Nettoträgheitsrnomontes J aollo in die Be¬ 
rechnung berücksichtigt, das man durch Abzug der Trägheitsmomente der 
Lochflächen vom Bruttoträgheitsmoment J ht aito erhält. Diese Art der Berück¬ 
sichtigung der Schwächungen ist aber nur eino Näherung, da sie die Kon¬ 
zentration der Spannungen an den Löchern außer aoht läßt. Für plastische 
Materialien ist diese Methode auf Grund der im Kapitol 2.11 orwähnten Über¬ 
legungen durchaus zulässig. Betrachten wir an Beispielen die grundlegenden 
Berechnungsverfahren für genietete und geschweißte Stahlträger. 

Die genieteten Träger bestehen aus einem vertikalen Steg, vier Gurtwinkeln 
und aus einem oder mehreren Paaren von horizontalen Gurlbleehen (Bild 214). 

Indem wir nicht auf die Einzelheiten der Berechnung und Konstruktion dor 
gonietoten Träger, die in den Lehrbüchern für Stahlkonstruktionen und Brücken 



224 


Biegung des geraden Balkens. Spannungen 


dargelegfc werden, eingehen, geben wir hier nur den allgemeinen Gang der 
Spannungsüberprüfung und die Bestimmung der Teilung der Gurtnieto an, die 
die Winkel mit dom Steg verbinden. 

Nehmen wir an, daß ein genieteter Träger berechnet werden soll, der mit 
zwei Lasten von je 541, die symmetrisch zu den Auflagern gelegen sind, belastet 



ist (Bild 215)*). Das Eigengewioht des Trägers soll als klein im Vorgloich mit 
der Auflast vernachlässigt werden. Die zulässigen Spannungen für das Material 
des Trägers (CT. Oo) sind: ^ = im kg/cm2 

und . r zu i — 900 kg/cm 2 , 

und die der Niete (bei gestanzten Löchern) 

r aiv\ — 1000 kg/cm 2 


und ai m — 2400 kg/cm 2 . 

Im Querschnitt unter der Last ist: 


jM' aax = 54 * 1,65 — 89,1 tm und = 54 t. 

Der gewählte Querschnitt des Trägers besteht aus einem Steg cm 1000 • 10, vior 
Winkeln L 100 • 100 • 10 und zwei horizontalen Gurtblechen 250 • 10. Die 
Gesamthöhe des Querschnitts ist h = 1020 mm (Bild 214), 

Das Trägheitsmoment des zusammengesetzten Querschnitts ist 
1 • 1000 8 

^bruMo = —y - + 4 (179 + 19,2 • 47,22) + 2 (25 • 1 ■ 50,5 2 ) 

= 83300 + 171300 -f 127600 = 382200 cmL 


vor? ElD SOlcher Be , lastun 3‘* rn 'l kommt z. B. für den Querträger der Fnhrbnlm einer Kisenbfllmbrücko 
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3er Querschnitt wird durch die Löcher für die Niete, die die Gurtbleche mit 
1 Winkeln und letztere mit dem Steg verbinden, geschwächt. Die Niete werden 
den beiden Winkelschenkeln versetzt angeordnet (Bild 214). 

[n die Berechnung führen wir die Schwächung durch die Löcher der vertikalen 
ete als die ungünstigere ein. Außerdem muß man eine senkrechte Reihe von 
ehern im Steg für die Niete, mit denen die sogenannten Aussteifungswinkel 
estigt werden, berücksichtigen. Da die Anordnung dieser Niete im voraus 
ht bekannt ist, so ist cs gestattet, die Stegschwächung mit 1S% 1 ) des Träg- 
tsmomentes des Steges anzunehmen, während dio Schwächung des.Gurtes 
h. der Winkel und Gurtblecbe) auf Grund der Fläche der Nietlöcher berechnet 



liild 216 


d. Wählen wir den Durchmesser der Niete zu </ — 20 mm, so berechnen wir 
Schwächung des Querschnitts, wobei wir das Trägboi tsmoment der Niet- 
her in bezug auf ihre eigenen Schworachsen als gering vernachlässigen: 

*bz„* « 0,18 • 83300 + 4 • 2.2 • 50 2 = 55000 cm 4 ; 
f ne(10 = 382200 - 55000 = 327200 cm 4 ; 


ir« 


327200 

51 


— 6420 ein 3 ; 


8910000 

6420 


1390 < 1400 kg/cm®. 


»nach ist der Querschnitt richtig gewählt worden. Überprüfen wir die Schub- 
nnung im Steg in der Ebene der neutralen Achse. Hierbei ist cs üblich, 
1( , 0 und J t,ruuo in die Berechnung einzuführen. Berechnen wir das statischo 
ment des halben Trägerquerschnittes: 


25 ■ 50,5 + 2 • 19,2 • 47,2 -f 50 • 1 • 25 = 1260 -J- 1810 + 1250 « 4320 cm 3 . 


wird 


^"mnx 


Q\ 

Jb 


54000 * 1320 
382200 • 1 


610 < 900 kg/om 8 « 


leben wir zur Berechnung der Teilung (Abständo) der Gurtniete über, dio 
Winkel mit dem Steg verbinden. Bei der Biegung des Balkens sind die 
frontalen Gurtbleche und Winkel (die miteinander durch vertikale Niete 
bundon sind) bestrebt, sich gegenüber dem Steg zu verschieben. Dieses Ver¬ 
leben verhindern die horizontalen Gurtniete, dio folglich auf Abscheron 
r Lochleibung beansprucht sind. Die Schubkraft auf 1 cm Trftgcrlängo kann 
n nach der gleichen Formel (6.37) wie beim vollen Balken ermitteln. Es ist: 

.Jfe. 
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Biegung dea geraden Balgens. Spannungen 


setzt man den Wert des statischen Moments 5, der Gurtfläche {in Bild 216 
schwarz angelegt) in die Formel ein, demnach 

S x = 1260 H-1810 3070 cm 3 , 

54000-3070 .... , 

so ist: , = 434 kg/om. 

Bezeichnen wir die Teilung der Gurtnieten mit e. Da in den äußersten Abschnitten 
des Balkens die Querkraft konstant ist, so werden die Schubkräfte gleichmäßig 



über die Länge des horizontalen Schnittes in der Ebene der Mitten der Gurt¬ 
niete verteilt sein. Die Scherkraft auf einen Niet ermittelt sich wie folgt; 

T = te = 434 • e kg. 

Diese Kraft darf den Widerstand des Nietes auf Abacheren bzw. Lochleibung nicht 
übersteigen. 

Zur Ermittlung der Nietteilung e haben wir zwei Bedingungen; 
nd* 

1. T <> 2 • r awX {auf Abscheren, wobei in Betracht gezogen ist, daß die 
Niete zweischnittig sind) und 

2. T <£ äderig (auf Lochleibung). 

Mit 6 ist die Stärke des Steges bezeichnet, die immer geringer ist als die Stärke 
zweier Winkel. 

' Aus der ersten Bedingung finden wir: 

Q 44,02 

-1000= 14,4 cm 

434 • 4 


und aus der zweiten Bedingung: 




2 • 1 - 2400 
434 


11,1 cm. 


In der Praxis nimmt man die Nietteilung zu 4d***8d an. In dem betrachteten 
Falle kann man e = 10 cm = annehmen. Die vertikalen Niete, die die Gurt- 
platten mit den Winkeln verbinden, werden gewöhnlich mit dorn gleichen Ab- 
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stand e in den Zwischenräumen zwischen den horizontalen Nieten angeordne 
obgleich sich bei einer Berechnung eine bedeutend größere Teilung der vertikale 
Niete ergeben würde. Dies wird zur Gewährleistung einer dichten Verbindun 
der Gurtplatten mit den Winkeln gemacht 1 ). 

Die Überprüfung der Hauptspannungen wird für den Steg in der Ebene de 
Gurtniete durchgeführt, da nämlich in dieser Ebene die Schubkraft von de 
Gurtung durch die Gurtniete auf den Steg übertragen wird. Die Überpriifun 
wird, wie im Absatz B des Kapitels 6.10 erwähnt, an der Abstufungsstelle de 
Gurtbleche vorgenommen. In dem betrachteten Beispiel ist es nicht zweckmäßig 
die Gurtbleche zu unterbrechen, da der Träger nur kurz ist. Jedoch weist de 
Charakter der Belastung, bei dem sich M max und im gleichen Querschnit 
(unter der Last) befinden, auf eine wünschenswerte Überprüfung der Haupt 
Spannungen hin. 

Ermitteln wir die Spannung a in der Ebene der Nietachse: 


My 

'^ncllo 


8910000-45 

327200 


1224 kg/cm 3 . 


Zur Ermittlung der Schubspannungen in der gleichen Ebene muß man zu den 
statischen Moment des Gurtes das statische Moment des oberhalb der Nietaehsi 
gelegenen Teiles des Steges hinzufügen (in Bild 216 schraffiert). Dann ist: 

S = 3070 + 1 • 5 • 47,5 = 3310 cm»; r = = 488 Hl™*' 

Die Hauptspannung im Steg ist: 


</ u „ « 612 4- 7/612 2 + 468 2 - 138 2 <1400 kg/cm 2 . 



II. Die Gurte, geschweißter Träger werden meistenteils aus einem dickoi 
horizontalen Blech hergestellb, das mittels zwoior Kehlnühto mit dem Steg ver 
hunden wird (Bild 217, a), Wählon wir den Querschnitt eines geschweißter 
Trägers mit der gleichen Belastung und Stützweite sowie aus dem gleicher 
Material (Bild 215). Wählen wir, wie einen Steg von c=3 1000 • 10, dosser 

>) Anrn, d, deutschen Redaktion! In Uciitiohlnnd tlbllch (Angnbcn mis „Stuhl im HochbAu", IX. Auf!. 
S. 361) e max S Illr ilon Druckgurt und c mfl * ä 10<i für den Zuggurt. 

15* 
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Biegung des geraden Balkens. Spannungen 


’ögheitBmoment J S(ee = 83300 cm 4 (Absatz A) ist. Nehmen wir für die hori- 
ntalen Gurte eine Dicke von (5 — 20 mm an, und ermitteln wir ihre erforderliohe 
reite b. Aus Absatz A übernehmen wir den Wert de8 erforderlichen Trägheits- 
omonts des Querschnitts J = 327200 cm 4 . Zieht man von diesem J Bi0B ab und 
dbiert man den Rest, so finden wir das erforderlicho Trägheitsmoment eines 
urlos J Gurt — £ “ i/g| e g) — 122000 cm 4 . Vernachlässigt man das Trügheits- 

oment des Gurtes in bezug auf seine eigene Schwerachse, so ermitteln wir b aus 
r Gleichung b • ö • bl 2 ~ 122000 und erhalten hieraus b ~ 23,5 cm. Nehmen 
ir abgerundet für b — 24 cm an, dann wird das Trägheitsmoment des Trägers 
“ 83300 -|- 2 • 2 • 24 * 51 2 =. 333000 cm 4 sein, so daß sich eine kleine Reserve 
genüber dein erforderlichen Trägheitsmoment ergibt. 


Bestimmen wir jetzt die Dicke der Schweißnähte an den Gurtungen, indem wir 
»’öussötzon, daß die Schweißung mit dünnumhülltcn Elektroden ausgeführt 
:rd und T„ djwzul — 800kg/cm 2 ist 1 ). Die auf die Längeneinheit bezogene Schub* 
aft zwischen dom Gurt und dem Steg ermitteln wir wie früher nach der Formel 

O • iS 

= ; das stalischo Moment des Gurtes ist S a = 2 • 24 * 51 = 2448 cm 3 , 

54 000 • 2418 


lcI daher t = 


= 397 kg/cm. Die Schubkräfte werden von den 


333 UUO 

Ihlen aufgonommon, die in den Ebenen der Scliwoißung ab und cd auf Ab- 
heren beansprucht worden (Bild 217, b). Boi Kehlnähten wird in dio Berech* 
mg die Stärke m — 0,7 A eingeführt (siehe AbsaLz A des Kapitols 3.11). 
dglich ist. dio auf die Längeneinheit des Trägers bezogene Dicke zweier Nähte 
eich 1,4 /i, worin h die Kathete der Naht ist. Aus der Gleichung t = r sdiw zul -1,4 h 

397 

iden wir dio erforderlicho Stärko der Naht h — — 0,36 cm. Dio Gurt- 

oUO • 1,4 

tlilo werd en jedoch liier aus konstruktiven Gründen nicht untor 6 mm Stärko 
isgoführt. 


12 Biegung von Balken mit unsymmetrischem Querschnitt. Sclmbmlttclpunkt 

A. Eh wurde bei' allen vorhergehenden Ableitungen angenommen, daß der 
uorschniU des Balkons in bezug auf die Wirkungsebene der Belastung sym- 
et.risch ist. Weisen wir jetzt nach, daß hoi einer reinen Biegung die Formeln 
.11) und (6.12) auch für einen Querschnitt von beliebiger Form ihre Gültigkeit 
ihalten, wenn die Belastung in einer der Ilaupttrügheitsobenon dos Balkens 
!gt, d. h. in einer Ebene, dio durch die Längsachse des Balkons und eine der 
aupttrügheitsaohsen seines Querschnitts geht. 

Nehmen wir z. B. an, daß dns Biegemornont in der Hauptebono yöx wirkt 
lild 218), und daß der Querschnitt dos Balkens in bezug auf die y-Achso 
asymmetrisch ißt. Wegen des Fehlens der Symmetrie haben wir zunächst keino 
^reichenden Begründungen vorauszusetzen, daß dio neutrale Achse senkrecht 
tr i/-Achso gerichtet ist und mil der anderen Hauptachse s zusammenfällt. 


L ) virw«. d. dänischen Redaktion; Die Bezeichnungen fOr die S chwclünu h tspnnm in«cn Bind in Deutsch- 

vJ e» o, und o, dnbei hl o, - W/tr, o ,« Al A’(« • l) und <?«KeV +o|. Die Bedeutung der 
•seinen 1-ormcInnlcHc sind an« der DIN 4100 7u ersehen, wo mich die/nlässigen Werte für o gemäß 
n Arten der SchwcIDnülUo und Ihrer Jtimnspruchimgcn angegeben sind. 
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Ü»f.f!0 
Bild m 


Daher nohraon wir zuorat nn, daß dio neutrale Aelmu z' mit dar z-Aohso oinon 
gowisson Winkel a einschlioßt (Bild 218). Dio Formel (0.7) der Normalspannung 
nimmt dio Form 

(0.50) 


an, worin y' wie früher den Abstand de» Flilohon- 
olomonts Ab' von dor neutralen AcIiho bezeichnet. Aber 
jetzt ist y nicht mehr als Kuordinut« de« Flüchen- 
olomonts anzusohen. Setzt man ((>.5(1) in dio statische 
Gleichung(ö.l) ein,so kommt zu dor früheren Folgerung, 
daß die neutrale z'-Aehso durch den Schwerpunkt dort 

Querschnitts geht und folglich mil der Hauptaoliuo z einen gemeinsamen Funkt 
(den Koordinatonanfang) hat. Die Strecke ?/ kann durch die Koordinaten de» 
Flächenclement» wie folgt ausgedrückt wordon: 

1 y = • y cos a -zum«. 

Dio Spannung am Flüehonolemont AF ist 

y COH «). 

Sotzen wir diesen Wort in die slnliKohn (lleichung (0,2) ein: 


a ■ 


Hy' H . . 

.. — (z um rt 

ü L> 


Ja AFs ■ - y j' (z sin « • y ccm «) zdF 
11 " [sin n j*% 


Till' ■ COH ft / yzdb' j 0. 


Da dio Achsen y und z die Hauptachsen sind, so ist 


/ 


yzdb' 


’Vl 


0 und folglich 



oh i»t aber 



0 und 


Jz*dF J v ein an Bich positiver Wert. Die» bedeutet, daß sin a ■- - 0 und a 0 

ist, d. b. die neutrale Achse füllt auch im Falle eines unsymmetrischen Quer¬ 
schnitts mit dor Hauptachse z zusammen. 


Hiera uh folgt, daß die Uicgungsobeno des Balkens 1 ) wie früher mit der Wir- 
kungßobono dor üußoron Krüfte zusammen füllt, worauf wir frlllior wogen der 
Symmotrio des QuorschriittR schlossen. Fs muß nochmals liervorgohoben wordon, 
daß dio erhaltene Folgorung hoi unsymmotrisohon Quorschnitton nur im Falle 
dor roinon Biegung zu Rocht bostoht. Im Fallo der Querbiegung (d. h., wenn im 
Querschnitt neben dom Biogemomonl auch eino Quorkraft vorhanden ist) wird 
dio Kracheinung komplizierter. 


*) D. h, dio HJioae, die sowohl dio gerrulo nl« nuch gchogciio Hidkcunehfio enthüll. 
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Biegung des geraden Balkans. Spannungen 


B. Bei der Untersuchung der Schubspannungen im Kapitel 6.05 wurde 
festgestellt, daß bei der Querbiegung die Resultierende der elementaren tangen¬ 
tialen Kräfte im Querschnitt auf die Querkraft 

Qr — Q — J tydF 

zurückgeführt wird und ihr äquivalent ist, d. h. in Richtung der Hauptachse y 
des Querschnitts gerichtet ist. Dies erweist sich als richtig, wenn der Querschnitt 
in bezug auf die »/-Achse symmetrisch ist, längs welcher die Belastung gerichtet 
ist, da in diesem Falle die Komponenten x K dF der Schubspannungen im Quer¬ 
schnitt sich gegenseitig das Gleichgewicht halten. 

Wenn der Querschnitt in bezug auf die Achse, längs welcher die Belastung 
gerichtet ist, unsymmetrisch ist, so fällt die Resultierende Q t der Schubspan¬ 
nungen, obgleich sie der Querkraft Q gleich ist, mit dieser nicht zusammen und 
ist dieser parallol gelegen. Aus diesem Grunde tritt dann zu der Quorbiegung noch 
die Drehung hinzu. Zur Untersuchung dieser Erscheinung im allgemeinen Falle 
muß man die Größe und Richtung der Schubspannungen in allen Punkten des 
Querschnitts kennen, was nur mit Hilfe einer genaueren Mothodo der Elastizitäts¬ 
theorie erreichbar ist. In einigen Fällen jedoch kann man angenähorto Ergebnisse 
auf dem elementaren Wege erhalten. Betrachten wir dio in der Praxis weitgehend 
zur Anwendung kommenden dünnwandigen, Profile (die nicht geschlossenen), zu 
donen der größte Teil dor Walzprofilo gehört. Für diese Querschnitte kann man 
genügend genau die Richtung der Schubspannungen bei der Biegung angebon. 
Da die Seitenfläche dos Balkens gemäß der Bedingung der Aufgabo frei von 
Schubspannungon ist (eino Tangentialbelastung ist nicht vorhanden), so sind in 
den Punkten des Querschnitts an seinem Umriß (z. B. dio Punkte A und B auf 
Bild 219) die Sohubspannungen immer längs der Umrißlinio gerichtet (Ka- 


CEÖ3J 

Bild 210 

utel 6.04). Wenn jedoch der Querschnitt dio Form eines schmalen Streifens mit 
ünor geraden oder krummen Achsenlinie hat (z. B. der in Bild 219, b dargostellte 
Querschnitt), so ist es offensichtlich, daß Größe und Richtung der Spannung sich 
lur unbedeutend längs einor boliobigen, zur Achsenlinie des Streifens senkrechten 
Geraden A—B ändern können. Das gleiche trifft für Querschnitte zu, die aus 
nehreren Streifen gebildet sind, deren Breite (Dicke) im Vergleich zu don Ab¬ 
messungen dos ganzen Querschnitts nicht groß ist (wenn man aus dor Betrachtung 
lio Verbindungsstellen der Streifen miteinander ausschließt). Als Beispiel kann ein 
m Kapitel 6.05 untersuchter I-Träger oderein Winkel (Bild 219, c) dienen. Auf 
>und des Gesagten kann man bei dünnwandigen Querschnitten die im Ka¬ 
ntel 6.04 dargelegte angenäherte Methode von Shurawski anwenden, wenn man 
lie grundlegenden Voraussetzungen derselben auf folgende Weise verallgemeinert: 



1 

ft * 


8 


'z 
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Die Schubspannungen bei der Biegung eines dünnwandigen Balkens sind parallel 
zur Achsenlinie des Querschnitts gerichtet und gleichmäßig längs der Senkrechten zu 
dieser verteilt . 

Diese Voraussetzungen wurden schon im Kapitel 6.05 beim I-Querschnitt 
benutzt. Hierbei führten wir, indem wir aus dem Balken mit Hilfe von zwei 
Querschnitten und einem dritten Längsschnitt ein Element herausschnitten, den 
Längsschnitt horizontal durch den Steg und vertikal durch die Flanschen, d. h. 
in beiden Fällen senkrecht zur Achsenlinie des Querschnitts. Die Schubspannung 
in den Stegen und Flanschen wurde durch ein und dieselbe Formel (6.24) aus- 
gedrückt: QQ 


Diese Formel behält ihre Gültigkeit auch im allgemeinen Falle des nicht geschlos¬ 
senen dünnwandigen Profils, wenn man den Längsschnitt immer senkrecht zur 
Achsenlinio des Profils zieht (Bild 219, b und o) und in die Formel das statische 
Moment dos durch diesen Schnitt abgetrennten Profilteilcs einsetzt (in Bild 219, b 
und c schraffiert). Hierbei worden die Schubspannungen gewissermaßen als 
Strom erscheinen, dessen Bett der Querschnitt ist. Ihre Resultierende Q v wird, 
wie oben erwähnt, im unsymmetrischen Quorsohnitt nicht durch den Schwer¬ 
punkt des Querschnitts gehen, sondern durch irgendeinen Punkt, der manchmal 
sogar außerhalb dor Umgrenzung des Querschnitts liegen kann. Dieser Punkt 
heißt Schubmittelpunkt oder Zentrum dor Quoraohnittsstoifigkeit 1 ). 
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Für eine Reihe von dünnwandigen Querschnitten ist es nicht schwer, die Lage 
des Schubschnittpunktes angenähert zu bestimmen. Betrachten wir zuorst ein 
C-Eisen, das von einer in der Hauptebone yOz liegenden Belastung auf Biegung 
beansprucht wird (Bild 220, a). Wenn in dom gewühlten Querschnitt Q > 0 ist, so 
werden die Schubspannungen im Steg nach oben goriohtot sein. Ihre Resul¬ 
tierende Q x wird (mit genügender Annäherung) gleich der Kraft Q und längs der 
Achse des Steges gorichtot sein. Der Strom der Schubspannungen im Querschnitt 
hat das in Bild 220, b dargestollte Aussehen. Die Spannungen in den Flanschen 
werden nach der Formel (6,31), die im Kapitel 6,05 für die Flansche einos 

l ) Die Frage Über den Sehubmittelpuriht der diiunwnndjgen Profile fsl luisfllhrlich in dor Arbeit 
des Prof, B. 3. BjmcoB, „Tokkoctguiimo ynnynio ctopmüh", OTpoilagai' 1010 (YV< S. Whissow, ,,Dünn¬ 
wandige elastische SUlho", Slroiisdnt,, füll)) untersucht. Außerdem siehe die Arbeiten von JI, 0, Jloft» 
donoon ii, H. Sbojiiiükk „Toxmuieoinio oaMoncn“. IXATH .\3 46 (L, S. Loibenson und I, Swolinaki, 
„Technische Aufzeichnungen, 55AGI Nr, 45), und Kypo yirpyrootit n. Ilanuonnia, Odopoitrn3,1939 
(Lehrbuch dor ElastfzitfHsthcorle von P. F, Papkowitsch, Oborongls, 1939). 
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Biegung des geraden Balkens, Spannungen 


I-Querschnittes abgeleitet wurde, ermittelt, und ihre Kennlinie wird die in 


Bild 189, b dargestellte Form haben. Es ist r z 


Q(h 


2 


£. Die Spannungen 


im oberen Flansch werden auf die nach rechts ge rieh tote horizontale Tangential¬ 
kraft T zurückgeführt: 

Q (h - b x ) , 7* Qb x (h - b x ) (b - d)* 


t,b L d£ 


hf C# = 


2J. “V- U t 

o o 

Am Schnitt des unteren Flansches wird eine gleiche, aber entgegengesetzt 
gerichtete Kraft T x wirken {Bild 220, a). 

Auf diese Weise sind die Schubspannungon im Querschnitt des [-Eisens auf 
eine lüngs dos Steges wirkende vertikale Kraft Q x — Q und ein Kräftopaar {?', T x ) 
mit dem Moment: 

Qh (h - b x Y (b - d) 2 


m — T (h — b x ) = 


4 J, 


zurückgeführt. Dieses ICrftftosystem kann man durch eine im Punkto B an- 
greifendo Resultierende Q r — Q ersotzen, wobei wir die Entfernung o dieses 
Punktes von der Achso des Steges aus der Gleiohlieitsbedingung der Momente der 
Kraft Q t und dos Krüftepaares (7’, T x ) ermitteln. Es ist: 

m = Qc 

~ Q h * (/t ~~ ( b ~ d )* 


oder 


Qc~ 


4 J, ’ / 

und hieraus orgibt sich der Abstand des Schubmiltelpunktes B von der Stegachso 

(h-bj* {b~dy 


c = 


4 


(0.57) 


Diesen Abstand muß man nach links abtragen {Bild 220, a), damit die Momonto 
der Kraft Q x und des Krüftepaares (7’, T x ) in bezug auf das Vorzeichen gleich 
sind. Folglich befindet sich der Schubmittolpunkt des [-Eisens außerhalb des 
Querschnitts auf der den Flanschen entgegengesetzten Seite. 

Betrachtet man den gleichschenkligen Winkel {Bild 221, a), so kann man sofort 
feslßtollen, daß der Schubmittolpunkt im Schnittpunkt der Schcnkelachaen liegt, 
da eben in diesem Punkt die Rosultierende der Schubkräfte angreift, die wio in 
dom Bild gezeigt, gerichtet ist. Für einen _T-Querschnitt, dessen Hauptachsen zu 
den Flanschen geneigt sind (Bild 221, b), kann man leicht feslstollon, daß der 
Schubmittolpunkt mit dem Schwerpunkt zusammenfüllt. Hier sind dio Schub¬ 
kräfte in beiden Flanschen gleich (wegen der schiefen Symmetrie des Quer¬ 
schnitts in bezug auf die Z-Achse), aber zum Unterschied von C-Eison auf eino 
Seite gerichtet, und ihre Resultierende greift daher im Schwerpunkt an, durch don 
auch die Resultierende der Kräfte im Steg geht. 

Interessant ist der Fall des runden Ringquerschnitts. Solange dieser Quer¬ 
schnitt nicht aufgeschnitton ist (Bild 222, a), ist eine vertikale Hauptzentralachso 
die Symmetrieachse. Dio Schubspannungen sind symmetrisch verteilt, und der 
Schubmittelpunkt B fällt mit dem Schwerpunkt 0 zusammen. Wenn wir aber den 
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Ring zerschneiden (Bild 222, b), wird der Strom der Schubspannungen, wie bereit 
erwähnt, nach einer Seite gerichtet sein. Man kann nachweisen, daß hierbei de 
Schubmittelpunkt auf die äußere Seite des Ringes übergeht. Sein Abstand vor 
Schwerpunkt 0 ist gleich 2 R, .wo H der mittlere Radius des Ringes ist. 

Es ist völlig klar, daß bei allen Querschnitten, die zwei Symmetrieachse] 
besitzon, der Schubmittelpunkt mit dem Schwerpunkt zusammenfällt. Bei Quer 
schnitten mit einer Symmetrieachse liegt der Schubmittelpunkt, wie dies aus den 
Vorhergehenden zu ersehen ist, auf dieser Achse. 


C. Stellen wir nun die Bedingung auf, bei der die Querbiegung nicht von eine 
Drehung begleitet wird. Wenn die Belastung des Balkens in der Hauptebem 
ungeordnet ist, so geht in oinem beliebigen Querschnitt die Querkraft d. h. dii 




Resultierende der äußeren Kräfto des abgetrennten Teils, durch den Schwerpunkt 
des Querschnitts. Die Resultierende Q x der über den Querschnitt verteilter 
elementaren Schubkräfte geht, wie auf Grund des vorhergehenden zu sehen ist, 
immer durch den Schubmittelpunkt. Bei Querschnitten, die in bezug auf beide 
Hauptachsen symmetrisch sind, fallen die Kräfte Q und Q T in ihrer Richtung 
zusammen und sind einander äquivalent. Bei Querschnitten mit einer Symmetrie¬ 
achse trifft dies nur dann zu, wenn die Belastung längs der Symmetrieachse, aul 
der der Schubmittelpunkt liegt, gerichtet ist. Wenn die Belastung jedoch in dei 
anderen Ilauptobono wirkt, so fallen die'Kräfte Q und Q r nicht zusammen und 
sind lediglich zueinander parallol gelegen (Bild 220, a). Dies bedeutet, daß ir 
diesem Fallo die Bedingung der Äquivalenz der linken äußeren und der am 
Querschnitt vorteilten Kräfte verletzt wird, auf der alle vorherigen Ableitungen 
der Biegungstheorie aijfgebaut waren. Die Biegung des Balkens in der Belastungs¬ 
ebene wird von. einer Drehung der Querschnitte um die Balkenachse, d. h, vor 
einor Torsion begleitet, wobei als Ergebnis in den Querschnitten ein kompli¬ 
zierteres System von Schubspannungen (und in den dünnwandigen Quer¬ 
schnitten auch hinsichtlioh der Normalspannungen) entsteht, das schon den 
äußeren Kräften des abgotronnten Teiles äquivalent sein wird. 

Um dio Drehung auszuscbließen und eine einfache Querbiegung zu ver¬ 
wirklichen, muß man die Belastung aus der Hauptebene yOx (Bild 220, a) in die 
ihr parallele Ebene, die durch die Schubmittelpunkte der Querschnitte geht, 
verlogen. Dann werden die Kräfte Q und <? T äquivalent sein, und die Verteilung 
der Normal- und Schubspannungon im Querschnitt wird den früher abgeleiteten 
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Biegung des geraden Balkens. Spannungen 


»mein (6.12) und (6.24) entsprechen. Auf diese Weise ist als allgemeine 
idingung einer einfachen Querbiegung des Balkens die Anordnung der äußeren 
räfto in einer durch den Schubmittelpunkt gehenden und parallel zu einer der 
ajipttrügheitsebenen gerichteten Ebene anzusehen. Wenn diese Bedingung 
cht erfüllt wird, so können die zusätzlichen Torsionsspannungen die Arbeits- 
uingungen des Balkens bedeutend verschlechtern. In der Praxis kann man dem 
irch Anordnung von Querverbindungen oder Streben entgehen, die eine 
cehung der Balkenquerschnitte, d. h. eine Torsion verhindern. Solche auf diese 
eise verstärkten Balken (z. B. C-Eisen) kann man mit ausreichender Genauig- 
it auf einfache Biegung berechnen. 


13 Berechnung von Balken auf Grund Ihrer Tragfähigkeit 

A* Bisher bewerteten wir die Festigkeit eines Balkens duroli Vergleich der in 
m wirkenden größten Spannungen mit der für das gewöhlto Material bei der 
.egung zugolassonon Spannung. Die Festigkeitsbedingung hatte die Form: 

_ 

, C'm« — VK " 

Den Wert der zulässigen Spannung erhält man, wie bekannt, durch Division 
sr aus dom Versuch ermittelten Bruchspannung durch den gewählten Sichor- 
litskoeffizienten (Sioherheitsgrad). Für plastische Werkstoffe, die einen Fließ- 
tnhl besitzen (z. B. zähe Stähle), wird der Sioherheitsgrad gewöhnlich nicht auf 
q Bruchfestigkeit, sondern auf die Fließgrenzo a P bezogen, dio folglich als 
renzwort des Festigkeitpwidorstandos des Werkstoffes anzusehen ist. Bezeichnen 
r diesen Koeffizienten mit v P) dann ist: 

ObM = (6.58) 

Vf 

iorboi wird die Grenze des Festigkeitswiderstandes dos Balkens bestimmt 
»roh den Wert des Biogemoments bei dom die Spannungen in den äußersten 

xsern dio Fließgronze orroichen. Wenn man annimmt, daß die Proportionalitäts- 
enzo und dio Fließgronze des Werkstoffs zusammenfallen 1 ), so ist: 

M F = Wa F 

Ld das zulässige Moment 

= (6.59) 

Vf v f 

Aus den Gleichungen (6.58) und 6.59) ist zu ersehen, daß bei der Berechnung 
if Grund der zulässigen Spannungen der Sicherheitsgrad des ganzen Balkens 
l ganzen gleich dem Sioherheitsgrad seines am stärksten angespannten Punktes 
(genommen wird. Wenn dies für den Zug eines Balkens völlig richtig ist, bei 
m die Spannung in ollen Fasern gleichzeitig dio Fließgrenze erreicht, so 
rücksichtigt die Berechnung auf Grund der zulässigen Spannung bei der 
awendung auf die Biegung nicht die zusätzliche Gewähr an Festigkeit, die die 


Slolio Kapitel 2.15. 


Berechnung von Ballten auf Grund ihrer Tragfähigkeit 


23t 


plastische Arbeit des Werkstoffs oberhalb der Proportionalitätsgrenze bietet 
Daher ist es für Werkstoffe, die einen Fließpunkt besitzen, richtiger, in der 
Berechnungen auf Biegung von dem Sicherheitsgrad des gosamten Balkens im 
ganzen auszugehen. Diese Berechnungsmethode nennt man die Berechnung vor 
Balken auf Grund ihrer Tragfähigkeit. Sie stützt sich auf die Prandtische Hypothest 
über die idealelastisch-plastischo Arbeit des Werkstoffs (siehe Bild 60), gemäß dei 
der Werkstoff bis zur Fließgrenze dem Ilookeschen Gesetz folgt und die Spannung 
bei der weiteren Zunahme der Formänderung konstant und gleich der Fließ¬ 
grenze o> bleibt. Außerdem wird angenommen, daß die Querschnitte des Balkens 
nicht nur während des elastischen, sondern auch des elastisch-plastischen und 
plastischen Stadiums der Arbeit des Balkens eben 1 ) bleiben (Hypothese von 
Bernoulli). 

B. Betrachten wir zuerst einen Balken mit symmetrischem Querschnitt, z. B. 
einen I-Träger. Wenn das Biegemoment im gefährdeten Querschnitt den Wert 
M P = W<y F erreicht, so folgon die Normalspannungen noch dem linearen Gesetz, 
und ihre Kennlinie hat dio in Bild 223, a dargestellto Form. Hierbei ist die Trag¬ 
fähigkeit dos Balkens noch nicht erschöpft, d. h. für dio weitore Zunahme der 
Formänderungen und Durchbiegung des Balkens ist eine Erhöhung der Belastung 
erforderlich. Wenn wir die Belastung erhöhen, so wird die Spannung der äußersten 



Fasern konstant bleibeh, aber die Spannung in den übrigen Fasern wird zunehmen 
und ebenfalls aufhöron anzuwachson, wenn die Fließgrenzo erreioht ist, Der Quer¬ 
schnitt teilt sich in drei Zonen auf: an den Rändern worden sich die Zonen 
der plastischen Vorformungen und in der Mitte der elastische Korn befinden 
(Bild 223, b). Hierbei muß während der ganzen Zeit die Bedingung derÄquivalenz 
der äußeren Kräfte und der Kräfte am Querschnitt des Balkons 

J adFy — M 

F 

erhalten bleiben, auf Grund welcher man die Grenze der elastisohen und pla¬ 
stischen Zone ermitteln kann. 

Bei einer weiteren Zunahme der Belastung wird sich diese Grenze der neu¬ 
tralen Achse nähern. Im Grenzfall wird der Werkstoff über die ganze Höhe dos 
Querschnitts in das plastische Arbeitsstadium übergohen. Die Spannungslinie, 
die diesem Moment entspricht, ist in Bild 223, c dargestellt. Zwischen den Zonen 
der plastischen Formänderungen boflndet sich eine geringe elastische Schicht, die 
man in der Berechnung nicht zu berücksichtige^ braucht. Eine weitere Zunahme 


‘) Dies Ist durch zahlreiche Versuche bestätigt. 





236 


Biegung des geraden Balkens. Spannungen 


der Verformungen wird schon ohne Erhöhung der Belastung vor sich gehen. Im 
gefährdeten Querschnitt bildet sich ein sogenanntes Fließgelenk oder plastisches 
Gelenk , dessen Erscheinung die Erschöpfung der Tragfähigkeit dos Balkons an¬ 
zeigt. Das entsprechende (Grenz-) Biegemoment bezeichnen wir mit Ma t . Da 
der Querschnitt symmetrisch ist, werden die Momente der Zug- und Druckkräfte 
im Querschnitt in bezug auf die neutrale Achse gleich sein. Dos Gronzmomorit 
wird daher auf folgendo Weise ermittelt: 

h_ 

2 

Mer ~ 2 f apbdyy = 2 o> S 0 — a P \V v j. (6.60) 

o 


In der Formel ißt S 0 das statische Moment dor Querschnittshülfto. 

Nehmen wir don gleichen Sioherheitsgrad v F in bezug auf das Gronzmoment 
Mqx an, so erhalton wir das zulässige Moment: 


M m , = 


Mq t _2o>S 0 

v F ~~ v F 


QrW pl 

v F 


(G.61) 


Vergleicht man dioso Formol mit (6.59), so sollen wir, daß boi dor Berechnung 
der Balken auf ihro Tragfähigkeit dio Rolle dos Widerstandsmomentes W das 
verdoppelte statische Moment 2S 0 dor Querschnittshülfto spielt, das in don 
Formeln (6.60) und (6.61) dor Analogio wegen mit W pl bezeichnet ist und das 
plastische Widerstandsmoment genannt wird. Das zulüssigo Biogemoment ver¬ 
größert sich in diesem Falle im Verhältnis: 

2S * 

W r , 25 0 2 h 

W W J ~ z' 


worin z dor Hebelarm dos inneren Kröftopaares ist 1 ) (Kapitel 6.10). 

2 

Für den rcohteckigen Querschnitt ist % — h, und das zulüssigo Momont ver¬ 
größert sich folglich l^mal. Boi I-Trägern ist z — 0,84 /**••0,80 h. Dies 
bedeutet, daß dor Übergang zur Berechnung auf Tragfähigkeit es ermöglicht, die 
zulässigo Belastung der I-Träger um 14•••16% zu orhöhon. 

Wenn der Querschnitt in bezug auf dio Ilauptzontralaohso z unsymmetrisch ist 
(Bild 224, a), so verschiebt sich die noutrale Aciiso boim üborgang in das 
plastische Arbeitsstadium und geht nicht mehr durch den Schwerpunkt. Aus dor 
Bedingung f odF =» 0 findon wir tatsächlich für don Gronzzustand (Bild 224, b): 

* Vi Vt 

ctf{ bdy — a y f bdy — 0. (6.62) 

o o 

Die Integrale stellen dio FlächonFj und F 2 dor oberen und unteren QuorachniUs- 
hölfte dar. Gefnäß (6.62) müssen diese Flüchen gleich sein 2 ), d. h, die noutralo 
Achse teilt den Querschnitt in zwei gleichgroße Teile auf. Dies bodoutot, daß sie 
bei einem unsymmetrischen Querschnitt mit der z-Achso nicht zusummonfülll. 


') Im elastischen Stadium der Arbeit des Balkens. 

*) Beim symmetrischen Querschnitt ist diese Bedingung immer erfüllt. 
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Bei der Berechnung muß man zuerst die Lago der neutralen Achse ermitteln 
und in bezug auf diese die statischen Momente S t und S 2 des oberen und unteren 
Quersehnittsteiles finden. Dann wird sich die Formel (6.61) des zulässigen 
Moments auf folgendo Weise ändern: 

vt — ~ i ~ '%) 

zul v F 


Die Entwicklung der plastischen Verformungen und ihre Verbreitung von den 
äußersten Fasern in das Innere dos Querschnitts erfordert eine gewisse Zeit, und 
daher setzt die dargelegte Berechnungsmethode 
ein genügend langsames Anwachsen der Belastung, 
d. h. ihre statische Einwirkung voraus. Die Be¬ 
rechnungsnormen für Stahlkonstruktionen (vom 
Jahre 1946) schreiben eine Berechnung nach dom 
Qronzmomcnt (6.60) bisher nur für gewalzte Träger 
bei statischer Belastung vor 1 ). I-Jierbei wird die 
Aufmerksamkeit auf die Sicherung der Träger gegen 
den Verlust der Stabilität der ebenen Biegungs¬ 
form gorichtot. In einer Reihe von Fällen kann 
der Verlust der Stabilität eintreten, bevor sich in 
dem gefährlichen Querschnitt das plastische Gelenk bildet, und daher wird dann 
die zulässige Belastung nicht von den Gronzmomcnt (6.CO), sondern von der 
kritischen Belastung, dio den Verlust dor Stabilität horvorruft, abhangen. 

C. Befassen wir uns kurz mit den Schubspannungen, die sich im olastisch- 
plastischen Stadium der Arboit des Balkons entsprechend dem angenommenen 
Gesotz übor die Verteilung der Normalspannungen ergeben (Bild 223, b) 
Schneiden wir aus dom Balkon (wie im Kapitel 6.04) eine durme Lage mit Ililfe 



Bild 224 




von zwei benachbarten Schnitten 1—1 und 2—2 heraus. Die Normalspannungs¬ 
linien in diesen Schnitten (für die obere Hälfte des Balkens) sind in Bild 225, a 
unter der Annahme dargestellt, daß M > 0 ist und eine positive Zunahme dM 
auf der Strecke <lx erfährt. Aus diesem Gründe nähert sich die Zono der pla- 

') Atun, d, deutschen Redaktion: Rinn vergleiche in diesem Zusammenhang die Berichte und Er¬ 
gebnisse vom II. Kongreß der .Internat. Vereinigung Xfir Brückenbau und Hochbau In Berlin 1030 
(Schlußbericht Berlin 1038), 
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tischen Formänderungen am Schnitt 2—2 um die Strecke da der neutralen 
üone, worin a die halbe Höhe des elastischen Kerns am Schnitt 1—1 ist. 

Führt man einen horizontalen Schnitt 3—3 durch die plastische Zono, so Über¬ 
zügen wir uns, daß dio Schubspannung an der unteren Fläche des durch den 
Schnitt abgotrennten Elements gleich Null ist, da die auf die Seitenflächen des 
Elements wirkenden Normalkräfte gleich sind und sich das Gleichgewicht halten. 

Hieraus folgt, daß Schubspannungon nur im Bereich des elastischen Kerns des 
Querschnitts vorhanden sind, der die Querkraft Q voll und ganz aufnimmt. Aus 
lern Bild 225, a ist zu erkennen, daß mit dem Annähern des horizontalen 
Schnittes 3—3 vom obersten Punkt des elastischen Kerns bis zur noutralen 
Schicht dio Differenz dN der Normalkräfto an den Seitenflächen des Elements von 
'lull bis zum größten Wert anwächst, der durch das Produkt der Fläche des 
)roiecks kmn und der Breite des Schnittes bestimmt wird (wobei man die letztere 
m Bereich des elastischen Kerns als konstant annimmt). 

Verlängert man die Seite kn dieses Dreiecks bis zum Schnitt mit der oberen 
jronzo des elastischen Korns, und ersetzen wir dio tatsächliche Mmn-Linio der 
•Jormalspannungen durch die droieckige Linie hlr . Hierzu sind wir berechtigt, 
la dio der Kennlinie hinzugefügte Droiecksfläche mnr als unendlich klcino Größe 
löheror Ordnung anzusohen ist (im Vergleich mit der Fläohe kmn). Nach diosor 
;eringen Umbildung orhalten wir genau das gleiche Bild der Verteilung dar 
formalspannungon an der linken und rechten Seitenfläche dos elastischen Kerns, 
las wir in Bild 181 bei der Ableitung der Formel der Schubspannung im ela- 
tischen Stadium der Arbeit des Balkens hatten. Hieraus folgt, daß wir zu der 
gleichen Formel (6.24) dor Schubspannung kommen, wonn wir den horizontalen 
Schnitt 3 —3 im Bereich des elastischen Korns führen und alle im Kapitol 6.04, 
tbsatzB, durchgcführton Berechnungen wiederholen. Die goometrischon Worte S 
md J worden jetzt jedoch nicht durch die Abmessungen dos ganzon Quor- 
chnitts, sondern nur durch die seines olastischon Korns bestimmt. Es ist: 



Her ist J a m das Trägheitsmoment des elastischen Kerns. S a 

ö 

las statische Moment des Flächonteiles des Korns, der oberhalb dos Schnittes 
—3 gelegon ist. 

Dio Formel (6.63) ist in bezug auf einen I-Querschnitt voll anwendbar, wonn 
ie Grenze der elastischen Zono mit dor plastischen im Bereich dos Steges liegt. 
)ic r-Linio hat hierbei gewöhnlich oino parabolische Form (Bild 225, b). 

Bei der Berechnung von Stahlträgern auf Grund des Grenzmomontcs (6.GO) 
chreibon die Normen-eino Überprüfung dor Schubspannungon im Querschnitt 
frit dem größten Biegemoment vor, wobei don Wort 0,4 nicht übor¬ 
teigen soll. 


7 Elastische Linie des Balkens 

7.1 Differentialgloicliung dor elastischen Linie 

A. Als wir uns mit den Fragen der Verteilung und Berechnung der Spannungen 
im durchgebogenen Balkon befaßten, richteten wir unser Augenmerk auf die 
Formänderungen nur in dem Maße, als es für die Ermittlung dor Spannungen 
erforderlioh war. Die Frage übor dio Formänderungen bei der Biegung ist jedooh 
an sich sehr wichtig, da wir nämlich 

1. an die zu entwerfenden Teile dor Bauwerke nicht nur Forderungen der 
Festigkeit, sondern auch dor Steifigkeit (Starrheit) stellen, d. h. es wird ver¬ 
langt, daß ihre elastischen Formänderungen infolge der Wirkung der Be¬ 
lastung möglichst klein sind 1 ), und 

2. Schon wissen, daß das Studium dor Formündorungon bei der Lösung statisch 
unbestimmter Aufgaben notwendig ist. In dor Praxis kommt es doch oft 
vor, daß wir auf statisch unbestimmte Fülle der Biegung von Balken 
stoßen. 

In diosem'Abaohmtt wird die Frage über dio Formänderungen dor auf Biegung 
beanspruchten Balkon und Sttibo ausführlich hohandelt. 

Vor allem wollen wir uns mit dor folgenden sehr wichtigen Überlegung befasson. 
Gemäß der Hypothese von BornouUi , dio der ganzen Biogothoorie zugrunde liegt, 
bleiben dio ebenen Querschnitte des Balkons nach der Biegung obon und senk¬ 
recht zu seiner gebogenen Achse. Wenn wir daher dio Form der gobogonen Achse 
dos Balkens kennen, so ist es schon nicht schwor, dio Verschiebung oinos im 
gewählten Querschnitt gelegenen Punktes zu flndon, inBboBondero, wenn man dio 
geringen Änderungen dos Querschnitts selbst, dio im Kapitel 6.01 erwähnt 
worden sind, vernachlässigt. Im woiteron wollon wir daher unsere ganze Auf¬ 
merksamkeit auf dio Untersuchung der gebogenen Achse des Balkens konzen¬ 
trieren. Wenn dio Biegoerscheinung im Bereich dor elastisohon Eigenschaften dos 
Baustoffs vorläuft, so worden alle Versohiobungon dor Punkto des Balkens und 
insbosondero seiner Achso elastisch soin. Von diesem Gesichtspunkt aus hat 
J. BornouUi dio gebogono Acbso des Balkons oder Stabes dio elastische Linie 
(curva olastica) genannt, Dioso Bezeichnung ist auch zur Zoit sehr verbreitet. 

Die OAf-Achßo werden wir, wie auch früher, in Richtung dor Achse des Balkens 
(vor seiner Durchbiegung) annchmon, während wir die 0 Y-Achse in dor Richtung 
dor Wirkung dor Belastungen annohmon (Bild 226). Beschränken wir uns auf den 
Fall eines Balkons mit symmetrischem Querschnitt, wobei dio Ebene xOy als 

>) Praktische Regeln zur Berechnung auf Festigkeit lind StoffiakelL sind ln den Normen für 
das Projektieren anßcyolicn. Eine Reihe nützlicher Methoden für die Prnxls Ist In der Arbeit von 
H. II. Kyrtpmin'ion, „k nonpocy o/i y'iöro jkBqtkooth npn koo'iÖto Anno'insix nopoKpMTKit' , (oipoiltoäIiHiui 
wpojuiuuiomtoüT Ai l03n 1030 n. AI 2/3 3a 103t r) fj. N. tviidrnwzow, ,.Z»r Frnco über die UcrUeuslchtigting 
der Stolflflhcit bol dor Berechnung von uherdockungcn durch Träger* cliugelogt. (Bau-Industrlo 
Nr. 10, Jjim'ß, 1930, und Nr. 2/3, Jnrirg, 1031.)] 


240 


Elastische Linie des Balkens 


Symmetrieebene erscheint. Dann kommen wir leicht zu der Folgerung, daß sich 
die B&lkonachao unter der Einwirkung der Belastung in der Symmetrieebeno 
durchbiegen wird, und daß ihre Punkte keine Verschiebung in Richtung der 
Öz-Achse erleiden (Bild*22G). Wenn die Formänderungen des Balkens sehr gering 
sind, wie dies fast immer für Teile von Bauwerken und Maschinen zutrifft, so kann 
man offenbar annehmen, daß sich die Punkto der Balkenachse nur in Richtung 
der Oij- Achse verschieben. Tatsächlich gehört die Balkenachsc zur neutralen 
Schicht, deren Fasern keine Verlängerungen aufweisen. Folglich können sich Ver¬ 
schiebungen der Punkte der Bolkenachse in Richtung der Ox -Achse nur auf 



fen 53 


Bild 220 


Grund der Krümmung der Balkenaehse selbst ergeben. Wenn diese Krümmung 
geringfügig ist, so kann man ihren Einfluß vernachlässigen. Die Verschiebung 
eines Punktes der Balkenachse in Richtung der Oi/-Achso werden wir Durch¬ 
biegung nennen und mit dem Buchstaben v bezeichnen (Bild 227). Die größte 
Durchbiegung nennt man Pfeilhöhe und bezeichnet sie mit dom Büchstaben /: 

^mnx ~ /• 


Die Gleichung der elastischen Linie kann man in der allgemeinen Form wie folgt 


aufschreiben.• 


u = / (a). 


(7.1) • 


Ihrem physikalischen Wesen nach muß die elastische Linie über dio Stetigkeit 
hinaus eine glatte Kurve sein. Der Begriff der Stetigkeit ist klar. Der Begriff der 
Glallheil besteht darin, daß dio elastische Linie nirgends einen Brechpunkt haben 



Bild 227 Bild 228 


kann, d. h. in jedem Punkt derselben muß es eine ganz bestimmte Tangente 
geben. In Bild 228, a ist ein Fall angeführt, bei dem keine Stetigkeit vorliegt; in 
Bild 228, b dagegen ein Fall, bei dem dio elastische Linie dos Balkens wohl eine 
stetige, nicht aber oine glatte Kurve ist. 
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Das Bild einer Funktion ist eine glatte Kurve, wenn die Funktion v~f{x) und 
dv 

ihre erste Ableitung v' — -r- = f (#) über die ganze Strecke der Balkenachse 
stetig sind. 1 6 

B. Im Kapitel 6.01 haben wir die grundlegende Abhängigkeit zwischen der 
Krümmung, der Steifigkeit und dem Biegemoment festgelegt; 


q “ ± Er 


(7.2) 


Die Abhängigkeit (7.2) haben wir bei der Untersuchung der reinen Biegung 
erhalten. Im Kapitel 6.04 haben wir jedoch darauf liingewiesen, daß diese 
Abhängigkeit auch auf die Quorbiegung ausgedehnt werden kann, da man den 
Einfluß der Querkraft Q , die die Krümmung der Querschnitte bewirkt, oft 
wegen seiner Geringfügigkeit vernachlässigen kann. 

Eine genauere Untersuchung 1 ) zeigt, daß der Einfluß der Querkraft Q auf die 
Formänderungen des Balkens um so kleiner ist, jo größer das Verhältnis der 
Stützweite l dos auf Biegung beanspruchten Balkens zu der Höhe h des Quer* 
Schnitts ist. So macht z. B. im Falle eines rechteckigen Querschnitts bei Ijh > 10 
der Einfluß der Querkraft auf die Durchbiegung gewöhnlich nicht mehr als 3% 
von der durch das Biegemoment hervorgorufenen Durchbiegung aus. 

Benutzt man die Abhängigkeit (7.2), so kann man die Form der elastischen 
Linie studieren. Dies ist besonders leicht durchzuführen, wenn in irgendeinem 
Abschnitt des Balkens das Biegemoment M = const und EJ — const ist, dann 




ist offensichtlich auch die Krümmung konstant, und daher wird sich in dem 
gegebenen Abschnitt der Balken in Form oines Kreisbogens mit dem Radius 

= EJ 

durchbiegen 2 ). ^ M 

Wenn das Biegemoment M ein veränderlicher Wert ist und seine funktionale 
Abhängigkeit von der Abszisse x bekannt ist, so ist es nicht schwer, aus der 


») Der Einfluß der Schiebungen auf öle Durchbiegung Ist weiter Im Il.Tell des Lehrbuches behandelt. 
*) Auf diesem Prinzip Ist der Zirkel von Resal nufgebaut, dessen Konstruktion nus dem Bild 220 
klar hcrvorßoht. 

18 Filonenko I 
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Gleichung (7.2) die Differentialgleichung der elastischen Linie des Balkens zu 
erhalten. Vorläufig wollen wir uns mit der Wahl der Vorzeichen in der Gleichung 
(7.2) befassen. Die Krümmung 1 (q schon wir als positiv an, wenn das Krümmungs¬ 
zentrum in Richtung der positiven Achse 0 y gelegen ist. Anders ausgedrückt, die 
Krümmung ist positiv, wenn dio Kurve mit ihrer konkaven Seite auf die positive 
Seite der <9 1 /-Achse gerichtet ist, und negativ im umgekehrten Falle. Dann wird 
die Wahl des Vorzeichens in der Gleichung (7.2) von der gewählten Richtung der 
Koordinatenachsen und der eingeftihrten Vorzeichenregel für das Biegemoraent 
abhüngen. Im Kapitel 6.02 haben wir jedoch schon das Vorzeichen dos Bicge- 


f a J 



mrm 


f » 


M<Q 



Bild 230 


■x 


moments an die Richtung der Konkavität der Kurvo nach oben oder unten 
gebunden. Berücksichtigt man dies, so kommen wir zu der Folgerung: 


1 . 


Wenn dio ÖY-Achso nach oben gerichtet ist, so wordon die Krümmung 1/p 
und das Biegemoment immer das gleiche Vorzoiohon haben (Bild 230, a, b), 
und in der Abhängigkeit (7.2) ist das Pluszeichen beizubehaUon: 


£ _ M , 
q " EJ ’ 


(7.2a) 




Bild 231 



2. Wenn die 0 Y-Achse nach unten gerichtet ist, so worden 1/p und Al immer 
verschiedene Vorzeichen haben (Bild 231, a, b), und wir erhalten: 

£ Ä __ A [ 

q EJ 


(7.2b) 
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Zur Übung schlagen wir dem Leser vor, zu klären, welches Vorzeichen man in 
der Gleichung (7.2) in den in Öild 231, c und d dargestellten Fällen wählen muß. 


Aus der Abhängigkeit (7.2) erhalten wir unmittelbar die Differentialgleichung 
der elastischen Linie, wenn wir die aus der Differentialrechnung bekannte Formel 
der Krümmung der Kurve y ~ f(x) benutzen, nämlich 


1 

Q 


V 


(l 


(7.3 a) 


In dieser Formel ist das Vorzeichen von IJq gleich dem Vorzeichen von i/", und 
die von uns festgelegte Vorzeichenregel der Krümmung ist beachtet 1 ). Wie wir 
bereits vereinbart haben, ist noch die Bezeichnung y in v zu ändern: 


1 ü" 

e “ (1 + v' 2 )' 1 '' 


(7.3b) 


In den Balken sind die Durchbiegungen größtenteils nach unten gerichtet. 
Wenn wir Übereinkommen, die 0 Y-Achse ebenfalls nach unten zu richten, um 
diese gewöhnlichen Durchbiegungen positiv zu erhalten, so muß man offen¬ 
sichtlich die Gleichung (7.2b) benutzen. Setzt man in diose den Ausdruck der 
Krümmung (7.3b) ein, so erhalten wir: 

M 

(1 + y' 2 )’/. " EJ' 


Dies ist die übliche nichtlinearo Differentialgleichung zweiter Ordnung. Bei ihrer 
Lösung erhält man olliptisohe Integrale oder sogar kompliziertere Funktionen. 
Darum ißt ihre Benutzung hoi praktischen Anwendungen erschwert. Sie kann 
jedoch leicht durch eino angenäherto Gleichung, die sich einfacher integrieren 
läßt, ersetzt werdon 2 ). 

Bei praktischen Anwondungen werden gewöhnlich die Forderungen gestellt, 
daß die Durchbiegungen im Verhältnis zur Stützweite sehr klein sein und z. B. 
1 lm d er Stützweite nicht übersteigon sollen. Hierbei werden die Neigungswinkel cp 
dor Tangenten sehr klein sein und die Größe von 1° nicht erreichen. Wenn wir 
annehmen, daß der größte Neigungswinkel cp dor Tangente zur elastischon Linie 
des Balkens sogar 1° erreicht hat, dann ist 

tg 1° - 0,017 - £ - »'• 


Zum Nenner der linken Hälfte dor Gleichung (7.4) gehört das Quadrat dieses 
Wertes, das bei dem hier gewählten Beispiel 0,017 2 = 0,000289 ausmacht. 

Dieser Wert ist im Vergleich zu der Zahl 1, die im Nenner der linken Seile dor 
Gleichung (7.4) steht, so klein, daß man ihn ohne Einbuße ausreichender Genauig¬ 
keit für praktische Zwecke forllassen kann. Dann nimmt die Gleichung (7.4) dio 
Form M 

v" - - L (7.5) 


*) u" > 0 Im Pnllc der mil Ule positive Seile der 0 Y>Acliso gerichteten KonknviUlt, mul umgekehrt. 
*) Die Integrationsinethodcn der genauen Gleichung sind in den Lehrbüchern der ElnslizitfttR- 
theorje dnrgelegl. Siehe z. B.A. JInn, „ItfaTeuQTimccKiui Taopiut ynpyrooTii", Mocunn, 203.1 (A. Ljaw, 
„Dio mnlhomalisciio lülnslizlUUslhcorio“, Moskau li)35), und C. Tt. Tniroinoin.o, ,,Kypo Toopnn 
ynpyrooTii“, HoTpornng 1016 (S. P. Timoschcnko, „Lehrbuch dcrEIustizitMtstheoriQ", Petrograd 1010), 
Sicho fluch den II. Teil Abschn. 1, dieses Lehrbuches. 

10 * 
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n, worin M die uns bekannte, durch die Momentenlinie dargestellte Funktion 
on x ist. Es hat sich eine lineare Differentialgleichung ergeben, deren Inte- 
ration keine Schwierigkeiten bietet. Wenn auch die Gleichung (7.5) nur als 
ngenüherte anzusehen ist, so ist dennoch die Genauigkeit, die sie liefert, für 
raktische Zwecke voll ausreichend. Die Differentialgleichung (7.4) ist dagegen 
ur in Ausnahmefftllen bei genaueren Untersuchungen zu benutzen. 


.2 Integration der Differentialgleichung der elastischen Linie 

A. Im weiteren werden wir stets von folgender angenäherten Differential 
loiehung (7.5) ausgehen: EJü" = —M. 


m Kapitel 6.04 sind noch zwei Differentialgleichungen 




(7.6) 

nd 

£--* w 

(7.7) 


bgeleitet worden, worin q(x) die Größe der kontinuierlich verteilten Belastung 
arstellt. Auf diese Weise haben wir ein System zusammenhängender Differontial- 
leichungen (7.5), (7.6) und (7.7). Gegeben ist hier die Belastung < 7 ( 3 ), und als 
esucht sind die Funktionen Q , M und v anzuseheii, die durch aufoinandor- 
dgende Integration ermittelt werden. Im Kapitel 5.6 ist aber fostgolegt 
worden, daß die Integration der Gleichungen (7.6) und (7.7) durch die Kon- 
trulction der M• und (LLinien verwirklicht wird. Wenn die Af-Linio schon 
onstruiert ist, d. h. das Biegemomont als Funktion von x bekannt ist, so kann 
lan unmittelbar zur Integration der Gleichung (7.5) schreiten. 

Die Bestimmung der elastischen Linie mit Hilfe der Gleichung (7.5) kann am 
infachsten in den Fällen durchgeführt worden, wenn 

M^f(x) , (7.8) 

ber dio ganzo Länge des Balkons ein und denselben analytischen Ausdruck bei- 
ehält. 

Eine Reihe solcher Fälle ist schon vorher durchgonommen worden, so z. B. 
im Beispiel 24 (Bild 140) M = ~~ Px, 

im Beispiel 25 (Bild 141) M — — ~ , 

Z 

im Beispiel 26 (Bild 142) M — ^ (l — x ), 
im Beispiel 27 (Bild 143) M = —■ (P - #*), 

t) t 

im Beispiel 32, Kapitel 5,7, Bild 145, Formel (5.26) 

lese Ausdrücke des Biegemoments sind gültig über die ganze Strecke des 
alkens. 
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Set 2 t man in (7.5) an Stelle von M einen Wert (7.8) als Funktion von x ein, 
so finden wir durch aufeinanderfolgende Integration 

EJv' =* f M dx + C u (7.9) 

EJv « / [/ M dx] dx + C t x + C a , (7.10) 

worin C t und C 2 beliebige Konstanten der Integration sind. Zu ihrer Ermittlung 
muß man zwei Bedingungen haben, die die Werte der Funktion v oder ihrer 
ersten Ableitung v' an den Enden des Balkens angeben. Diese Bedingungen 
werden wir Grenz - oder Randbedingungen des Balkens nennen. 

Im Abschnitt 5 haben wir nur zwei mögliche statisch bestimmte Fälle der 
Biegung eines Balkens (siehe das Ende des Absatzes C des Kapitels 5.1) be¬ 
handelt: 

Die Konsole (Freiträger) (Bild 232, a) und den einfachen Balken (Bild 232, b). 


o) 




Bild m 

Unabhängig von der gegebenen Belastung des Balkens finden wir in jedem 
dieser Fälle ohne Mühe zwei Randbedingungen, indem wir die Stützungsarten 
des Balkens an den Enden berücksichtigen. 

1. Bei der Konsolo (Bild 232, a) ist die Durchbiegung am linken Ende gleich 
Null; ebenfalls gleich Null ist der Neigungswinkel der Tangente zur Oa-Aohse, 

Demnach haben wir folgende Randbedingungen: 

bei x = 0 ist v = 0 und v' = 0. 

2. Bei dem einfachen Balken (Bild 232, b) sind die Durchbiegungen an den 

Enden A und B gleich Null. Wir erhalten folglich ebenfalls zwei Randbedin¬ 
gungen: bei x ~ 0 ist v ~ 0, 

bei x = l ist v = 0. 

Bestimmt man aus den Randbedingungen die beliebigen Konstanten C t und C 2 , 
und setzt man ihre Werte in die Gleichung (7.10) ein, so erhalten wir die end¬ 
gültige Gleichung der elastiechen Linie, die allen Bedingungen der gegebenen 
Aufgabe entspricht. 

Die Gleichung (7.9) ermöglicht es, den Winkel der Tangente zur Balkenaohso 
in einem beliebigen Punkt zu finden, oder wir können wegen des geringen Wertes 
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Neigungswinkels <p der Tangente, indem wir v' = tg cp & annehmen, 
on, daß die Gleichung (7.9) den Wert des Winkels <p selbst angibt: 

EJ(p ~ f M dx-{- C t . (7.11) 


Beispiele 
spiel 30 

fntorsuchcn wir einen Balkon von der Stützweite l, der mit dom linken Ende in der 
ad oingospannt und am rechton Endo mit dor Kraft P bolastot ist (Bild 238). Das Bild 
a neigt dio ungefähre Form der gebogenen BaJkenaohso ACiB x \ dio Biegeraomonten- 



Bild 233 


ist in Bild 233, b aufgeführt. Das Biogomomont im Qaorachnitt im Abstande x vom 
>n Endo ist: 

M = - P (f - s). 


)tzt man den Ausdruck des Bicgornoments in die Differentialgleichung dor elnstiachon 
o oin, so erhalten wir: 

EJv" = - [-P (J - «) 1 
EJv" « P [l - 0 ) » PI ~ Px. 


griort man, so erhalten wir: 

EJv'=> 


Pix- 



(7.12) 


t 2 D~ 3 

EJV - - + + C 2 . 

A u 


(7.13) 


mutzen wir die 

1. bei cc =* 0 

2. bei a: = 0 
tuf nehmen die 


Randbedingungen: 

ist v' =3 0, und aus der Gleichung (7.12) finden wir C t = Oj 
ist v ~ 0, und aus der Gloiohung (7.13) finden wir C % == 0. 
Gleichungen (7.12) und (7.13) dio Form an: 


<p tv tg <p «= 


v = 


EJ 


EJ\ 
PI. 


-'T> 


(7.14) 


(7.15) 
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Es ist günstig, dio erhaltenen Formeln (7.14) und 7.15) durch die dimensionslose relative 
Abszisse £ = — auszudrücken, dio sich in den Grenzen 0 sg £ 1 ändert: 


1 / Px*\ PI 3 

q> «tgp =t)' = — 2 j = ’2£j ■ £(2 - £}, 

1 / ** 3 3 \ PI 3 

vaa m[ pl T - p Tj~6Ejt a &~ *>■ 


(7.14a) 


(7.15a) 


Zur Ermittlung dos Neigungswinkels ß und der Durchbiegung f am Ende muß man der 
Abszisso x den Wert l geben (die rolativo Abszisse £ = 1): 

PP 

ß~2EJ' ( 7 * 16 ) 

PP 

EJ' ( 7 * 17 ) 

Für praktische Zwecke ist es günstig, dio Formeln für die Neigungswinkel und dio 
Durchbiegungen durch das Biogemomont am Auflager auszudrückon, Im vorliegenden 
Beispiel ist =*= — PI, Dann ist: 

„ PP (- Pl)l 1 M a l 

P-~2EJ*~~ 2 EJ -2 EJ 1 (7.1ßn) 


, PP (~Pl)l* 13 M a P 

'"3 EJ 3 EJ “ 3 EJ ' 


(7.17 a) 


Richten wir unsere Aufmerksamkeit schließlich noch auf dio wünschenswerte Überprüfung 
der durchgeführten Berechnungen durch den Vergleich der Dimensionen der Unken und 
rechten Teile der erhaltenen Formeln. Für dio Formeln (7.16) und (7.17) erhalten wir z. B.: 

_ | Kraft) .| Lftngc | a _ m _ n> 


Kraft 

Lüngc 


Lüngo I 1 


(Bogenmaß), 


/- I Kc f t ' I B"«? .!! = (Ltinge). 

■ | Lttngo |* 

Lltngo 1 

Beispiel 37 

Untersuchen wir jetzt einen Balkon von dor Spannweite l, der frei auf zwei Lagorn 
aufliogt und über dio ganzo Lüngo mit oiner gleichmäßig vorteilten Last von dor Größe q 
belastet wird. 

In Bild 234 ist dio elastische Linie dargcstellt, Das Biegomomont in einem beliebigen 
Querschnitt des Balkens ist: a 

M ~ J~. x — -Lz.. 

2 2 

Dio Differentialgleichung der elastischen Linie hat das Auasehon: 


» - £ x + 

2 2 


Integriert man diese, so erhalten wir: 


F,Jv'=-SJ^+l£+C v 

’t Ü 


EJv = - Vj* + Ü5l 
12 24 


+ Ci® + Cg* 


(7.19) 
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Zur Ermitllung der beliebigen Konstanten der Integration C x und C a stehen folgendo 
Randbedingungen zur Verfügung: 

1. bei x — 0 ist v = 0, 

2. bei * «= l ist v = 0. 


Aus der Gleichung (7.19) finden wir, wenn man x = 0 setzt, C s 
so erhalten wir: 

1 24 


0. Setzt man x *=* l, 


Dann nehmen die Gleichungen (7.18) und (7.19) die Form an: 


(p f« tg f = v' 


v-±[ 
EJ [ 


-Bdl 


- + ü 3 + aE 

4 6 24 


_ qlx 3 


+ IE. 4- üJl x 
•12 ^ 24 24 


Durch die dimensionslose Abszisse (*-y ausgedrückt, wird: 

v 


(7.20) 

(7.21) 


?JR:tg?,== ® (~6£ a -M£ 3 + l), (7.20a) 

V ~ 2UÜ* {i + (7.21a) 



Die größten Neigungswinkel ergeben sich an den Auflagern bei £ ssg 0 und £ 

'feilhöhe ergibt sich in dor Mitte der Öffnung bei £ « JL , d. h. 

2 

1. bei £ = 0 ist a 


241?./' 

2. bei £ — 1 ist ß — ~ 


24 EJ’ 


3. bei £ = JL ist / = max -y 


884 ÄJ* 


» 1, und die 


(7.22) 

(7.23) 

(7.24) 


Wegen der Symmetrie der elastischen Linie in bezug auf die Balkenmifte nehmen wir an. 
»ß sich die Stelle mit der größten Durchbiegung in der Mitte des Balkens befindet, d. li. 

I i 1 

ix~ ~ oder bei £ = ~. Es ist nicht schwer, eine Überprüfung dor Richtigkeit dieser 

anahme durchzuführen, indem man sich darauf stützt, daß im •Maximumpunkt die erste 
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Ableitung der Funktion gleich Null sein muß, d. In die Tangente zur Kurve muß parallel 

zur OX-Achse gerichtet sein. Setzt man in die Formel (7.20 a) den Wert f = ~L ein so 
erhalten wir tatsächlich <p — 0. 2 


7.3 Ermittlung der elastischen Linie in schwierigen Fällen 

A. Die im Kapitel 7.2 durchgenommene Methode wird in dem Falle kom¬ 
pliziert, wenn die Funktion ,, , 

M = f(x) 

in verschiedenen Balkenabschnitten eine verschiedene analytische Form auf- 
weist. Im Absohnitt 5 sind wir schon etliche Male auf ähnliche Fälle gestoßen. 

Im Beispiel 28 des Kapitels 5.5 z. B. teilt die Einzellast den Balken in zwei 
Abschnitte auf, wobei in jedem von ihnen Af anders ausgedrückt wird. Im Bei¬ 
spiel 29 desselben Kapitels haben wir drei derartige Abschnitte. In solchen 
Fällen verlangt die Anwendung der von uns in den vorhergehenden Beispielen 
angewandten Methode, daß wir für jeden Abschnitt eine besondere Differential¬ 
gleichung aufstellen und diese einzeln integrieren. Das Integral jeder Differential¬ 
gleichung wird zwei beliebige Konstanten enthalten. Wenn der Balken in n Ab¬ 
schnitte aufgeteilt ist, so führen wir auf diese Weise 2n beliebige Konstanten 
ein. Zu ihrer Bestimmung braucht man außer den zwei Randbedingungen an 
den Enden des Balkens noch 2n —2 Bedingungen. Wir können sie festlegen, 
wenn wir die Bedingungen der Kontinuität und der Glattheit der elastischen 
Linie in den Grenzpunkten der einzelnen Balkenabschnitte untersuchen. Wenn 
wir mit -y m ~i und i J,_ x die Ordinate der Durchbiegung und ihre erste Ableitung 
im Endpunkt des (m-l)-ten Abschnitts und mit v m und v' m die gleichen Werte 
am Anfang des m-ten Abschnitts bezeichnen, so werden die Bedingungen des 
Zusammenhangs der benachbarten Abschnitte: 


sein. 


Vm- 


m-i 


und 


= t« 


(7.25) 


Bei einer Unterteilung des Balkens in n-Absohnitte werden wir n — i Grenz¬ 
punkte haben und (2 n — 2) Bedingungen des Zusammenhangs nach der Art von 
(7.25) aufstellen. Zusammen mit den Randbedingungen an den Enden ergibt 
dies 

2(n — 1) -)- 2 = 2n 


Bedingungen zur Ermittlung von 2/i beliebigen Konstanten der Integration. 
Den Gang der Lösung werden wir mit folgendem Beispiel erläutern. 


B, Beispiel 38 

Betrachten wir einen Balken von der Stützweite l , der mit einer im Abstande a 

vom linken Auflager angreifenden Einzellast P belastet ist f wobei o > —) 
(Bild 235). V 1 / 

Hier muß man den Balkon in zwei Abschnitte unterteilen: 


0 x fjä a und 
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itt ist das Biegemoment in dem im Abstand x vom linken 
i Querschnitt: p^ 

M = -r *• 

shung der elastischen Linie des'Balkens hat daher die Form: 

i Uv" = - ~ x. 

I 

igration durch, so erhalten wir: 


EJv' =■ 

Pi.» 

2f +Cl » 

(7.26) 

A/u ~ 

/ J 6.r® , „ 

Ql t C*« + C z . 

(7.27) 


itt ist das Biegemoment: 


M « x — P(x — a). 



Iiung der elastischen Linio ist: 
EJv" — — ——■ x -{- P(x — n). 

v 

rhalten wir: 


F j v ' - Phx 2 i p ( x - a ) 2 , r 

Ljv _ +---+ C a , 

r ,- Pbafl , P(x-a) 3 , „ 

L J v + -- v - . + C s x + C 4 . 


(7.28) 


61 1 6- r "T" ° 4 ‘ (7.29) 

Ermittlung der vier beliebigen Konstanten der Integration C lt 


%n den Dalkenenden . Bei a = 0 ist v = 0. Benutzt man die 
ergibt sich für C 0 = 0. 
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Bei x — l ist v — 0. Aus der Gleichung (7.29) ergibt sich 
0 = 


™ + ^ +c , I+Cfi 


61 ' 6 

oder wir erhalten, wenn wir die Bezeichnung l — a — h einführen, 

j Pb 


c z l -f C 4 = — (Z 2 - 6 2 ). 


(7.30) 


Führt man die Bedingungen des Zusammenhangs im Punkte C ein, so finden 
wir, daß bei x — a die Werte v', die die Gleichungen (7.26) und (7.28) liefern, 
gleich sein müssen, demnach ist: 

i>6a* Pba* 

~ ~W + Cl " “ ~2f~ + C *' 

woraus Cj = C 3 folgt. 

Ferner müssen bei x = a die Werte v der Durchbiegung, die sich aus den 
Gleichungen (7.27) und (7.29) ergeben, ebenfalls übereinstimmen, so daß 

Pha * + C x a + C 2 « - = C 3 « + C 4 


61 


ist, woraus sich C 4 = C 2 = 0 

ergibt, 

Aus (7.30) erhalten wir aus diesem Grunde 

Pb (P - 62) 


C, == Co 


61 


Setzen wir die gefundenen Werte C x , C 2 , C a und C 4 in (7.26) bis (7.29) ein, so 
erhalten wir im ersten Abschnitt die Gleichungen: 


cp nutf = 

JLL 

EJ[ 

Pbx 2 
21 

+ 

Pb {l* ■ 
61 

-6*)j 

= 6 P E> 1 6a >- 

-3s a ] 

(7.31) 

und v = 

ir 

Pbx 3 

4- 

Pb(l 2 - 

J3, 


-**]. 

(7.32) 

EJ[ 

61 

i 

61 


Im zweiten Abschnitt: 








<p Pa v' = 

1 F- 

Pbx 3 

+ 

P(x - 


P6(Z 2 - 6 2 )] 


(7.33) 

EJ[ 

21 

2 


61 \ 


und v ~ 

.JLL 

Pbx 8 


P{x - 

4! + 

Pb(l z — 6 2 ) 1 


(7.34) 

EJ[ 

61 

ir 

6 


6i -J* 



Auf diese Weise hat die Gleiohung der elastischen Linie im ersten und zweiten 
Abschnitt die verschiedene analytisohe Form (7.32) und (7.34). Die Gleichungen 
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7,31) bis (7.34) kann man wie früher durch dimensionsloso Abszissen ausdrückon. 
7 ür den Angriffspunkt der Last ist: 

m — -y* und n woboi m + n = 1 

l t 

ind für den Punkt, in dem wir die Durchbiegung suchen, ist 

t- ~ ~ und r\ ~ —r— , wobei £ -{- 17 ~ 1 ist. 

I i 

)ann erhalten wir für den ersten Abschnitt aus den Gleichungen (7.31) und (7..Ü): 

v' = ~~ [-3 n? + n(i ~ n z )] = ~~ n[m(l + «) ~ 3**1 (7.35) 

nd v ~ ~~ [— n£ 3 + n{l — n 2 )£] = n$ [m(i -[- n) — £ 2 ]. (7.30) 

iese Gleichungen bestehen zu Recht bei 0 < x a, d. h. boi 0 £ < m. 

Für den zweiten Abschnitt ist: 

p/2 

v' = -gjgj [3(1 — m) 2 — 3n£ 8 -f- mn(l -f n)l (7.37) 

n/3 

ld v 6 ID ^ ~ ~ ^ mn ^ n ^‘ (7,38) 

iese Gleichungon haben bei m ^ 1 Gültigkeit. 

Den Neigungswinkel a am linken Auflager finden wir aus der Gleichung (7.31). 
immt man für x — 0 an, so ergibt sich: 

_ Pb(P-b*) Pb{l-b){l + b) Pab(l 4- b) , n om 

ß "" 6 EJl “ QEJl ~~ 0 JSJt ' ' ' 


er in dimensionsloson Abszissen: 

* = TEJ mn{i + n) l) ~ 


(7.39a) 


Den Neigungswinkel ß am rechten Auflager finden wir aus dor Gleichung (7.33), 
lern wir x —-1 setzen; 


1 f PbP . P(l — a) 2 . Ph(l*~b') 1 Pab(l-\. (l ) 


1 p 


. (7.40) 


i dimensionsloser Abszisse ist: 


' ?== ”6&7 mn(m + 1) 


(7.40a) 


Dies ergibt sfeh aus (7.35), wenn man $ « 0 onnimmt. 
Dieses Ergebnis erhält man auch aus (7.37) .wenn man In 


dieser {« 1 setzt. 
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C. Ermitteln wir die Stelle und Größe der Pfeilhöhe. 

Die größte Durchbiegung ist dort, wo der Neigungswinkel der Tangente zur 
elastischen Linie des Balkens Null wird. Vorher muß man klären, in welchem der 
beiden Abschnitte des Balkens sich die größte Durchbiegung befinden wird. Man 
kann den Beweis führen, daß sie immer im größeren Abschnitt liegen wird. 

Nehmen wir beispielsweise an, daß der erste Abschnitt größer als der zweite 
ist, d. h. l 

a > 2 oder m > 2 * (7.41) 

Für den ersten Abschnitt haben die Gleichungen (7.35) und (7.36) Gültigkeit; 
wir erhalten v mtxt wenn für v' = 0 gesetzt wird. Dann Anden wir aus (7.35): 


oder 


m(l + n) - 3£ a = 0 

£ 


t 


m(n -f 1) 


(7.42) 


Dieser Abszisse wird tatsächlich die größte Durchbiegung entsprechen, wenn 
sie ebenfalls im ersten Abschnitt liegt, d. h. wenn 


Es ist in der Tat: 


£ ^ m ist. 

1 , , 3 

n <2 und n+l <-. 


Ersetzen wir in (7.42) (n+1) durch ^ so kommen wir zu folgender Ungleiohung: 

Gemäß (7.41) ist 2m > 1. Setzt man unter der Wurzel 1 an Stelle von 2m, 
so erhalten wir: 

Vergleichen wir dies mit (7.43), so finden wir: 

£ < m, 

was auch zu beweisen war. 

Auf diese Weise wird bei einer rechts von der Mitte des Balkens gelegenen 
Last sich die Pfeilhöhe / — v aax links von der Last ergeben. Ihre Abszisse wird 
durch die Formel (7.42) bestimmt. Setzt man den Wort £ in die Formel (7.36) ein, 
so finden wir: 


PI 3 

' mVna ™m n r 


m(n - j- 1) 
_ 


/n(?t-t- 1) — 


m(n 4~ 1) 


PP 
9 EJ 


m n (» + 1) 




+ D 


oder 


(7.44) 
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Wir erinnern daran, daß beim Gebrauch dieser Formel die Abschnitte des 
lalkens bo zu bezeichnen sind, daß 

l , . 1 

« > 2 > d - m > 2 


st. Hierbei ist es gleichgültig, ob a der rechte oder der linke Abschnitt ist. 

In der Praxis kann man, wo sich auch die Last P befinden mag, als v mflX ohne 
norklichen Fehler die Durchbiegung in der Mitte dos Balkens annehmen. Es 
olgt daraus, daß sich die Durchbiegung in der Nähe ihres maximalen Wortes 
ehr wenig ändert und der Punkt mit v mftX sich in der Nähe der Mitte befindet. 
Vub der Formel (7.42) ist tatsächlich zu ersehen, daß falls die Last P fast an das 
echte Auflager herankommt, d. h. wenn wir annehmen, daß 

n = 0 und m = 1 ist, 


lann wird 



0,577. 


)emnach ist der Punkt mit der größten Durchbiegung im ganzen um 0,077 l 

= l von der Mitte der Öffnung entfernt. 

13 


D. Diese Überlegung ist in den Fällen sehr wichtig, in denen am Balkon 
nelirere Lasten angreifen und das Auffinden des Querschnitts mit der größton 
)urchbiegung kompliziert wird. Dann ist es bequem, als größte Durchbiegung 
len angenäherten Wort v x — f in der Mitte des Balkens anzunohmon. 

Boi einer Last wird der Wert /' auf Grund der Formol (7.36) ermittelt, indem 
1 

nan £ -- ^ setzt. Es ist: 

A 


PI 3 1 
ÜZiV 11 2 


(1-n) ( 1 4-n) — — 
l 


r 

4 


PI 3 
‘48 EJ 


n (3 — 4 n 2 ) (7.45) 


der nach der Formel (7.32) bei x = 


1 

EJ 


m i y 


6/ 


2' 

Ph(P - b*) l 
'2 




Pb{31* - 4 ft») 
48LV 


. (7.45a) 


m Falle mehrerer Lasten P lt />„ ..., P t , ..., P N wird f nach der Formol 

rmittelt, oder in absoluten Abszissen wird 


(7.46) 

(7.47) 
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Für den bequemen praktischen Gebrauch der Formeln (7.39), (7.40) und (7.45) 
drücken wir Bie durch das Moment unter der Last M c — aus. Dann er¬ 


halten wir für 


Pab{l+b) Pah 1 l-\- b 


6EJI 


l EJ 6 


Ki 


l 

Mo} 

EJ * 


worin K t 


worin K> 


worin Ko — 


1 ~\~ n , 


6 


ist. Analog erhalten wir für: 


ß 


1 + m , 


Pab(l + a) „M,l 
GEJl 2 EJ 


6 


ist. E3 ist: 


i Pb(3l*~W) T , M e P 
* " 48 EJ ~ Äa 


4n* 


EJ ’ 


48(1-») 


ist. 


(7.39b) 


(7.40b) 


(7.45b) 


Die Werte der Koeffizienten K ly IC 2 und IC S sind in der folgenden Tafel 10 auf¬ 
geführt. 


Tafel 10 


Dia Koeffizienten K zur Ermittlung der Drohwinkol der Auflagerquorschnitte und der 
Pfeilhöhe eines Balkons auf zwei Stützen bei a > b, 
l 

d. h. a > ergeben sich aus den Formeln: 

n K M ' 1 

» „ Tf l 
ß - - Ä a ~gj, 

I - K M ' 1 * 

' “ I{ * ~eT ‘ 



Itelalive Abszissen 





a 

b 


K % 


Bemerkungen 

m ~ 7 

n « - t 





1,0 

0 

0,167 

0,333 

0,0625 (i) 

a , b 

m =* -j und n <=> -y 

0,9 

0,1 

0,183 

0,317 

0,0684 

sind die relativen Abszissen 
der Angriffspunkte der Last 




0,300 

0,0740 


0,7 


0,217 

0,283 

0,0787 

m ändert sich von 1 bis 0,5 


1» 


0,267 

0,0818 


0,5 

0,5 

0,250 

0,250 

0:0833 (i) 

n ändert sich von 0 bis 0,5 
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Sei der Benutzung der Formeln (7.39) und (7.45) zur Ermittlung der Werte a, ß 

1 f muß man beachten, daß man diese, obgleich sie unter der Bedingung a > ~ 

£ 

geleitet sind, auch bei beliebiger Lage der Last benutzen kann, wenn man nur 
a und w die größere von den Entfernungen der Last von den Auflagern und 
b und n die kleinere annimmt. 


Venn die Last P in der Mitte des Balkens angreift, d. h. « — 
so wird sieb v mAX unter der Last befinden. 


3ann ist tatsächlich nach (7.42): 


1 aus (7.44) finden wir: 


f = 


1 

2’ 


/ = 


PP 


1 

2 


und m es 


1 

2 


(7.48) 


Methode von Clebsch 


II. Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, daß schon bei einer Unter- 
ung des Balkons in zwei Abschnitte die Ermittlung der beliebigen Konstanten 
npliziei't wird. Bei einer größeren Anzahl derselben wird dieso Operation 
lerdem sehr zeitraubend, und die von uns durchgenommene Methode zur 
Stimmung der Biegelinie erweist sich für die Praxis als sehr ungeeignet. Es 
daher nicht verwunderlich, daß sich die Gedankon der Forschor schon lange 
die Suche nach einer einfacheren und godröngtoren Methode zur Aufstellung 
Gleichung der olastiBohen Linie konzentrierten. 

Schon in der ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts schlug Clebsch eine 
egrationsmethode der Difforontialgloichung dor elastischen Linie für den Fall 
', daß der Balken nur mit einer Reihe von Einzellaston belastet ist. Er wios 
sh, daß dio Anzahl dor beliebigen Konstanten in diesem Fallo leicht auf nur 
si zurückgeführt werden kann. Dio Clobschsche Methode wird auf dio Aus¬ 
rung von zwei sehr einfachen Rogeln zurückgeführt. 

.. Das Biegemoment muß stets nur durch dio linken (odor nur durch die 
hton) Kräfte ausgedrückt werden. Z. B. für den Fall von zwei Lasten (Bild 236) 
1 von drei Abschnitten muß es auf folgende Weise ausgedrückt worden: 

ersten Abschnitt Ax, (0 <; x <£ a : ) 

zweiten Abschnitt M—Ax — Pj[x — «,), sS x S « 2 ) (7.49) 

dritten Absohnitt M = Ax — P 1 (as — a z ) — P 2 (x — a 2 )\ (a 2 x S. 0* 

!. Bei der aufeinanderfolgenden Integration dieses Ausdrucks darf man nicht 
Klammern auflösen, sondern das Binom (3 — a m ) als neuo Veränderliche an- 
tmen: 


P{x~ a m ) dx^Pj (x- a m ) ■ d(x - a m ) = P + C, 


(*“ «m ) 8 


dx 


2 ( x ~ ^) 2 d (x ~ a m ) = P 


2 

(-g~ »m ) 3 
6 


C x iL 


Methode von Ctebach 25^ 

Die Ergebnisse der Anwendung dieser Regeln kann man leicht an dem in 
Bild 236 dargestellten Beispiel bewerten. 

Unter Benutzung der Ausdrücke (7.49) setzen wir die Differentialgleichungen 
der elastischen Linie an: 


Für den ersten Abschnitt 

EJv" = 

•— Ax, 





für den zweiten Abschnitt 

EJv" = 

— Ax *-f" 

P x [x - 




für den dritten Abschnitt 

EJv" = 

— A x 4" 

Pli*’ 

- (X X ) 4- p%{*-r «*)' 

. 

Integriert man einmal, so 

erhalten wir 

entsprechend: 




für den ersten Abschnitt 

EJt' = - 

-*T + 

Cu 



(7.50; 

für den zweiten Abschnitt 

EJv' = - 

-*£ + 

Pi — 

“<h) Ä 

2 

4“ 

(7.51! 

für den dritten Abschnitt 

EJv' = - 

x ® 

-^2 + 

Pi — 

-<h) a 

2 





4 

P a ^ 

-<4) a 

2 

4-<V 

(7.52; 



Bild 236 


Integriert man nochmals, so erhalten wir: , 

für den ersten Abschnitt EJv — — A — 4* C t x 4* Du (7.53 

für den zweiten Abschnitt EJv = — A ~ 4- —— -7r X • 4* C a * 4 D a , (7.54 

b o 

^»3 [cc _ _■ 

für den dritten Abschnitt EJv ~ — A -g- -f- Pi ~— 

+ P, l *~ 6 a,) ’ +C,« + D„. (7.55 

Zuerst wollen wir die Bedingungen des Zusammenhangs der benachbartei 
Abschnitte einführen. 

1. Bei x = flj, d. h. in dem Grenzpunkt des ersten und zweiton Abschnitt; 
müssen die Werte v f übereinstimmen, d. h. die Werte der rechten Teile von (7.50 
und (7.51) müssen untereinander gleich sein. Vergleicht man diese, so komm 
man sofort zu dom Schluß, daß 


ist. 

1? Fltoaenko I 


Ui — U 2 


(7.56 
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2. Bei x = o 2 müssen die rechten Teile von (7.51) und (7.52) übereinstimmen. 
Hieraus finden wir, daß 

C 2 = C 3 (7.57) 

und folglich C 1 = C 2 = C 3 — C (7.58) 

ist, worin mit C der gemeinsame Wert der Konstanten C lt C 2 und C 3 bezeichnet ist. 

3. Bei x ~ a x müssen die Werte der rechten Teile von (7.53) und (7.54) über- 
einstimmen. Berücksichtigt man (7.56), so finden wir, daß 

Di — D z 
ist. 

4. Bei x — a 2 vergleichen wir analog die Werte der rechten Teile von (7.54) 
und (7.55) und finden bei Berücksichtigung von (7.57) D 2 ~ Z> 3 , d, h. 

A = Dz = D 3 = D, (7.59) 

Auf diese Weise bleiben nur die Konstanten C und D aus den Randbedingungen 
zu ermitteln. 

Bei x — 0 ist v = 0. Aus (7.53) und (7.59) erhalten wir: 

Di = D 2 = D 3 = D = 0. 

Bei x =« l ist v = 0. Benutzt man (7.55) und bezeichnet man 
l — oj = b x und l — ag = b z , 

so wird: - A P x — -j- P a ~ + C 3 l = 0, 

woraus C 3 = ~ Al z — i\ ~ — P z ~ = C x = C 2 = C 

1 ist. 

Setzt man die ermittelten Werte der Konstanten C und D in die Glei¬ 
chungen (7.50) bis (7.55) ein, so erhalten wir Gleichungen der elastischen Linie 
in allen Abschnitten derselben. Dieses Verfahren kann auf den Fall einer belie¬ 
bigen Anzahl von Lasten erweitert werden. Man kann es auch auf den Fall 
erweitern, wenn einzelne Abschnitte des Balkens mit kontinuierlich verteilten 
Belastungen belegt sind oder in einigen Punkten einzelne Krüftepaare angreifen. 
Wir werden jedoch nicht Einzelheiten dieser Fülle untersuchen, da im weiteren 
eine allgemeinere Methode der Integration aufgeführt wird, bei der es nicht 
notwendig ist, für jeden Absohnitt des Balkens eine besondere Differential¬ 
gleichung aufzustellen, und bei der die Anzahl der willkürlichen Integrations¬ 
konstanten nicht höher als vier für einen beliebigen Belastungsfall sein wird 
(siehe den II. Teil des Lehrbuches). 


7.5 Graplioannlytfselie Methode. Fiktive Belastung 

A. Die wesentlichste Eigenschaft der in den Kapiteln 7.2 bis 7.4 dar¬ 
gelegten Methode besteht darin, daß zuerst die Lösung in Form eines allgemeinen 
Integrals der Differentialgleichung der elastischen Linie betrachtet wird und 
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alsdann die bei der Integration eingeführten willkürlichen Konstanten aus den 
Randbedingungen ermittelt werden. Wir haben schon gesehen, daß eine solche 
Methode bei komplizierten Belastungen zu umfangreich ist, da sie mit der Ein¬ 
führung einer großen Zahl von willkürlichen Konstanten und einer gleichen 
Anzahl von Gleichungen zu ihrer Bestimmung verbunden ist. Das Verfahren 
von Clebsch stellt den ersten Versuch dar, diese Schwierigkeit zu umgehen. 

Der nächste wichtige Schritt ist von Prof. 0. Mohr gemacht worden, der die 
Möglichkeit aufgezeigt hat, die allgemeine Lösung der Differentialgleichung der 
elastischen Linie nicht zu untersuchen und hiermit die willkürlichen Konstanten 
nicht einzuführen. Die Mohrsche Methode ermöglicht es, sofort die spezielle 
Lösung zu finden, die gleichzeitig sowohl der Differentialgleichung der Aufgabe 

EJv" — ± M 

als auch den Randbedingungen entspricht. Die andere Besonderheit der Mohr- 
schen Methode ist darin zu sehen, daß sie sowohl analytisch als auch geometrisch 
dargelegt werden kann. Der letztere Weg ermöglicht es, eine bequeme rein 



Bild 237 


graphische Methode zur Konstruktion der elastischen Linie zu geben. Die Mohr- 
sclio Methode nennt man daher oft die graphoanalytische Methode. Zur Ver¬ 
einfachung der Darlegung betrachten wir sie zuerst als analytische Methode. 

Nehmen wir an, daß ein in irgendeiner Form gelagerter Balken sich unter der 
Einwirkung der gegebenen Belastung durchgebogen hat. In Bild 237, a soll AB 
einen Teil der gebogenen Achse und A X B X {Bild 237, b) den entsprechenden Ab¬ 
schnitt der Momentenlinie darstellen. Wählen wir auf der Kurve AB ein Ele¬ 
ment di?, und bezeichnen wir mit dtp den Winkel, den die benachbarten Krüm* 

17 * 
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mungsradien oder die Tangenten einschließen (Neigungsänderung der benach¬ 
barten Tangenten), dann ist: 


und hieraus 



Benutzen wir die grundlegende Abhängigkeit 


1 ^ M_ 
6 ~~ 


(7.60) 

(7.61) 


und beachten wir außerdem, daß ds = dx • Y 1 + v ' 2 ist, 

wobei wegen der außerordentlichen Kleinheit von v' im Vergleich mit dom Wert 1 

ds dx (7.62) 

ist. 

Setzt man (7.61) und (7.62) in (7.60) ein, so erhalten wir: 

d 9 = M.d X =L M dx. (7.63) 


Der Multiplikator Mdx drückt die von den benachbarten Querschnitten ein- 
geschlossene Fläche des Elements mm'rin der Biegomomentenlinie aus 
(Bild 237, b). 

Zur Ermittlung des Winkels 9 ?, der von den durch die willkürlich gewählten 
Punkte A und B gezeichneten Tangenten oingeschloasen wird, genügt es, die 
Neigungsänderungswinkel der benachbarten Elemente deB Abschnitts AB der 
Achse zu addieren (Bild 237, a). Demnach ist: 

n 

(p — lim 2J dqi — J d<p } 

/ A t 

wobei eich das Integral auf den Bogen AB bezieht. Setzen wir den Wert drp aus 
<7.63) ein, so erhalten wir: b 

« 

Die Grenzon der Integration a und b sind die Abszissen dos Anfangs und dos 1 
Endes des Abschnitts. Wenn der Balken eine konstante Steifigkeit hat, so ist: 

b 

,p = ~fMdx, (7.65) 

a 

b 

worin das Integral / M dx die Fläche Aj AjjBjjBj des Teiles der Momenton- 
<1 

linie darsteilt, der von den Querschnitten A und B eingeschlosson ist (Bild 237, b). 

Im weiteren ist es angebracht, die Momentenlinie als Linie irgendoinor fiktiven 
Belastung anzusehen. Manchmal nennt man diese Belastung auch die Momenten- 
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belastung. Ihre Ordinate stellt das Biegemoment im gegebenen Punkt dar und 
hat die Dimension | K rait| .| Länge |. 


Die fiktive Belastung auf einem gewissen Abschnitt AB, d. k. 


b 

J Mdx 

a 

hat die Dimension 

|Kraft| • | Länge| a . 

Die Formel (7.65) zeigt, daß der Winkel <p gleich der fiktiven Belastung auf 
dem Abschnitt AB dividiert durch die Steifigkeit EJ ist. 

Wenn die Steifigkeit eine veränderliche Größe ist, so konstruieren wir an Stelle 
der M --Linie die Linie des Wertes: 


_ J_ FJo _ Mfr 
EJ “ EJ 0 EJ " EJ 0 ’ 

worin EJ 0 eine beliebige konstante Steifigkeit darstellt, die im Mittel an die ver¬ 
änderliche Steifigkeit des Balkens nahe herankommt, und h — ein ver¬ 
änderlicher Wert ist. A J 

Dann erhalten wir an Stelle von (7.65): 

b 

(p — jMh dx. (7.66) 

a 

In diesem Falle haben wir es mit einer fiktiven Belastung von der Größe Mh 
zu tun. 

Die Formeln (7.65) und (7.66) sind als Ausgangsformeln bei der Mohrschen 
Methode anzusehen. Im weiteren legen wir sie für den Fall eines Balkens von 
konstanter Steifigkeit dar. Zum Fall der veränderlichen Steifigkeit gelangt man 
leicht, indem man überall das Biegemoment M durch den Wert M k ersetzt. 

B. Betrachten wir einen Freiträger, d. h. einen Balken mit einem linken ein¬ 
gespannten und einem rechten freien Ende, der unter der Einwirkung einer be¬ 
liebigen Belastung steht, und stellen wir uns die Aufgabe, den Neigungswinkel <p x 
der Tangente und die Durchbiegung v x in einem Punkte in einer Entfernung x 
vom linken Ende zu finden (Bild 238). 

Benutzt man die Ableitungen unter Punkt A für den W'inkel q> x , so erhalten 
wir unmittelbar: , 



o 


worin das Integral J M($) dtj = 0* gleioh der links vom Querschnitt, in dem 
o 

der Winkel <p x bestimmt wird, gelegenen Fläohe ab cd der Momentenlinie oder 
gleich der Summe der linken fiktiven Belastung ist, die wir wegen der Analogie 
mit der Querkraft mit Q bezeichnen werden. 



«ij 
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Q hat offenbar die Dimension 

| Kraft | • | Länge | 2 . 

Auf dieße Weise ist: cp,. = — = —■, (7.67) 

d. h. der Neigungswinkel der Tangente zur gebogenen Achse in einem beliebigen 
Querschnitt einer mit dem linken Ende in einer Wand eingespannten Konsole ist 



gleich der Summe der linken fiktiven Belastung , d, h. der fiktiven Querkraft Q 
geteilt durch die Steifigkeit EJ. 

Beispiel 39 

Für den in Bild 239 dargostellton Freitrfigor wollen wir den Neigungswinkel dor Tangente 
m der gebogenen Achse in dom in einer Entfernung x vom linken Auflager gologenon 
Querschnitt ermitteln, 




Wir haben 


<Px*= 


FI. abcd 
EJ 


Unterteilt man die Fläche des Trapezes in zwei Dreiecke, so erhalten wir: 


9* 


Fl. Aabc -f- Fl, daed 1 
EJ ~ EJ l 


\Plx 

2 


+ 


P -x) x 


J 2 EJ[ l 
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vf 

Vs = %:«,/ = YEJ' 

Wir empfehlen dem Leser zur Übung den Neigungswinkel (p R unmittelbar, ohne vor¬ 
herige Ermittlung dos Neigungswinkels im Querschnitt x zu berechnen. 

C. Teilen wir die Balkenachse in eine möglichst große Anzahl von Abschnitten 
geringer Länge 

Axi, zl.Tg, . Ax ki Ax n ~i, Ax n 

auf und bezeichnen die Neigungsänderungawinkel dieser Abschnitte bei der 
Biegung mit 

A<pi , A(p 2l Ay Z) ..., A<p kf .... A(p n „ Xi A<p a . 

Nehmen wir zunächst an, daß nur im Punkt Ii (Bild 240, a) des Abschnitts Ax k 
ein Neigungsänderungawinkel Ay k entstanden ist und daß links und rechts von 
diesem Abschnitt der Balken gerade geblieben ist. Aus dem Bild 240 ergibt sich, 
daß die Durchbiegung Av k im Punkt X sich leicht aus dem rechteckigen Drei¬ 
eck KXX x ermitteln und durch den Neigungsänderungswinkel A (p k sowie die 
Streoke x — g vom Punkt K bis zum Punkt X ausdrücken läßt. Es ist: 


Av k — Acp k {x — g). 

Es ist klar, daß sich die gesamte Durchbiegung v im Punkt X durch Addition 
der einzelnen Durchbiegungen Av k auf Grund der auf der Streoke von A bis X 
entstandenen Neigungsänderungswinkel ergibt, d. h. 

x 

v x = lim %Acp k {x — g) » j(lcp k {x — g) — 

A 


■J M(S) dH* - () 


Das Produkt M{g) dg(x — £) kann man als das statische Moment des Flächen¬ 
elements M(g) dg der Momentenlinie in bezug auf den Punkt X auffassen, in 

a> 

dom wir die Durchbiegung bestimmen. Dann ist das Integral / M{g) (.r — g) dg 

das statische Moment der Fläche A x A 2 X z X 2 der links vom Querschnitt X ge¬ 
legenen Momentenflächo in bezug auf dioson Querschnitt. 

Bezeichnet man auf Grund der Analogie mit dem Biegemoment 


Jm(S) (x - |) d{ mit M„ 

so erhalten wir: 

««“K“ TJ’ (7 ' 68) 

0 

worin 0 die links vom gegebenen Querschnitt gelegone Momentenfläche und d 
den Schwerpunktsabstand der Fläche 0 vom gegebenen Querschnitt darstellen, 
M = 0d hat offenbar die Dimension: 


| Kraft | • [ Länge| 3 . 
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Auf diese Weise ist die Durchbiegung in einem beliebigen Punkt eines mit dem 
linken Ende in der Wand eingespannten Freiträgers gleich dem statischen Moment 
des linken Teils der Momentenlinienfläche in bezug auf den ' Querschnitt , in dem 
wir die Durchbiegung suchen (oder dem Moment M der linken fiktiven Belastung), 
dividiert durch die Steifigkeit EJ. 

D. Mit dem Ziele, daß die oben eingeführten Werte M und Q dem Biegemoment 
Und der Querkraft völlig analog sind, weisen wir nach, daß sie sich auf irgend¬ 
einen Balken beziehen, der die durch die Momentenlinie dargestellto Belastung 
trögt. Nennen wir diesen Balken den fiktiven Balken , der dom gegebenen wirk¬ 
lichen Balken entspricht. Die Konstruktion desselben klären wir auf Grund der 
von uns erhaltenen Formeln (7.67) und (7.68) 

EJ 

a ** 

und v s — -jjrj, 

die auf die innige Abhängigkeit zwischen den Faktoren der Formänderung 
und v e des tatsächlichen Balkens und den Kräften Äf und Q im Querschnitt 



des fiktiven Balkens hinweisen. Da das linke Ende des wirklichen Balkons in der 
Tat (Bild 240) eingespannt ist, so ist dort: 

v A — 0 und <p A = 0, 

d. h. am fiktiven Balken haben wir am linken Ende 

M Ä — 0 und Q a — 0. 

Diese Bedingungen werden erfüllt, wenn wir das linke Ende frei lassen. 

Am reohten Ende des wirklichen Balkens ist: 


v B » 


Mb 

EJ 


= 1=0 


<PB 


Qb 

EJ 


4=0, 


und 
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worin M B und Qb entsprechend das Moment und die Summe der gesamten 
fiktiven Belastung am rechten Ende des fiktiven Balkens daratellen. Da diese 
nicht gleioh Null sind, so spannen wir dieses Ende des Balkens in c(er Wand ein 
(Bild 240, b). Wir merken uns, daß der fiktive Balken, der dein Freiträger ent¬ 
spricht, ebenfalls ein Freiträger ist, der mit dem anderen Ende eingespannt ist. 
Die Berechnung der Durchbiegung und des Neigungswinkels der Tangente zur 
Achse in einem beliebigen Punkt des tatsächlichen Freiträgers wird auf Grund 
von (7.67) und (7.68) auf die Ermittlung von M und Q im entsprechenden Punkt 
des fiktiven Freiträgers zurückgeführt. Es ißt klar, daß man die gleichen For¬ 
meln (7.67) und (7.68) auch bei Freitrügern benutzen kann, die mit dem rechten 
Ende in der Wand eingespannt sind (Bild 241, a), wobei unter Q und M die 
äußeren Kräfte im gegebenen Querschnitt des Freiträgers infolge der rechten 
fiktiven Momontbelastung zu verstehen sind. Der fiktive Freiträger muß jetzt 
mit dem linken Ende eingespannt sein (Bild 241, b). 


Beispiel 40 

Für den in Bild 239 dargestellten Freiträger ist dio Durchbiegung im Querschnitt x 
(wobei wir das Trapoz abcd wie früher in zwei Dreioclto unterteilen) 




1 \Plx 
EJ ‘ [ 2 


2 P (l — x) x , xl 

-3* +-2-aj 


PI 3 
6 EJ 


KtH-t) (t)]-’ 


Die Durchbiegung dos Endes B (bei x = l) ist: 


v B = f 


PI 8 
3EJ ' 


Wir empfehlen dem Leser zur Übung, die Durchbiegung / unmittelbar, ohno vorherige 
Ermittlung der Durchbiegung im Querschnitt x zu berechnen. 

E, Führen wir jetzt folgende Vorzeichenregeln ein: 

1. Die Durchbiegung v nehmen wir als positiv an, wenn sie nach unten ge¬ 
richtet ist. Den Winkel cp sehen wir als positiv an, wenn sich die Tangente im 
Sinne des Uhrzeigers gedroht hat. Man kann sich leicht davon überzeugen, daß 
die Formeln (7.67) und (7.68) den aufgestellten Forderungen hinsichtlich der 
Vorzeichen sowohl bei den mit dem linken Ende als auch bei den mit dem rechten 
Ende eingespannten Freiträgern entsprechen. 

2. Als positive fiktive Belastung (M > 0) werden wir die nach unten gerichtete 
ansehen, wie dieß für die tatsächliche Belastung angenommen ist. 

3. Für das Moment und die Querkraft infolge der linken fiktiven Belastung 
nehmen wir die gleichen Vorzeichenregeln an wie für die tatsächlichen M und 

M > 0, wenn es im Sinne des Uhrzeigers dreht, und Q > 0, wenn sie nach 
oben gerichtet ist. Wenn wir jedoch die rechte fiktive Belastung benutzen, so 
werden wir für M und Q die umgekehrten Vorzeichenregeln annehmen: M > 0, 
wenn es im Gegensinne des Uhrzeigers dreht, und Q > 0, wenn sie nach unten 
gerichtet ist. 


>) Anm, d. deutschen Redaktion: Bei weiterer Umformung knnn man auch schreiben: 

w[4(t)'-t(t)T 

Diese Formel entspricht derjenigen für vb besser und ist somit leichter übersehbar. 


vx ■■ 
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F. Nehmen wir jetzt an, daß ein Balken vorliegt, der frei auf zwei Auflagern 
ruht und der Einwirkung einer beliebigen vertikalen Belastung unterworfen 
ist (Bild 242, a). Die gekrümmte Linie AC X B stellt die gebogene Balkenachse dar. 
Ziehen wir im Punkt A eine Tangente AB X zur (gebogenen) Balkenachso. Uns 
interessiert die Größe der Durchbiegung v in einem beliebigen Punkt C, gemessen 
von der Sehne AB, die die Balkenachse vor der Durchbiegung darstellt. 

Beachten wir, daß die von der Anfangstangonto gemessenen Ordinaten v x 
und v ü nach der Formel (7.68) bestimmt werden können, dio dem Fall einos mit 
dem linken Ende in der Wand eingespannten Trägers entspricht. Es ist: 


BB X = v 0 


<Mo 

EJ ’ 


C X C 2 * v x — 


EJ ' 


(7.69) 


o) 


V 

o) 



mm 


Bild 2d2 


Die Bezeichnungen & X) d Xi & 0 und d 0 gehen aus dom Bild 242, b und c klar 
hervor. Kennt man u 0 und v Xi bo können wir dio gesuchte Ordinate v aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke ACC t und ABB X findon: 

1 v + v x _ x 

~ 0 7* 


Hieraus ergibt sich: 


v — ~ x 
l 


v x . 


Da hier die Vorzeichen berücksichtigt sind, so erhalten wir, wenn man in die 
Gleichung die absoluten Worte von v 0 und v x einsetzt, 


EJ[ l 


4>*d, 
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Der in den Klammem stehende Ausdruck hat vom Gesichtspunkt der fiktiven 
Belastungen aus einen einfachen Sinn: CP 0 d 0 ist das Moment der gesamten 
Momentenfläche bezogen auf das rechte Balkenende. Es ist offensichtlich, daß 

der Ausdruck die Auflagerreaktion am linken Balkenende infolge der 

fiktiven Belastung daretellt 1 ). Bezeichnen wir sie mit Ä (der Strich über dem A 
ist zum Unterschied der fiktiven Auflagerreaktion von der wirklichen Reaktion 
des BalkenB gesetzt). Dann ist: 

1 ~ 

v = ~ (Az- &M. 


In der letzten Gleichung stellt der Ausdruck in den Klammern die Summe der 
Momente der linken fiktiven Auflagerreaktion und der linken fiktiven Belastung 
in bezug auf den gegebenen Querschnitt C dar. Wir heben die völlige Analogie 
dieses Wertes mit dem Biegemoment in irgendeinem Querschnitt eines auf zwei 
Auflagern ruhenden Balkens hervor und bezeichnen ihn mit M. Dann haben wir 


v = 


M 
El ’ 


(7.70) 


worin M = A x — 0 x d x 

ist, 


Hieraus ersehen wir, daß dem wirklichen Balken AB auf zwei Auflagern 
(Bild 242, a) ebenfalls ein fiktiver Balken A'B' auf zwei Auflagern (Bild 242, b) 
entspricht. Gemäß (7.70) ist die Durchbiegung v in einem beliebigen Punkte des 
ßalkens auf zwei Stützen gleich dem Biegemoment in dem entsprechenden Punkte 
infolge der fiktiven Belastung dividiert durch die Steifigkeit. 

Aus der Formel (7.70) kann man leioht den Ausdruck für den Neigungswinkel 
der Tangente zur elastischen Linie in dem gegebenen Punkte erhalten. Zu diesem 
Z-weok differenzieren wir nach $ beide Teile der Formel (7.70). Es ist: 


dv 1 dM 
dx EJ dx 


(7.71) 


Da wegen der kleinen Größe des Winkels cp 
dv 


dM 


dx 


tg <p« fx und ferner = Q , 


worin Q die Querkraft des fiktiven Balkens und hierbei Q = A 
ergibt sich aus (7.71) q 

9x=i EJ' 


0 * 


ist, so 
(7.72) 


Die Formeln (7.70) und (7.72) sind ihrem Wesen nach den Formeln (7.67) und 
(7.68) für einen Freiträger analog, jedoch muß man im Falle eines Balkens auf 
zwei Stützen beim Aufstellen von M und Q außer der linken fiktiven Belastung 
ebenfölls die von dieser hervorgerufenen Auflagerreaktionen berücksichtigen 
(Bild 242, c). Offenbar ist - ' 

1 = ^ «a b = % 

l 1 


(7.73) 


l ) Vgl. die Formel (5.1) im Abschnitt 5. 
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worin 0 O die Fläche der gesamten Momenteniinie und d 0 und c 0 die Abstände des 
Schwerpunkts der Fläche der Momenteniinie vom linken und rechten Auflager 
sind, 

Aus (7.72) erhalten wir die Formeln für die Neigungswinkel a und ß der Tan¬ 
genten an den Auflagern. Da an den Auflagern entsprechend 

Qa — A und Q n = - B 

ist, so ergibt sich 

ö — (pA — Yj und ß « tp R « - yj . (7.74) 

Diese Abhängigkeiten sind für die Untersuchung statisch unbestimmter Fälle 
der Biegung von Balken sehr geeignet. Wir empfohlen dem Leser zur Übung sich 
davon zu überzeugen, daß die Formeln (7.70) und (7.72) der oben gewählten 
Vorzeichenregel für die Durchbiegungen und die Neigungswinkel der Tangenten 
sntsp rechen. 


G. Zieht man den Schluß aus den erhaltenen Ergebnissen, so sehen wir, daß 
die graphoanalyti8che Methode für den Freiträger und den einfachen Balken 
folgende grundlegende Formeln zur Ermittlung der Durchbiegungen und der 
Neigungswinkel der Tangenten liefert: 



(7.67) 



(7.68) 


Iierbei worden M und Q für don entsprechenden fiktiven Balken, wie dies oben 
jezeigt wurde, berechnet. Im Falle eines Balkons auf zwei Stützen Bind die 
Neigungswinkel der Tangenten an den Auflagern (7.74) 



und 



/orin A und D die Auflagerreaktionen des fiktiven Balkens (die fiktiven Reak- 
ionen) sind. 


Im weiteren wird eine Verallgemeinerung der graphoanalytischen Methode für 
lalken mit Kragarmen und statisch unbestimmte Fälle der Biegung aufgezeigt. 


leispiele 
ieisplel 41 

Der Freitrügor AB {Bild 243) von der Länge l ist in der Mitte mit einer Kraft P belastet. 
!s sind die Durchbiegungen und Neigungswinkel der Tangenten an der gebogenen. Achse 
m rechten Ende und in der Mitte zu ermitteln. * 

Die Momenteniinie ist in Bild 243, b dnrgestollt, Der Neigungswinkel,^ und die Durch- 
iogung Vg = / am rechten Endo sind [siehe die Formeln (7.67) und (7.68)] 

= h u “ d *’*—17' 
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worin Q B und M B die Querkraft und das Moment im Querschnitt B darstellen. Offenbar ist 
7) __ . p l * 1 i PP ^ .PI* 5 , 5 PF . 

<?'- + — ■T , T* + T> # , M »“ +T-«‘“TT >°- 

PI* *; p/3 

,,, = + 8l7 >0 und * j, = + 403' 

Der Neigungswinkel <p c und die Durchbiegung v e in der Mitte des Balkens sind: 


Wir haben: 


<£ Af, 

* = m rad *“sr 


,P‘‘‘ ,P‘‘ 

Q,-+- r >0. M t * + _. T „ + _, 

Pi 2 P 13 

? ’"“+8£? >0 und ®* = + 24BJ > °« 

Es ist <p B ~ cpQ, was auch anzunehmen war, wenn man von der Art der gegebenen Be¬ 
lastung ausgegangen wäre. 




Beispiel 42 

Der Freiträgor AB von der Länge l (Bild 244, a) ist mit dem rechton Endo in der Wand 
eingespannt und mit einer gleichmäßig verteilten Belastung von der Größe q belastet. Es 
sind dio Durchbiegungen und Neigungswinkel am linken Endo und in der Mitte zu er¬ 
mitteln. Die Momentenlinio hat dio Form einer Parabel {Bild 244, b). 

Der Neigungswinkel rp A und die Durchbiegung v A am linken Ende sind: 


Va “ 


Qä 

EJ 


und 
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Wir haben; l ) 
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0 = 

3 2 6 * 


qi 3 


<0, 


Qa~~ 

fA = " 6 EJ 
M a « + 0c = + 


Va “ + 8^7 > °' 


)(*■)- 


+ 


7Ü 

8 ’ 


Der Neigungswinkel 9 ? 0 und die Durchbiegung v c in der Mitte des Balkens sind: 

~Öq , Mß 

fo-fj imd V ° = EJ- 

Hs ist hier erforderlich, don Wert <P l der Fläche mnti^n (Bild 244, b) und ihr statisches 
Moment S in bezug auf don Querschnitt C (m/Rj) zu ermitteln. 


llfenbar i3t: 

Vir orhalten: 


Qo 


•0i und M e = Cj = -f S. 


± dx== 0*L 

2 da 6 


qx 


7 ql a 
48 ’ 


nd folglich 


77 V 

48 ’ Vo 48 EJ 


Iql* 


< 0 , 




qx* ^ qlx? 
8 12 




M 0 ~ + S = + ^ ql\ v 0 « + 3^7 > 0. 

clsplcl 43 

Untersuchen wir einen Balkon unter der Einwirkung einer Einzellast P, die im Ab¬ 
ende n von dem linken Auflager angreift (Bild 245, a). 

Wir berechnen die Auflagerreaktion des Aktiven Balkens, indem wir die Momontenlanio 
b fiktive Belastung benutzen (Bild 245, b). Die Fläche der gesamten Momentenlinio ist: 


0„ 


1 i Pah _ Pah 


ld die Abslündo ihres Schwerpunkts yon den Auflagern (Kapitol 5.3, Beispiel gemäß 
tld 131) 


ö-f-f , , i-j-Z 

c = —-— und d ~ ——, 


‘) Siehe Kapitel 5.3 (Ende). 
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Folglich sind die fiktiven Auflagerreaktionen [siehe die Formeln {7.73}]: 

-r 0d Pab l-j-b 1 Pali (l 4- b) 

^ = T ~ ~2-3”'T = -67-M 

7 ? 0c Pab l+a 1 Pa6(l4-a) 

Bt= — == ~2 -ä - '!“ -6 T —- l 7 - 7 *) 

Auf Grund der Formeln (7.74) sind die Neigungswinkel der Tangenten an den Auflagern 
gleich 

Ä _ Pab (l + fr) 
a ~ EJ 6 EJl 


und 


B 

EJ 


Pab (l -f a ) 
6 EJl ' 


Für einen beliebigen Punkt des ersten Abschnitts (0 gajga) ist: 

1 Pbx Pbx 8 

••-7 X ~1 -ST’ 

V * 61 21 

Hieraus ergibt sich, daß der Neigungswinkel der Tangente im Punkt x gleich 


9> 


1 


61 


Pßfe(l + 6) Pia 8 ] Pb r „.. 

“ “ “ TTj " 071 [a (l + ‘I - 3 


Die Durchbiegung im Punkte x a ist: 

M 1 
v ~eJ = e3 


r Tr 0 *1- 1 + 

Pbx 8 x' 

L * 3 j EJ[ 61 

21 3 j 





(7.77) 


(7.78) 



Bild 240 


Die Formeln (7.77) und (7.78) stimmen mit den für den gleichen Fall auf analytischem 
Woge erhaltenen Formeln (7.31) und (7.32) überein. Auf diesem Woge sind wir jedoch 
bedeutend schneller auf diese Formel gekommen, da wir die Einführung willkürlicher 
Konstanten und die Ermittlung der letzteren vermieden haben. 
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Beispiel 44 

Betrachten wir einen Balken unter der Einwirkung einer gleichmäßig verteilten Be¬ 
lastung von der Größe q (Bild 246, a). 

Berechnen wir zunächst die Auflagerreaktionen des fiktiven Balkens (Bild 246, b). Die 
Fläche der gesamten Momentenlinie (siehe den Schluß des Kapitels 5.3) ist: 




2?i» il 8 

H 8 12 


Die Momentenlinie ist symmetrisch. Folglich sind die fiktiven Auflagerreaktionon ein¬ 
ander gleich: 

7-n - „ li 3 

A-B- Y = 24 - 

Die Neigungswinkel der Tangenten an den Auflagern sind: 


EJ 


ql s B ql* 

24 EJ Und ^ ~ EJ ~ 24 EJ' 


Für einen beliebigen Punkt C im Abstande x vom linken Auflager ist: 




= gfa? 8 _ qa? 


6 ’ 


4 6 

^ S t (*r - ^ - If • (f)'+* (?)'] • 

Folglich ist der Neigungswinkel der Tangente im Punkte xi 

»-Ab-w+'m 


(7.70) 


Die Durchbiegung im Punkte C jst: 


M 

V EJ' 


worin M = Ax - 0 x d g ist. 

|^*4s[ aber das statische Moment der Fläche AGD der Momentenlinie in bezug auf 
den Querschnitt C (Bild 246, b): 

ä -<*•*■!-/( 

Folglich ist: 

£ ■-(# - q 4 ) h£Et- s (t)*+(t) 4 ] 


und 


V. B= 




(7.80) 


Die Formeln (7.79) und (7.80) stimmen mit den für den gleichen Fäll auf anderem Wege 
erhaltenen Formeln (7.20) und (7.21) unter Punkt C des Kapitels 7.2 überein. 
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Beispiel 45 

Untersuchen wir einen Balken unter der Einwirkung oinos in der Mitte angreifenden 
Kröflepaares {Bild 247, a). 

Die Auflagerreaktionen des fiktiven Balkens (Bild 247, b) sind gemäß den Formeln (7.73) 


m D l l_ __ mal J2 


A — 

* * "*0* 

&»d 2 - <P 1 d l 8 ’ 3 ~8~ 

XL. 

mal 


l l 


24 

B = 


m Q l\ 

24 ) = 

s|« 

ii 


(d. h, die linke fiktive Aufiagerreaktion muß nach unten und die rechte nach oben gerichtet 
sein). 

Die Neigungswinkel der Tangenten an den Auflagern sind; 



Bild 247 


Der Neigungswinkel cp in der Mitte des Balkens ist; 

Q _ (T -L <b \ - 1 ( m o l i _ i >”e l ^ r, 

9 EJ EJ ' A + 01 ' EJ \ 24 + 8 J ~ + I25d > °’ 


d. h. der Neigungswinkel in der Mitte des Balkens ist zweimal so groß als der Neigungs¬ 
winkel an don Auflagern und dem Vorzeichen nach entgegengesetzt. 

Die Durchbiegung in der Mitte ist; 


M 1 4 / m 0 l 

v ~~ EJ “ W y 1 2 + EJ "24' '1 

In Bild 247, a ist die elastische Linie des Balkens dargeslclll. 


J. I m o l 
2^8 


H. Nehmen wir einmal an, daß ein Balken mit zwei Kragarmen vorliegt, der 
frei auf zwei Auflagern ruht und unter der Einwirkung einer vertikalen Belastung 
steht (Bild 248, a). Uns interessieren die Größen der Durchbiegung und des 
Neigungswinkels in einem beliebigen Punkte der gebogenen Balkenaolise. 

18 Fllonenko I 
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In irgendeinem Punkte des zwischen den Auflagern gelegenen Balkontßils 
muß man diese Größen nach den Formeln (7.70) und (7.72) wie für einen ein¬ 
fachen Balken ermitteln, indem man vorher die Kragarme entfernt und ihre 
Wirkung durch entsprechende Kräftepaare niA und m B ersetzt (Bild 248, b). 


Dann ist: 



(7.70) 


und r (7.72) 

worin Q und M die fiktive Querkraft und das fiktive Biegemoment im gegebenen 
Punkte des fiktiven Balkens sind, der mit der Fläche der Momentenlinie infolge 



Bild 248 


der Belastung des Balkenfeldes zwischen den Auflagern und der an den Enden 
angreifenden Kräftopaare m A und m B belastet ist (Bild 248, c). 

Die Neigungswinkel an den Auflagern werden nach den Formeln: 

Ä 








Graphoanalyiische Methode, Fiktive Belastung 


275 


und 




B 

EJ 


ermittelt, worin A und B die entsprechenden Reaktionen des fiktiven Balkens 
sind (Bild 248, c). 

Die Ermittlung der Durchbiegungen und der Neigungswinkel in den auf den 
Kragarmen gelegenen Punkten werden wir durchführen, indem wir zuerst von 
der Annahme ausgehen, daß die überkragenden Teile des Balkens absolut starr 
sind. Dann werden sich die unverformt gebliebenen Kragarme (Bild 248, d) um 
die Winkel a und ß drehen, und der Neigungswinkel in einem beliebigen Punkte 
des linken Kragarmes ist: 

<Pi = « 

und des rechten: 

*Pr ~ ß' 


Die Durchbiegung ij in einem beliebigen Punkte des linken Kragarmes in einem 
Abstand £ von dem Auflager A ist: 

*!=-£«. (7.81) 

Das Minuszeichen ist aus dom Grunde gewählt, weil die Durchbiegungen dem 
Vorzeichen nach dem Winkel a entgegengesetzt sein werden. Die Durchbiegung 
in einem beliebigen Querschnitt dos rechten Kragarmes im Abstande tj vom 
Auflager B ist analog 

ifr^tjß. (7.82) 

In Wirklichkeit verformen sich jedoch die Kragarme, Die hierbei entstehenden 
Durchbiegungen und Neigungswinkel können nach den Formeln (7.67) und (7.68) 
ermittelt werden. Bezeichnen wir sie für den linken Kragarm mit v'{ und q'{ 
und für den rechten Kragarm mit v" und qff. Geht man von dem Prinzip der 
Unabhängigkeit der Kräftewirkung aus, so erhalten wir die endgültigen Werte 
der Durchbiegungen und Neigungswinkel durch entsprechende Addition: 

vi = i'i + <•" = - £« 4- v r = v'f 4* < = nß 4* < 1 83 , 

<fl =• Pf 4- (fl = a 4- <pi\ (pr = 9-V 4- (pr *= ß 4- <Pr • I 


3. Das mit den Formeln (7.83) ausgedrüekte Ergebnis kann durch die Kon¬ 
struktion eines dem gegebenen Kragträger entsprechenden fiktiven Balkens er¬ 
reicht werden (Bild 248, a). Zu diesem Zweck benutzen wir wie oben die Formeln 
(7.67) und (7.68). Die Enden C und D des wirklichen Balkens sind frei, Hier ist 
v 0 und cp =k 0. Dies bedeutet, daß die Enden C' und D' des fiktiven Balkens 
(Bild 248, f) eingespannt sein müssen. Außerdem muß man berücksichtigen, daß 
in den Auflagerpunkten A und B des wirklichen Balkens die Durchbiegung v 
bei beliebiger Belastung gleich Null ist. Dies bedeutet, daß in den entsprechenden 
Punkten A' und B ' des fiktiven Balkens das Biegemoment M bei beliebiger 
fiktiver Belastung gleich Null sein muß. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn in 
den Punkten A' und B 1 Gelenke angeordnet werden oder, anders ausgedrückt, 
wenn wir den fiktiven Balken aus zwei Kragbalken CA' und B'D' und einem 
an den Enden gestützten Zwischenbalken A'B' bilden, 
zs* 
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Die Ermittlung der Winkel <p„ und der Durchbiegungen v m des wirklichen 
Balkens (Bild 248, a) wird auf die Ermittlung der Querkräfte Q und der Biege¬ 
momente M des fiktiven Balkons (Bild 248, f) zurückgeführt. Bei der Ermittlung 
der Durchbiegungen und der Neigungswinkel des zwischen den Auflagern ge¬ 
legenen Teiles AB des wirklichen Balkens genügt es, sich auf den Zwischenteil 
A'B' des fiktiven Balkens zu beschränken, wie dies auch oben durchgeführt 
wurde (Bild 248, c). 

Bei der Untersuchung der Formänderungen der Kragarmo CA und BD des 
wirklichen Balkens kann man sich auf die Betrachtung der Kragtoile C'A‘ und 
B'D' des fiktiven Balkens beschränken (Bild 248, f), indem man den Zwischen¬ 
teil A'B' entfernt und seine Wirkung auf die Enden A' und B' der Kragtoile 
durch Drücke ersetzt, die den Reaktionen A und ß gleich und entgegengesetzt 
gerichtet Bind. 

Es wird dem Leser empfohlen, sich davon zu überzeugen, daß man auf diesem 
Wege die gleichen Formeln wie früher (7.83) erhält. 


7.8 Graphische Methode 


A. 

um: 


Den Ausdruck für die Durchbiegung (7.68) schreiben wir in folgondo Form 

M = EJv. (7.84) 


Stellen wir uns einmal irgendeine kontinuierlich verteilto Belastung vor, und 
zeichnen wir für diese eine Seilkurve bei einem Polabstand 11 (Kapitol 5.9). 
Das Moment irgendeines Teiles dieser Belastung um don gegebenen Punkt wird, 
wie uns bokannt, durch ,, 

M = H,j (7.85) 

ausgodrückt, worin y die Ordinate der Scilkurvo zwischen don äußorston Seil- 
zügen für den gewählten Teil der Belastung ist. Vergleicht man die Formeln (7.84) 
und (7.85), so kommen wir zu folgender Ableitung. Setzen wir 


j 

«n, so erhalten wir: 


M — M und 11 = EJ 
y = v, 


<1. h., wenn wir für die fiktive Momontenbolaslung eine Seilkurvo boi einem Pol¬ 
abstand II = EJ zeichnen, so stellen die Ordinalen dieser Kurve die elastische 
Lime des Balkens dar, oder, kürzer ausgedrückt, die elastische Linio kann als 
beilkurve für die Momcnlenbelastung Boi einom Polabstand II « EJ erhalten 
worden. Diese Sachlage gibt uns eine rein geometrische Konstruktionsmothodo 
der elastischen Linie und erklärt uns endgültig, warum die Mohrsche Methode 
die Bezeichnung „graphoanalytische“ orhalten hat. 

Der Gang der Konstruktion ist folgender: Man wühlt irgendeinen Linoar- 
maßslab für die Darstellung der fiktiven Kräfte (z. B. 1 lm a ~ 1 mm) und 
zeichnet für diese das Kräftepolygon. Wir wählen don Polabstand II ^ EJ. 
Wir ziehen die Seilstrahlen, konstruieren das Seilpolygon und zeichnen in dieses 
, (Capitol 5*9) ein, die die elastische Linie in dem gleichen Maßslab 

daratelJt, m dem der uns gegebene Balken wiedergegobon ist. Wir wissen jedoch, 
daß die Durchbiegungen gewöhnlich nur einen geringfügigen Teil der Spannweite 
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des Balkens ausmachen. Daher wird sich die auf die angegebene Weise gezeichnete 
Kurve nur unmerklich von einer Geraden unterscheiden, und das Ahmessen der 
Durchbiegungen wird sich praktisch als unmöglich erweisen. Daher muß man 
den Polabstand II — EJ verkleinern und damit den Maßstab der Ordinaten 
der elastischen Linie 1 ) um so viel mal vergrößern, daß man die Durchbiegungen 
in der Zeichnung messen kann. 

Wenn der Balken im Maßstab 1 js dargestellt ist und man die Durchbiegungen 
in natürlicher Größe zu erhalten wünscht, so erhalten wir, wenn man die Steifig¬ 
keit des Balkens in jt j • |m| 2 ausdrückt, den erforderlichen Polabstand 2 ) 





[tm 2 J. 


Um aber die Durchbiegung in n-facher Vergrößerung zu erhalten, muß man den 
Polabstand gleich gj 


II = 


n ■ s 


annehmen. 

Den erhaltenen Wert II muß man im Maß stab der fiktiven Kräfte ab tragen. 


B. Die graphische Methode ist besonders für die Fülle geeignet, in denen der 
Balken in den verschiedenen Abschnitten ein unterschiedliches Querschnitts* 
trügheitsmoment aufweist. Das letztere trifft z. B. für genietete und goschweißte 
Stahlträger infolge der zusätzlichen horizontalen Gurtplatten in den Abschnitten 
zu, in denen sich das rechnerische Biegemoment vergrößert. Hierbei kann man 
eines von zwei Verfahren wählen: 

1. Die Seilkurve wird für einzelne Abschnitte entsprechend der verschiedenen 
Steifigkeiten EJ dieser Abschnitte mit verschiedenen Polabstünden ge¬ 
zeichnet. 

2. Die Seilkurve wird bei einem beliebig gewühlten Polabstand (angenommen, 
gleioh der größten Steifigkeit) und entsprechend reduzierten fiktiven Kräften 
gezeichnet. Wenn daher der gewählte Werl des Polabstandes II = EJ ist, so- 
erhalten wir die entsprechenden geänderten fiktiven Kräfte, wenn wir an Stelle 

der Af-Linie die M/c-Linie zeichnen, worin h = und EJ die Steifigkeit des 
Balkens in einem beliebigen Querschnitt ist. 

Die Genauigkeit der Konstruktion hängt von der Aufteilung der Fläche der 
Momentonlinie in eine mehr oder weniger große Anzahl von Teilen ab. 

Für einen auf zwei Auflagern ruhenden Balken muß man die Schlußlinie unter 
Beachtung der Bedingung ziehen, daß die Durchbiegungen an den Auflagern 
gleich Null sind. Demzufolge muß man d;o Mitten der Auflager auf die Seillinio 
herunterloten und durch die erhaltenen Schnittpunkte die Schlußlinie ziehen. Für 
einen mit einem Ende in einer Wand eingespannten Balken ist die Durchbiegung 
und der Neigungswinkel an der Einspannungsstelle gleich Null. Auf diese Weise 
ist die Schlußlinie die Tangente, die durch den der Einspannungsstelle ent¬ 
sprechenden Punkt zur Seillinie gozogen wird. 

■) Do in der Formel (7.85) der Unke Teil M von dem Maßstab der Zeichnung nicht abhfingt, so wird 
sich y bei einer Verkleinerung von il auf den m-ten Toll tim das m-fnehe vergrößern. 

*) Ausführliches über dio graphische Methode siehe Ji. g. npooitypmtOB, „CTpo0Te.ni.unii «oxannren“. 
h. I, Moüia.n 1023, („Die Banmcchnnik" von L. D. Proskurjakow, Teil I. Moskau 1028), H. M. PaÖHMonnv, 
„Kypo cTpoÜTQ.’u.iioit Mexanmm''.v. I. Mooitna 1838 (Das „Lehrbuch der Baumechanik vonJ. M. Rnbino* 
witsch. Teil I, Moskau 1938) und H. II. MtiTimoicnii, „CTpoJhfMMtaji noxaiiima*', CII. 15,1913, („Die 
• Bttumeclinnik'* von N. N. Mitlnskf, St. Petersburg 1913). 
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C. Beispiel 46 

Es soll der Querschnitt des stählernen Kragträgers (Bild 249, n) bestimmt werden, 

2. sollen die Durchbiegungen und Neigungswinkel der gebogenen Achse in den Punkten A> 
B, C, D und E mit Hilfe der graphoanalylischcn Methode ermittelt worden und 

3. soll die Biegelinic des Balkens graphisch mit Hilfe des Soilpolygons gezeichnet, und 
schließlich sollen dio für die Punkte C, D und E gefundenen Durchbiegungen mit den 
Ergebnissen der Berechnung auf Grund der graphoonnlytischen Methode verglichen 



Bild 249 


Wahl des Querschnitts, 

Die Momontonlinio ist in Bild 249, o dnrgestollt. M m9X ■=> 6 tm und folglioh 
600000 

W x orf ~ * ==• 428 cm 3 , Wir wählen einen I -Träger Nr. 27 b 1 ), dor ein Wg. =■ 509 cm* 

und ein J x — 6878 cm* aufweist. 

Die Steifigkeit dos Balkens ist: 

_______ EJ *= 2,0 ■ 10« • 6878 = 48756 • 10« ■» 1875,6 tm 8 . 8 ) 

>) Anm. d. deutschen Redaktion: Diese Prolllwerte entsprcclien etwa denen des ln Deutschland nicht 
mehr gebräuchlichen ungernden Profllca i 27 mit W* =* 46t cm* und Jx =» 0030 cm'. 

^ Anm, rf. deutschen Redaktion: Der Ü-Modul deutscher Stähle wird allgemein zu 23 » 2,1«10* [kg/cm'] 





Graphische Methode 


279 


Bestimmung der Neigungswinkel an den Auflagern 

Zur Ermittlung der Neigungswinkel an den Auflagern genügt es, den mittleren Teil 
des Balkens herauszutronnen und die Wirkung der Kragarme durch Momente zu ersetzen 
(Bild 249, d). Zur bequemeron Berechnung teilen wir die Momontenlinio des Mittelfeldes 
(Bild 249, c) in zwei Linien auf: 

in eine infolge der an den Enden angroifenden Kröftepaaro und eine zweite infolge der 
Belastung zwischen den Auflagern (Bild 249, f). Dann ist 


A , , B 

° = und »--W 


worin 

und 

Ferner haben wir: 


A = Ai + A a und B *= B x + 


3x 


M Ä l 

+ 

m b i 

_1^ + 

-4-8 

3 

6 

3 + 

6 

M Ä l 

+ 

Mql = 

-ü-v 

-4-8 


,33 tm 8 


~r + $td t + 4> s d a + # 4 d 4 

8 “ l “ l 

. 7,67 + 4,5 ■ 9 • 5,25 + ^ • 2 + | • 2,25 .3-1,5 
*" 8 * ' ' " 
rT Cl < ^ 1 C 1 + <h 2 C a + tf’s c 3 + ^4 C i 

_ — ' l 

■ ■^—•0,33 +4,5.9-2,75 +-ll? . 6 +. 2,25 -3.6,5 


- 32,96 im 8 , 


27,8 tm 8 . 


— B“?0,0085 = 20',2", 


Dann ist Ä - -21,33 + 32,96 *= 11,63 tm 8 ; jö'= -18,67 + 27,8 = 9,13 tm 8 , 
Es ist folglich 

Bestimmung der Durchbiegung Vg und des Neigungswinkels ip E in der Mille 
Es ist nach den Formeln (7.67 und 7.68) 

M , Q 

V *~W und 


Gemäß Bild 249, f haben wir: 

^ « Ä+ d> 6 + 0 8 - <P X - = 11,63 + i_i +5-4 


0,5-9 


3,5 • 9 - ~ 0,12 tm 8 , 


M «* A • -g- + 0 6 d, + <V« - <M 7 - 0 7 d 8 

= 11,63.4 + ^ - 2,67 + 5 • 4 ■ 2 - MJL . 3,67 - 3,5 • 9 • 1,75 = 27,48 tm* 

2 J* 
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9g = = -0,000088 - - 0,005° = -19". 

lo/üjb 


Folglich ist: , - 0.0199 “ “ Cm 

(Die Durchbiegung ist positiv, d. h. nach unten gerichtet), 
und 

Bestimmung der Durchbiegung v 0 und des Neigungswinkels q> 0 am Ende des linken Kragarmes. 
Benutzt man die Formeln (7.83), so ist: 

<Pg ~ Vc' + fo" und v 0 ~ V + v 0 "» 
worin Wo' = a ~ •+• 0,0085 = +29 12 

und Vo # *»-«««-2 •0,0085 =-0,017 m« -1,7 cm ist. 

Zur Ermittlung der Werte tp C " und v 0 " benutzen wir die Formeln (7.67) und (7.68). 

Q 


Es ist: 


worin 


Folglich ist: 
und 


W 

v 0 “ 


± 

EJ 


<Po' 

6-2 


EJ 


und Vq' 


M_ 
EJ ’ 


£« +_ 

EJ T 1375,6 


— 6 tm* und M — 6 • ^ =8,0 tm a ist. 


== -0,0044 = -16' 

= —^ 0,0058 m = -f- 0,58 cm. 


1376,6 

8,0 


Setzt man die Worte in (7.83) oin, so erhalten wir: 

(po — <pc' 4* <Pc" = +29'12" -f- ( 16 y ) = 13'12 
und t’o = vc' + Vo" — + 9»58 *** —1,12 cm 

(die Durchbiegung ist negativ, d. h. nach oben gerichtet). 

Die Ermittlung der Durchbiegung vp und des Neigungswinkels <po am Endo D dos rechten 
Kragarmes wird analog durchgeführt. Wir erhalten: 

f D ~ —15'24" und v 0 => —1,03 cm 

(die'Durchbiegung ht negativ, d. h. nach oben gerichtet), 

Die elastischo Linie des Balkons mit den eingetragenen Werten der Winkel und Durch¬ 
biegungen ist in Bild 249, b dargestollt. 


Graphische Ermittlung der Durchbiegungen (Bild 250) 

Die Fläche der Momentcnlinie teilen wir in Elomento von jo 1 m auf, so daß dio mittleren 
Ordinalen der Elemente die Größen der Flächen angeben, d. h. sio können zahlenmäßig 
gleich don fiktiven Krttfton angonommen worden. Eine Ausnahmo bilden dio fiktivon 
Kräfte 3, 4 (da hier die Längen dor Abschnitte ungefähr gleich 0,25 m sind) und 5 (dio 
Länge des Abschnitts ist ungefähr gleich 0,5 m) (Bild 250, b). Für dio beiden orsten Kräfto 
sind dio Ordinaton auf ein Viertel und für dio letzte auf die Hälfto vcrkloinort. Als Maßstab 
der fiktiven Kräfte sind 2 tm* s= 1 cm gewählt (die Zeichnung ist gegenüber dom Original 
verkleinert). 

Da sich in unserem Falle dio fiktiven Kräfte hinsichtlich des Vorzeichens ändern, müssen 
die Vektoren, die diese Kräfto im Kräftepolygon darstellon, toils nach unten und teils 
nach oben gerichtet sein. Um das sich hierbei ergebende Übordecken der Vektoren durch 
andere zu vermeiden, ist in Bild 250, c folgendes Verfahren angewandt worden, 

Für Kräfte, dio nach unten gerichtet sind, ist das Kräftepolygon a0 8 fe mit dem Pol ö t 
gezeichnet. Was jedoch den Teil des Kräftepolygons für die fiktiven Kräfte dos linkon 
Kragarmes anbetrifft, so sind mit diesem zwei Drehungen vorgonommon worden: 
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1. um 180° um die vertikale Achse in die Lage aO' q c x und 

2, um 180° um die horizontale Achse jc-r ai in die Lago aO x e, 

Es ist leicht zu erkennen, daß hierbei die Richtungen der Strahlen 1, 2, 3 und d mit 
ihren ursprünglichen Richtungen übereinstimmon, die entsprechenden Kräfte 1, 2 und *3 
aber nicht mehr nach oben, sondern wie die Kräfte 4,5 —11 nach unten gerichtet sind. 

Das gleiche Verfahren ist auf die fiktiven Kräfte des rechten Kragarmes angewandt 
worden. Dieses Verfahren ermöglicht es, alle fiktiven Kräfte ira Kräftcplan unabhängig 
von ihrem Vorzeichen nach unten abzutragen, wobei aber der Polabstand für nach oben 
gerichtete Kräfte nach linita und für naoh unten gerichtete Kräfte nach rechts abgetragen 

EJ 

wird. Der Maßstab des Polabstandos H = rrr = 13,756 tm* ist so gewählt, daß sich 

100 

die Durchbiegungen in natürlicher Größe ergeben (da der Längemnaßstab Yioo * 9t ' 80 mu ^ 
der Polabstand EJ auf den hundertsten Teil verkleinert werden). Dankt man an den Maß* 
stab der fiktiven Kräfte (2 tm* ^ 1 cm), so wählen wir in der Zoiohnung 


II = 


13,756 

2 


6,88 cm. 



Die Schlußlinio ist bei Beachtung der Bedingung gezogen, daß die Durchbiegungen an 
den Auflagern gleich Null sind (Bild 250, o). Der Unterschied der Durchbiegungen in den 
Punkten E und D, die graphoanalytisch berechnet und graphisoh bestimmt worden sind, 
ist geringfügig. 

Die entsprechende, von der horizontalen Basis aus gezeichnete elastische Linie ist in 
Bild 250, d dargestellt. 
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Aufgabe 2 

Für einen Balken auf zwei Stützen von der Stützweite l, der mit einer beliebigen 
Belastung und Kräftepaaren M l und .M a an den Enden belastet ist (Bild 252, a), 
sind die Neigungswinkel an den Enden des Balkens zu ermitteln. 

In Bild 252, b sind die Momentenlinien infolge jeder Belastungsart dargestellt. 


Wir haben: 


a 

il 

worin 

A 

0d . MJ M B l . , 

" t + 3 + 6 18t ’ 

Ferner ist 


P EJ' 

worin 

B = 

0c MJ MJ . 

- 1 + 6 + 3 1St ' 

Demzufolge ist 

a - 

1 AM MJ Mj A 
3 6 } 

und 

ß* 

1 (0c MJ MJ 

TÜ\l + 6 + T 


(7.88) 

(7.89) 


B. Die Formeln (7.86) und (7.87) sowie, auch (7.88) und (7.89) sind von großer 
Bedeutung: 

Sie geben die Abhängigkeit zwisohen den Formänderungen und Kräften der 
durchgenommenen allgemeinen Aufgaben über die Biegung des Balkens an. Von 
diesem Gesichtspunkt aus sind die Formeln (7.86) bis (7.89) als Folge und weitere 
Ausdehnung des ihnen zugrunde liegenden Hookeschen Gesetzes'anzusehen.. 
Daher werden sie im weiteren für uns die Rolle eines physikalischen Gesetzes 
spielen, das bei der Lösung statisch unbestimmter Fälle der Biegung von Balken 
benötigt wird. 

Bei der Benutzung dieser Formeln muß man sie aufmerksam analysieren, 
indem man die physikalische Bedeutung jedes der Glieder im einzelnen klärt. So 
drückt z. B. in der Formel (7.87) das erste Glied der rechten Seite die Durch¬ 
biegung des Punktes B infolge der Belastung der Kragweite aus, das zweite 
Glied infolge des Kräftepaares M B und das dritte infolge der am Ende angreifen¬ 
den Kraft B. 

In der Formel (7.88) drücken die drei Glieder der rechten Seite die entsprechen¬ 
den Neigungswinkel a infolge der Belastung im Feld sowie infolge des Momentes 
Mj und M z aus. 

Eine derartige Analyse ermöglicht es, diese Formeln jedesmal nach Bedarf auf¬ 
zustellen, ohne diese im Gedächtnis behalten zu müssen. 



0 Statisch unbestimmte Aufgaben der Biegung 
0.1 Elnfeldbalkcn mit einem oder zwo! einfjoaponnten Enden 

A. Im Kapitel 5.1 haben wir nachgewiosen, daß nur zwei Arten von statisch 
bestimmten Balken mit einem Feld möglich sind: Der Krag- oder Froiträger und 
der einfache Balken mit einem gelonkig-festen und einem anderen gelenkig¬ 
beweglichen Lager. Die Anzahl der Auflagersiäbe beim statisch bestimmten 
Balken ist gleich drei (siehe Bild 122). Wenn das Auflagorstabschema des Balkens 
in der Summe mehr als drei Stäbe aufweist, so ist der Balkon statisch unbestimmt. 
Die durch die zusätzlichen (die drei übersteigenden) Stübo geschaffenen über¬ 
zähligen Befestigungen rufen überzählige Kräfte, d. h. überzählige Komponenten 
der Auflngerreaktionen hervor. Die Bedingungen der Statik erweisen sich als 
nicht ausreichend zu ihrer Ermittlung, und es wird die Einführung von Form¬ 
änderungsbedingungen zuerst in geometrischer und alsdann in physikalischer 
Form notwendig. 

Das allgemeine Schema zur Lösung statisch unbestimmter Aufgaben ist dem 
Leser aus dem Absohnitt 2 gut bekannt und durch die in den Kapiteln 2.12 bis 
2.14 durchgenommonon Beispiele erläutert worden. Es ist selbstverständlich 
auch bei den weiter unten behandelten statisch unbestimmten Fällen der 
Biegung voll anwendbar. Bei diesen werden die Einzelheiten dor Anwendung 
dioses allgemeinen Schemas völlig klar hervortreten. 


B. Es ist ein Balken gogobon, der mit einom Ende in der Wand eingospannt 
und dessen anderes Ende gelenkig gestützt ist (Bild 253, a), es liege eine beliebige 
vertikale Belastung vor. Im ganzen sind vier unbekannte Auflagorroaktionon 
vorhanden: Drei Kräfte //, A und B und ein Kräftopaar M v Demnach weist das 
System eine überzählige Unbekannte auf. Nehmen wir als überzählige Un¬ 
bekannte die Auflagorroaktion B an. 

Zu diesem Zweck entfernen wir das rechte Auflager und ersetzen es durch die 
Kraft B. Hierdurch wandelt sich unser Balken in ein statisch bestimmtes System 
um, das wir im weiteren das statisch bestimmte Grundsystem nennen werden. In 
unserem Falle ist es ein Krag- oder Froiträger, der mit der gegebenen Belastung 
und der zunächst noch unbekannten Kraft B belastet ist (Bild 253, b). Dioso 
Kraft muß so gewählt werden, daß die Durchbiegung dos Froiträgers am rechten 
Ende gleich Null ißt. Hieraus erhalten wir die Formänderungsbedingung 

v B = 0. 

Ferner wenden wir die Abhängigkeit (7.87) des Kapitels 7.7 an, in dor gemäß 
den Bedingungen unserer Aufgabe M^ — Q gesetzt worden muß, erhalten wir 
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damit die Gleichung zur Ermittlung von B: 


0'd' - 


BP 

3 


= 0, 


und hieraus: 


3<Z>' 
l 3 


( 8 . 1 ) 

( 8 . 2 ) 


Die Werte 0' und d' sind in Bild 253, c eingetragen. 

Weisen wir hierbei auf die Möglichkeit hin, daß man in jeder statisch un¬ 
bestimmten Aufgabe verschiedene Werte als überzählige Unbekannte wählen kann, 
demnach das gegebene System auf verschiedene statisch bestimmte Grund¬ 
systeme zurückführen kann. In unserer Aufgabe kann man z. B. als überzählige 
Unbekannte das Auflagermoment U A annehmen. Zu diesem Zweck ordnen wir 
am Auflager A ein Gelenk an (Bild 254, a). Da hierbei das Moment im Punkt A 
gleich Null wird, so muß man am Gelenk als Ersatz das zunächst unbekannte 
Moment M A anbringen. 

Verfolgt man diesen Weg, so erhalten wir ein Grundsystem in Form eines 
Balkens auf zwei Stützen (Bild 254, b). Das Moment M A muß so ermittelt 
werden, daß der Neigungswinkel der Tangente zur elastischen Linie am Auflager A 
gleich Null wird. Hieraus erhalten wir die Formänderungsbedingung 

a = 0 . 


Wendet man die Abhängigkeit (7.88) des Kapitels 7.7 an, und setzt man in 
dieser gemäß den Bedingungen der Aufgabe M s = 0 voraus, so erhalten wir die 
Gleichung 


M Ä l 0d 
3 ^ l 


woraus 




3 0d 


ist. 


(8.3) 


Wir erinnern daran, daß der Wert 0 in den Formeln (8.2) und (8.3) verschieden 
ist (Bild 254, c). 





n>m Mi 

Bild 253 




a> 







4 * 4 

r y niimii i i iii iüm niinTinfmmiiiTr 


l/nie M* 


X 




mm 


d -J 


Bild 254 


C. Untersuchen wir jetzt einen an beiden Enden starr eingespannten Balken 
(Bild 255, a). Die Befestigung des rechten Balkenendes wird in der horizontalen 
Richtung als beweglich angenommen. Das Schema eines solchen Auflagers 
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besteht aus zwei vertikalen Stäben (Bild 255, b), demnach kann das Auflager nur 
eine vertikale Reaktion aufnehmen, deren Größe und Lage unbekannt sind. Dio 
Auflagerreaktionen weisen fünf Unbekannte auf, so daß die vorliegende Aufgabe 
zwei überzählige Unbekannte enthält. 

Entfernt man das rechte Auflager B , und ersetzt man dessen Wirkung durch 
die Reaktion B und das Kräftepaar Af a , so erhalten wir das Grundsystem in 
Form eines Freiträgers (Bild 255, c). Die Befestigung im Punkte B erfordert zwei 
Bedingungen der Formänderung: 

Vß — 0 und ß = 0. 


Wendet man die Formeln (7.86) und (7.87) des Kapitels 7.7 an, so erhalten 
wir zwei Gleichungen zur Ermittlung der Unbekannten: 


Aus diesen erhalten wir: 



(8.4) 


Die Werte 0' und d' sind in Bild 255, d eingetragen. 

Bequemer ist es jedoch, die Aufgabe anders zu lösen, indem man als überzählige 
Unbekannte die Auflagermomente des Balkens annimmt. Zu diesem Zweck 
setzen wir an den Auflagern Gelenke ein 1 ) und bringen als Ersatz Krüftopaaro 



an (Bild 255, e). Dann wird das Grundsystem ein einfacher Balken mit zwei 
zunächst unbekannten Momenten an den Auflagern sein. Dio Befestigungen an 
den Auflagern liefern zwei Formöndorungsbedingungen: 

a — 0 und ß — 0. 


l ) Hierzu genügt cs» in A und fl Je einen Auflngerslab zu entfernen. 
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Wendet man diese Bedingungen bei den Formeln (7.88) und (7.89) des Ka¬ 
pitels 7.7 an, so haben wir zwei Gleiohungen: 


(8.5) 


aus denen wir die überzähligen Unbekannten, die Biegemomente M A und M B an 

den Auflagern finden: 2 0 (2 d — c) 

= - • 


M A 1 . 

i 

0d 

3 

r 6 

l 1 

Mgl 

0C 

“ T’ 


M b = 


P 

2 0(2 c-d) 
l* 


( 8 . 6 ) 


Die Werte 0, d und o sind in Bild 255, f angegeben. 

Nach der Ermittlung der überzähligen Unbekannten ist der Balken nicht mehr 
statisch unbestimmt, seine Auflagcrreaktionen und auch M und Q in einem 
beliebigen Querschnitt können ohne Mühe gefunden werden, wodurch nun die 
Spannungen berechnet werden können. 

In der letzten der» durchgenommenen Aufgaben können z, B. M und Q un¬ 
mittelbar naoh den Formeln (5.32) und (5.33) des Kapitels 5.8 ermittelt werden, 
wenn die Formeln (8.6) für die Auflagermomente gefunden sind. Es ist: 

n dM no I M n - M Ä 

& = -£■ = ?* +-T-> 

worin M% und Ql das Biegemoment und die Querkraft im statisch bestimmten 
Grundbalken (Bild 255, e) infolge der gegebenen Belastung im Feld darstellen. 
Die Konstruktion der M- und (FLinie bietet ebenfalls keine Schwierigkeiten. 

D. über die Aufstellung der Formänderungsgleichungen muß man folgendes 
bemerken: 

Wir haben sie auf Grund der allgemeinen Formeln (7.86) bis (7.89) des Ka¬ 
pitels 7.7 der Neigungswinkel der Tangenten zur Durchbiegungslinie erhalten. 
Am Ende des Kapitels 7.7 haben wir schon auf die Notwendigkeit der Klärung 
des physikalischen Sinnes jedes Gliedes dieser Formeln hingewiesen. Diese 
Bemerkung bezieht sich in gleichem Maße auch auf die Formänderungs¬ 
gleichungon. So drückt z. B. die in ihrer anfänglichen Form geschriebene 
Gleichung (8.1) 


*= 0 


<P'd’ _ Bl 3 
EJ 3 EJ 

den Gedanken aus, daß die Kraft B aus der Bedingung ermittelt werden muß, 

daß die durch die hervorgerufene Durchbiegung am Endo des Freiträgers 

d EJ 


0'<v 


die durch die Belastung hervorgerufene Durchbiegung am gleiohenEnde auf- 

heben muß. Es ist nützlich, von diesem Gesichtspunkt aus alle in diesem Ka¬ 
pitel abgeleiteten Formänderungsgleichungen zu betrachten. 



288 


Statisch unbestimmte Aufgaben der Biegung 


E, Beispiele 
Beispiel 47 

Es sind für den in Bild 256 n dargostollton Balken, die Auflagorroaktionon zu ermitteln 
und die M- und ^-Linien zu konstruieren, 

Der vorliegende Balkon hot eine überzählige Unbekannte, wobei als orwühnto Un¬ 
bekannte entweder dio rechte Auflageneaklion B oder das Biogomoment M Ä an der Ein- 
spannung8stello angenommen werden kann. 

Wir wählen als überzählige Unbekannte den Wert der rechten Auflagerroaktion B 
(Bild 256, b) und erhalten, indem wir dio Berechnung gemäß der Formel (8.2) durchführen, 



Bild 256 Bild 257 


Zur Ermittlung von <!>' und d f konstruieren wir dio Linio dor Mömerdo M° infolge der Ile* • 
lastung des Feldes (Bild 25G, c). Dann ist 



i 
* 2 


2 






Sotzfc man diese Werte in (8,2) ein, so erhalte» wir: 


3 Pl *. 5 .1 

30'd' T T 5 n 
l 3 i° 16 
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Die übrigen Auflagerroaktionen (A, H und M A ) kann man aus den drei Gleichgewiohts- 
bedingungen der Statik ermitteln: 

' 27 Y = 0, ZX = 0 und ZM = 0; 

H - 0, A = li P und M Ä = - 1 PI. 


Zeichnen wir die M- und ^-Linie infolge der erhaltenen Kraft B {Bild 256, d) und setzt 
man sie mit den entsprechenden Linien M° und @° infolgo der gegebenen Belastung 
(Bild 256, c) zusammen, so erhalten wir die endgültige M- und @-Linie für den gegebenen 
Balkon, die in Bild 256, o angegeben sind. 

Lösen wir die Aufgabo auf eine andere im Punkte B angcgebono Weise, d. h, nehmen 
wir als Unbekannte das Biegemoment M A an der Einspannung3stolIo an {Bild 257 a 
und b), Gemäß der Formel (8.3) unter Punkt B ist: 

st 30d 

Ma - - -jr- 

Zeichnen wir die Momentenlinio infolge der Belastung der Öffnung (Bild 257, o). Dann ist: 

1 Pi* 


0 


4 2 8 

l 


dt= J’ 

Setzt man diese Worte in die Formel (8.3) ein, so erhalten wir: 


M A =■ — 


3 Je 

i 


-ü pl - 


Die Auflagerroaktionen ermitteln wir auf die Übliche Weise aus den drei Gloiohgewiohts- 
bedingungen des Balkens: 

*-o. 


Ferner zeichnen wir die M- und <?-Linio infolge de3 am linken Auflager angroifonden 
Kräftopaares M x =■ Af^. Setzt man mit diesem die Linien M° und Q° infolge der gegebenen 
Belastung zusammen (die Af°-Linie ist in Bild 257, d dargestellt), so erhalten wir die end¬ 
gültige M- und ^-Linie des gegebenen statisch unbestimmten Balkens (Bild 257, o). 


Beispiel 4B 

Für den an beiden Enden eingospannton Balken (Bild 258, a) sollen die Auflagormomonte 
M A und M b und die Reaktionen A und B infolge der Wirkung der Last P im Abstande x 
vom linken Auflager gefunden worden. 

Zur Ermittlung von M A und M D ist es am zweckmäßigsten, diese Worte als überzählige 
Unbekannte anzunehmen. Führt man dio Lösung gemäß Punkt B durch, so finden wir sie 
auf Grund der Formeln (8.6), in die wir die der gegebenen Belastung (Bild 258) ent¬ 
sprechenden 0, e und d einführen müssen. Es ist: 


Folglich ist: 

M Ä ~ 


Px (i — x) l + * 
“ *2 ’ C = 3 

Px (l — x) 1 /„ 21 — x 
2 * !* [ Z 


19 Filoncnko I 


und ’ 


d = 


2 1 ~x 


3 


l-\- A Px(l~ »)* 
3 j “ P 


(8.7) 
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an Wert für M B finden wir aul die gleiche Weise, Man kann ihn jedoch direkt aus (8.7) 
halten, indem man x durch ( l ~ x) und umgekehrt ersetzt: 


M b = - 


Px* {l - te) 

l» 


( 8 . 8 ) 


ich dor Ermittlung der Auflßgormomente finden wir die Auflagerroaktionen auf die 
■liehe Weise. Es ist: 


JP (Z — *) -M 1 ~ M % 

- , 


B = 


Px + M x + M s 
- , 


( 8 . 10 ) 


rin M x = Mj{ und = ~M S die an den Enden des Balkens angroifenden Momente 
rstellen. 



Bild 258 


Ührt man ihre Werte aus (8.7) und (8.8) ein, so erhalten wir die endgültigen Formeln 
Auflagerreaktionen. Wenn wir als überzählige Unbekannte und B wühlen (d. h. 
itatisoh bestimmtes Grundigstem wählen -wir wieder einen Froiträgor), so bonutzen 
sum Auffinden derselben die Formeln (8,4) unter Absatz C. Geht man von dem Gründ¬ 
en (Bild 258, o) aus, so haben wir: 
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0' - 


Ex* 
2 ’ 


d'*=l- 


X 

3’ 


B * 


M b » 


iiPafif, x l\ Px>(3l~2x) 
~YiT V" 3 ~ 2 j ~ F 

12Pa; a ri/ »\ n Pa 2 (i -a:) 

21“ t 2 V 3 / 3 J ~ i a 


Der Wort Mb stimmt mit dem auf die vorherige Weise ermittelten Wert überein. Wir 
empfehlen dem Leser eine gleiche Kontrolle in bezug auf die Auflagerreaktion B durch¬ 
zuführen. 


Befassen wir uns mit der ersten Variante der Lösung, und nehmen wir l — 10,0 m, 
P = 4,0t und x = 6,0 m an. Dann erhalten wir: 


M Ä = - 


Mb = - 


Px{l - 
l* 

Px 2 (f - 
l* 


*)“ 4 • 6 (10 ~ 6) 2 

, 10 “ 

x) 4 • 6“ (10 - 6) 
40“ 


— 3,84 tm, 

— 5,76tm. 


Die M- und Q-Linien sind in Bild 258, o aufgeführt. Die Auflagerreaktionon finden wir aus 
(8.9} und (8,10), in denen 


und 

sind. Dann ist: 


und 



B » 


Ma — —8,84 tm 


— M B <=> —( — 5,76) «= 5,76 tm 
1,408 t, 

£ « + ". + & _ 2,592 t. 


Als Kontrolle dient dio Bedingung: 

A + B + P « 4,0 t. 


Beispiel 49 

Untorsuchen wir den Fall eines Einfeldfaalkens mit Kragarm (Bild 259). Nimmt mfm 
als überzählige Unbekannte M B an, so erhalten wir die FormÜndorungshcdingung ß *= 0. 
Wertet man diese mit Hilfe von (7.89) des Kapitels 7.7 aus, so erhalten wir: 

6 + 8 + l 

und hieraus M B = — — 8 (8.11) 

Setzen wir dio Zahlenwerte ein, so erhalten wir: 

~ == 3,6 tm“ und M B = — 0,8 tm. 

Die M- und Q-Linien sind in Bild 259, d und e dargestellt. Die Ermittlung der Auflager- 
reaktionen A und B führen wir auf Grund der Q-Linie durch. Wir erhalten: 

A = +1,4 - (-1) = +2,4 1 und 5 = 0 — ( — 1) =» 


19* 
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Die Konivolle ergibt: A -f- B = 1 + 0,4 • 6 = 3,4 t. 

Nach dem Einsetzen der gefundenen Werte vl «ml B erhallen wir eine Identithl, 

Den Quersehnilt mit dem jW max in der Öffnung ermitteln wir unter Benutzung des Lehr¬ 
satzes von Shurawshi-SchwccUer aus der Bedingung Q — 0; 



Bild 259 


Der entsprechende Wert des maximalen positiven Biegcmoments ist gleich: 
M max _ MS + M a + * x - + M a + « 


= 1,2® - 0,2®* - 2,0 -|- « 0,45 tm. 

9 


In der Mitte (bei cc — 3,0 m) ist M « 0,4 tm, 
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8.2 Balken Über zwei Felder 

A, Untersuchen wir den Balken auf drei Stützen (den über zwei Felder durch¬ 
laufenden Balken), wobei ein Lager gelenkig und fest und die beiden anderen 
gelenkig und beweglich ausgebildet sind (pild 260, a). Wir setzen voraus, daß die 
Lager auf einer Ebene liegen und so ausgeführt.sind, daß sie sowohl positive als 
auch negative Auflagerreaktionen aufnehmen können, d, h. der Balken kann sich 
nicht von den Lagern abheben. Die Steifigkeit des Balkens wollen wir über die 
ganze Länge als konstant annehmen (EJ — const). Ein derartiger Balken ist 
statisch unbestimmt und weist eine überzählige Unbekannte auf. 

Als überzählige Unbekannte kann man eine beliebige von den Auflager- 
realctionen B und C annehmen. Entfernen wir z. B. das mittlere Auflager, so 
erhalten wir ein Grundsystem in Form eines Balkens auf zwei Stützen 



Bild 260 

(Bild 260, b). Das entfernte Auflager ersetzen wir durch die Kraft B, deren Wert 
wir aus der Bedingung finden, daß die gesamte Durchbiegung an der Stelle B 
infolge der gegebonon Belastung und der Kraft B gleich Null sein muß. 

Wir gehen hier aber anders vor. Wir setzen in den Balken über dem Auflager B 
ein Gelenk ein und erhalten ein Grundsystem in Form von zwei einfachen Balken 
AB und BC t die ein gemeinsames Auflager B haben und unter dor Einwirkung 
der in den beiden Feldern angreifenden Belastungen stehen. An der Stelle des 
Gelenkß müssen zwei entgegengesetzt gerichtete Kräftepaare eingefügt werden, 
die die Wirkung eines jeden Balkons auf den benachbarten aüsdrücken 
(Bild 260, c). Zum Zweck der klaren Darstellung sind diese Balken in Bild 260, d 
getrennt gezeichnet. 
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Wir bezeichnen mit m das die Wirkung des linken Feldes auf das rocht» 
ausdrückende Moment und wählen als überzählige Unbekannte da« 1h 
moment M n = m am Auflager ß 1 ). Den Wert M B finden wir aus der zusälzli' 
Bedingung, daß die elastische Linie gleichmäßig über dem Auflager vmln 
muß, ohne einen Knick zu erleiden (Bild 260, a). 

Folglich wird die zusätzliche Formftnderungsbodingung die Gleichheit 
Tangentennoigungswinkel zur elastischen Linie des Balkens über dom Aufl 
für das linke und rechte Feld sein. Bezeichnet man mit ß t den Neigungswi 
am rechten Auflagor des linken Feldes und mit a 2 den Neigungswinkel am lii 
Auflager des rechten Feldes, so können wir die erforderliche Formttmlmi 
gleiohung wie folgt aufschreiben 2 ): 

ßl 5=3 a 2‘ 


Jetzt muß man offenbar dio Winkel ß t und a 2 durch M D ausdrückon, indem 
die Formeln (7.88) und (7.89) des Kapitels 7.7 benutzt. Wendet mnn 
Formel (7.89) in bezug auf das linke Feld an, und beachtet man, daß in um 
Aufgabe M Ä — 0 ist, so erhalten wir 


A« 


EJ \ k 


4 * 


M B k\ 
3 /’ 


worin und c t sich auf dio A4°-Linie des linkon Feldes beziehen (Bild iUJC 
Zur Bestimmung des Winkels a 2 bonutzen wir dio Formel (7.88), indem wii 
Bezeichnungon M Ä durch M B und M B durch M 0 = 0 ersetzen. 


Dann ist 


2 EJ\ l t + 3 n 


worin <P 2 und d 2 sich auf dio M°>Linio des rochton Feldes beziehen (Bild 2hl 
Setzt man dio Werte dor Winkel ß t und tt 2 in die Formändorungsbodiri) 
(8.12) ein, so erhalton wir folgende zusätzliche Gleiohung: 




k 


3 


^V4 Afjjfj 


U 




oder (k -f* l 2 ) M B = 

Löst man sie, so erhalten wir: 




+ 


3 


k 


'0j Cl . 0 2 d 2 


Mr 




L 


(1 


k~\r k 

Beachten wir, daß die hierin enthaltenden Ausdrücke und 

k k 

fiktiven Auflagerreaktionen (die rechte Reaktion für das linke Feld und dio I 


‘) Hierzu ist 03 erforderlich, an die zu den Formohi (5.25) und (5.20) des Kapitels 0.7 8##« 
Erläuterungen Über die Vorzeichen der Bolnstungs- und Bfcgomomchto zu denken. 

*) Dio Winkel und a, sind sowohl der Größo als auch dem Vorzeichen nach gleich, ua sie 
Drehung der Tangenten auf dieselbe Seite gebildet sind. 
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Reaktion für das rechte Feld) infolge der Momentenbelastung jedes Feldes sind 
wenn man sie als einzelne einfache Balken betrachtet (Bild 260, d und e). 

Nach der Bestimmung von M s können wir jedes Feld einzeln als einfachen 
Balken unter der Einwirkung der gegebenen Belastung und des Biegemoments M B 
an einem der Auflager betrachten, und so kann dann die weitere Berechnung, 
z. B. die Konstruktion der M- und (LLinie und die Ermittlung der Auflager¬ 
reaktionen, ohne Schwierigkeiten durohgeführt werden. 

B. Beispiel 50 

Ea Bollen für den in Bild 261, a dargostollten Balkon die M- und Q-Linie gezeichnet und 
die Auflagerreaktionon A, B und C ermittelt worden. 



Zur Ermittlung von und — z —, die zu (8.13) gehören, konstruieren wir die Af°- 

h. ‘s 

Momentonlinion infolge dor Belastung in jedem einzelnen Feld (Bild 261, b). Es ist somit: 

Pa ■ 4q . 

«- L. -! « p a * und 0tdt 

h 


4a 


h 


0 . 


Mj 


Setzen wir diese Worte in (8.13) ein, so erhalten wir: 

__ 3 {Pa* + Q) = _ 

4a -}~ 6a 

Nach der Bestimmung des Stützmomontes Mq ist es leicht, die Linien der endgültigen 
Biegemomenle und Querkräfte zu zeichnen. Zuerst zeichnen wir für das linke und rechte 


0,3 Pa. 
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Feld die durch die Wirkung der gefundenen Stützmomonto hervorgerufenen Af-Linien, 
Sie bilden ein Dreieck mnp (Bild 261, c), Trügt man vertikal von der Stützmomontonlinie 
die M°-Linie (Bild 261, b) ab, so erhalten wir die M-Linie des gegebenen statisch unbe> 
stimmten Balkens (Bild 261, c). 


®rg2 


A i i 

IST " 




±C\ 


Bild 262 




In Bild 261, d ist die <)°-Lime für die beiden Felder dargostellt. Ändert man alle Ordinaten 

der Q°-Linie des linken Feldes um ^° -~^- A = — _ o,075P und der rechten 

Mr 4ß 


um 


M 0 


L 


+ 0.05P, so erhalten wir die gesuchte endgültige Q-Linio (Bild 261, c), 


auf Grund derer wir die Auflagerreaktionen ermitteln können: 

A = +0,425 P - 0 « + 0,425 P, 

B +0,05 P - (-0,575 P} = +0,625 P, 
C~Q - (+0,05PJ« — 0,05 P. 



Die Kontrolle ist: A + B + G =• P. 

Setzt man hier die Werte A, B und C ein, so erhalten wir eine Idontititt. 
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Wenn der Balken Kragarme hat (Bild 262), so werden die äußersten Stütz¬ 
momente nicht gleich Null sein. Sie können unmittelbar aus den Gleichgewichts¬ 
bedingungen für die Kragarme ermittelt werden: 

M/l = — Pa ) 



Führt man sie in die Formänderungsgleichung ß x = a 2 ein, so erhalten wir leicht; 


worin 

und 


M a = 


6 (Ii x -f -da) 4- M A k-\~ Mplj 
2 (k + 4) 



4 

4 


ist. 


(8.14) 


Nach der Ermittlung des Stützmoments M B wird die weitere Konstruktion 
der M- und $-Linio wie üblich durchgeführt. 

In Bild 263 sind für einen Balken mit zwei Kragarmen die M- und (Manien 
gezeichnet und die Auflagerreaktionen A, B und C ermittelt. 


8.3 Durchlflulbalken. Drelmomentenfllcichung 

A. Gehen wir zu dem allgemeinen Fall eines über mehr alß zwei Felder durch¬ 
laufenden Balkens über. Derartige Balken nennt man Durchlaufbalken. Nehmen 
wir an (Bild 264), daß eins von den Auflagern gelenkig fest und die übrigen aber 
gelenkig-beweglioh angeordnet sind. Sie liegen alle auf einer Ebene, und die 
Steifigkeit des Balkens ist über die ganze Länge konstant. 


U-z, 

( BEBE) 


1 \ \2 


x-1 | X 

Bild 264 


iH- 

1/1 


Wenn der Balken n Öffnungen hat, so ist die Anzahl der Auflager gleich n +1. 
Die Anzahl der unbekannten Auflagerreaktionen ist 2 + n. Die Anzahl der über¬ 
zähligen Unbekannten ist (2 -f n) — 3 = n — 1, d. h. sie ist gloich der Anzahl 
der Auflager, die zur Gewährleistung der Unbeweglichkeit des Balkens erforder¬ 
lich sind, weniger 2. Hieraus ergibt sich scheinbar auf natürliche Weise folgende 
Untersuchungsmethode doB durchlaufenden Balkens. Wir entfernen (n — 1) Auf¬ 
lager, z. B. alle Zwischenauflager 1, 2,..., n~ 1 und ersetzen ihre Wirkung durch 
unbekannte Kräfte (durch die Auflagerreaktionen) 

(8-15) 

Dann wird das statisch bestimmte Grundsystem ein einfacher Balken auf zwei 
Stützen 0 und n sein. 
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Zur Bestimmung der Überzähligen Unbekannten (8.15) werden wir (n~ 1) Be¬ 
dingungen haben, die verlangen, daß die Durchbiegungen an den Auflager¬ 
punkten 1, 2,(n —1) infolge der Wirkung der gegebenen Belastung und der 
Reaktionen (8.15) gleich Null sind: 

»1 = 0 , « 2 = 0 ,..., *>»-! — 0 . 

Eine derartige Methode ist vom englisohen Physiker Rayleigk vorgesohlagen 
worden, sio hat sieh jedoch als für die Praxiß ungeeignet erwiesen. Günstiger ist 
die im Kapitol 8.2 angewandte Methode. Boi dieser Methode werden als über¬ 
zählige Unbokannle die Biegungsmomente an den Zwischenauflagern an¬ 
genommen: 


J a l { j h d - 4 

1BEHB lf 12 lx ln 


Bild 265 


Zu diesem Zweck setzen wir in den Balken an den Auflagerpunkten 

Gelenke ein (Bild 265). Dann wandelt sich dor Balken 0—n in n einzelne ein¬ 
fache Balkon 0-1, 1-2, ..., (n—1) — n 

um, die sich untor der Einwirkung dor gegebenen Belastung unabhängig von¬ 
einander durchbiegen worden. Wie auch im Kapitel 8.2 muß man die ein¬ 
gesetzten Gelonko durch folgende Momentenpaaro ersotzon: 


— mj, -|-m x ; — w 2 , + ^ai ~ + ™x 5 ...; 

-Mn-1, + 

wobei M a = m K das Biegemoment am a--ton Auflager ausdrückt. Dio Werte 

M u JW 2 , .... M X) M n -\ (8.16) 

nehmen, wir, wie schon oben erwähnt wurde, als überzählige Unbekannte an. 
Zu ihrer Ermittlung können wir Formänderungsbodingungen in der Form 

ßn — ß„+i (8.17) 

aufstollen, dio sich daraus ergeben, daß ein durchlaufender Balken vorliegt und 
dio Neigungswinkel der Tangenten im allgemeinen Grenzpunkt n. des n-ten 
und (n-f-l)-ton Feldes gleich sein müssen. 

Dio Anzahl solcher Bedingungen ist gleich der Anzahl der Zwischenauflager, 
d. h. gleich der Zahl der überzähligen Unbekannten (8.16). Es verbleibt noch, 
dio Bedingungen (8.17) durch Kräfte mit Hilfe der Formeln (7.88) und (7.89) 
auszudrücken. Zu diesem Zweck trennen wir zwei benachbarte Felder, das n-te 
und (n-j-l)-to Feld ab (Bild 266). In Bild 267 sind sie der Übersichtlichkeit 
wegen gotrennt dargeslellt. Dort sind ferner auch die 7W°-Linien dieser Folder 
und dio Abstände ihrer Schwerpunkte von den Auflagern angegeben. 
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Für die Winkel ß n und a n+l erhalten wir die nachfolgenden Ausdrücke. Wendet 
man nämlich die Formel (7.89) auf das n-te Feld an, so finden wir: 


o _ 1 . M n l n , 0 n c n \ 

Die Formel (7.88) ergibt für das (n-|-l)-te Feld: 


«n + 1 


1 

EJ 


M n k 


^tt + l^n4-x \ 

ß ^n + 1 / 



- 1 

n/rbmmm r 





n*i 


CHfTSfl 


ln 


Bild 266 


(8.18) 

(8.19) 



Setzt man diese Werfe ß„ und a n+1 in (8.17) ein, multipliziert man beide Teile 
der erhaltenen Gleichung mit 61CJ und bringt man die Glieder mit den Un¬ 
bekannten M n und M fl+1 auf die rechte Seite, so erhalten wir schließlich: 


M n -iln + 2M n (l„ -j- ln+i) 4* n + i — 

+l^n+l\ __ .. 

1 ’ ) — ^n.n+i 

f n + l / 


w n,in-li 


worin zur Abkürzung 6 (—^ 
gesetzt ist. 


( 8 . 20 ) 

(8.24) 


Den Wert (o„ in+1 kann man auf folgende Weise deuten: 


Die Ausdrücke und 


^n+l^n+i 


stellen die fiktivon Reaktionen am gemein¬ 


en Jn+i 

Samen n-ten Auflager des w-ten und (n+l)-ten Feldes infolge der Momenten- 
belastung dieser Folder dar, wenn man sie als einzelne einfache Balken betrachtet. 

Dann ist o) n , n+1 die versechsfachte fiktive Reaktion 1 ) des n-ten Auflagers 
infolge der Momentenbelastung der benachbarten Felder. Die Gleichung (8.20) 
nennt man die Dreimomenlengleichung oder die Clapeyronsche Gleichung, Setzt 
man solche Gleichungen nacheinander für jedes Paar von Öffnungen 

1 — 2, 2 — 3, ..., (n—1) — n 


*) Anm. d. deutschen Redaktion: Sog. flfiZastane’Sßffcd, 
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auf, bo erhalten wir oin System von linearen Gleichungen, aus denen alle über¬ 
zähligen Unbekannten ermittelt werden können. 

Bisher haben wir Balken in Betracht gezogen, deren äußerste Auflager ge¬ 
lenkig waren. In solchem Fall sind die Biegemomente an den äußersten Auf¬ 
lagern gleich Null: M 0 = M n — 0. 

Dies muß man berücksichtigen, wenn man die Dreimomentengleichungen auf¬ 
stellt. 

B. Den Fall des Balkens mit. zwei Feldern haben wir schon untersucht. Für 
einen Balkon mit droi Feldern (Bild 268, a), der zwei überzählige Unbekannte M x 
und M 2 aufweist, erhalten wir zwei preimomentengleiohungen: 

aJHkft+ü + ^ = -»u, 1 

^ + 2M,(/ a -H 3 )= -a> 3<8 , ) > 



in denen für die gegebene Bolaßtung (Bild 268, b) 


o>i 


•’- 6 (x + ¥) 


'Ph \ k 
T ll 2 2 


+ 


lAf V 

3 q 8 2 2 


» 6 
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cü 2i3 =6 


0,6 • 8 3 


76.8 tm a 


ist. Setzt man diese Werte in die Gleichungen (8.22) ein, und löst man sie, so 
erhalten wir M, = - 4,141m, 

M % = —1,75 tm. 

Nach der Ermittlung der Stützmomente kann man leicht die Biegemomenten- 
linie zeichnen. Zu diesem Zwecke tragen wir an den Auflagern die Werte der 
Stützmomonto ah, zeichnen die Stützmomentenlinie mnpq (Bild 268, c) und er¬ 
mitteln für das Nachfolgende: 

M = O 

k 6 


1,75 - (-4,14) 


= 0,3 t, 


Mg — M t 


0 — (—1,75) 


= 0,438 t. 


Trägt man vertikal von der Stützmomentenlinie die früher gezeichneten M°- 
Linion (Bild 268, b) ab, so erhalten wir die endgültige M-Linio für den gegebenen 
Durohlaufbalken. 

Alsdann zeiohnen wir die @ 0 -Linion für jedes einzelne Feld (Bild 268, d). 
Ändert man alle Ordinaten der gezeichneten ()°-Linic dos ersten Feldes um 
— 0,691, des zweiten um +0,3 t und des dritten um +0,438 t, so erhalten wir 
die endgültige (Minie (Bild 268, e), auf Grund derer wir ferner die Auflager¬ 
reaktionen bestimmen: 

J 5 0 = +1,31 — 0 = +1,311, 

Di = +2,7 - (-2,69) = 5,39 t, 

D 2 = +0,438 - (-2,1) = 2,538 t, 

D 3 = 0 - (+0,438) = -0,438 t. 

C. Wenn der Balken Kragarme hat (Bild 269, a), so sind die äußersten Stütz¬ 
momente nicht gleich Null. Sie können jedoch unmittelbar aus den Gleich- 
gewichtsbodingungen der Kragarme ermittelt und alsdann in die Dreimomenten¬ 
gleichungen eingeführt werden. 

Wir haben (Bild 269): 6 ■ 6 g 

<*> 1,2 — 6 - 7 -^ — 6 —^— — 54 tm a , 

LI.3 

<*> 2,3 ~ 0 — 6 —^— ** 54 tm 2 , 

fo O 


O) 1,2 — 6 


ß>2.3 = 6 


— 54 tm a , 


= 54 tm 2 , 


M 0 = — Pa 


— 1 * 2 = — 2 tm, 

0,5 • 2* 

- 2 = - 1 tm. 


(02 Statisch unbestimmte Aufgaben der Biegung 

Setzen wir die Dreimomentengleichungen an 1 ): 

Mol, + 4 y + M 2 l* - - a) Jia , 

M t l^ 42 iW r a (/ a 4Ü4 M z Iq “ ~0J a(3 , 

M s l 3 4 2 Af 3 {/ a 4 k) 4 Mtk - - <u M . 

Setzt man die Zahlenwerto des gewählten Beispiels ein, so erhalten wir: 

-2 • 4 4 2(4 4 6) Afj_4 6M 2 = ~54, 

6^42(6 4 5) M 2 4 5-^3 — —54, 

5JW a 4 2(5 4 4) Ma4 4(-l) = 0. 



Löst man das erhaltene System der Gleichungen, so ergeben Bich für 

M, = —1,64 tm , Af a = — 2,20 tm und M a — 4 0,83 tm . 

Die Af- und ^-Linien sind in Bild 260, b bis e dargestellt. Die Auflagerreaktionen 
ermitteln wir auf Grund der $-Linie, 

Wenn eine Belastung in Form von einzelnen Krftftopaaren, die an den Feldern 
angreifen, vorliegt, so bleibt bei dor Aufstellung der Dreimomentengleiohungen 
die Ermittlung dos reohton Teiles wie früher bestehen. Wenn jedooh ein Einzel* 
krftftepaar über dem Auflager angreift, so kann man bei der Ermittlung des 
rechton Teiles das Krftftepaar einem der dem gegebenen Auflager angrenzenden 

l ) Ben Gang der Lösung könnte man ein wenig Andern, Indem man die Momente — P,a am linken 

Qb* 

Auflager und H- -4 um rechten Auflager als Bclastungsjiaomcnte nnsleht Kapitel 5.7) und diese 

in die Ausdrücke «u,., und w,,* elnschlleQt. Dann muß man offenbar die Stützmomente M t und Af ( In 
den Drotmomentenglclchungen wie trllher gleich Null ansotzen. 
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Feld hinzurochnen oder nach dem Ersetzen des einen Paares durch zwei diesem 
äquivalente Paare die nunmehr erhaltenen Paare den angrenzenden Feldern 
zu teilen. 


1 ). Beispiel 51 


Für den in Bild 270, a dargestellten Balken sollen die Q- und M'Linien gezeichnet und 
die Auflagerreaktioncn A, B und C ermittelt werden. 

Die Gleichung (8.20) nimmt die Form 


M„h + 2(1, + U + 1S/ ä f, = -6 (^ + ££*) 
an. Zur Ermittlung von -y- 1 und —die zu der Gleichung gehören, zeichnen wir die 

*1 ‘B 

A/°-Momenlenlinion infolge der Feldbolastung für jedes Feld, indem wir das Kräftepaor m 
als zum linken Feld gehörig ansehen. 


Dann ist: 


jVi 

k 


— ml t 2 , 
2 ‘ 8 


mli 


und 




■p =0. 



Setzt man dießo Worte in die Dreimomentengleichung ein, und berücksichtigt man, daß 
M 0 =>M,b 0 ist, 80 erhalten wir: 

"< = !• 

Nach der Bestimmung der Stützmomonte kann man leicht die Biegemomenten- und 
Querkraftlinien zeichnen (Bild 270, o bis e), sowie auch die Auflagerreaktionen finden: 


*B 
4 h 


8 m . „ im 
12 7^ Und C “l2il' 


Wir empfehlen dem Leser, zur Übung das vorliegende Beispiel unter der Voraussetzung 
einer anderen Verteilung dos Kräftepaares auf das linke und rechte Feld zu lösen, so z. B. 

1 2 

anzunohmen, daß auf das linke Feld — m und auf das rechte m wirkt, oder von einer 
anderen Verteilung des Kräftepaares auszugehen. 
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E. Wenn irgendeines der Balkenenden eingespannt ist, so ergibt sieh hier¬ 
durch eine überzählige Befestigung und folglich auch eine überzählige Un¬ 
bekannte. 

Für den in Bild 271 dargestellten Fall haben Vdr außer M A , M 2 , Af B und Af 4 
noch eine weitere Unbekannte Af 0 . Zu ihrer Bestimmung stellen wir noch oino 
zusätzliche Formänderungsbedingung 

«i = 0 (8,23) 

auf, die verlangt, daß die Tangente am Auflager 0 horizontal bleibt. Zur Aus¬ 
wertung dieser Bedingung trennen wir das rechte Feld ab und denken daran, 


LlLU 





daß am Auflager 1 schon ein Gelenk eingesetzt und als Ersatz ein Biegemomont 
angebracht worden ist (Bild 272). 

Wertet man die Bedingung (8.23) auf Grund der Formel (7.88, Abschnitt 7.7) 
aus, so erhalten wir die Gleichungj 

M 0 ^ M ^ __ 

3 *" 6 l x 

oder 2 l x -j-,■~pao,n 

worin co 0il = 6 ist. (8.24) 



Die Gleichung (8.24) muß man zu den auf die übliche Weise für die Felder l~~2 t 
2~ 3, 3—4 und 4—6 aufgestellten Dreimomentengleichungen hinzufügen, Im 
Endergebnis erhalten wir dann folgendes System yon Gleichungen: 



Durchlaufbalken, Dreimomenlengleichung 
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2M 0 l 1 + M 1 l 1 -- ö > o.u 
Kh + 2M 1 (f 1 + y + M z l z = — ö> 1j3 , 
M x h + 2M a (/ a + y + = — ft) a , s , 

■^2^3 + 2 Mg (lg 4" Z 4 ) -j- 1 Vf 4 J 4 = ~ft>3,4, 
Afg/ 4 -f- 2Af 4 (/ 4 + ffi) “ 

aus denen wir alle Stützmomente bestimmen. 


(8.25) 


Man kann aber auch auf ein anderes Verfahren zur Aufstellung des Systems 
(8.25) hinweisen, aus dem hervorgeht, daß die Gleichung (8.24) ebenfalls als 
besondere Form der Dreimomentengleichung anzusehen ist. Zu dem Zweck 
bemerken wir, daß das Stabscheraa der Einspannung (siehe hierzu Bild 121) im 
Grunde genommen darauf zurückzuführen ist, daß am Ende des Balkens ein 
unendlich kleines Feld hinzugefügt wird. 



IdTütjI 

Bild 273 


In einem solchen Fall muß man die erste dor Dreimomentengleichungen für 
das Feld l 0 und 4 (Bild 273) aufstollen, wobei man darauf achtet, daß das Auf¬ 
lager — 1 gelenkig und das Moment an diesem gleich Null ist. 

Wir erhalten 0 - l Q 4- 2M 0 (/ 0 4- l x ) 4- M x l x = - fi 4 - . 

Setzt man hier l Q — 0, c 0 = 0 und 0 O — 0, 

so erhalten wir die Gleichung 1 

M 0 24 + M L l x = - 6 , 

h. 

die mit (8.24) übereinstimmt. 

F. Es ist nicht schwer, die Formeln zur Bestimmung der Auflagerreaktionen 
eines Durchlaufbalkons durch die Belastung der Felder und die Stützmomente 
auszudrücken. An einem beliebigen Auflager erleidet tatsächlich die Querkraft 
des Durchlaufbalkens eine Unterbrechung der Kontinuität, die dem Werte der 
Auflagerreaktion gleich ist. Die @-Linie hat also über dem Auflager eine ent¬ 
sprechende Stufe. Auf dieser Basis finden wir die Reaktion des n-ten Auflagers D n 
alB Differenz der Querkraft Q<f*i am Anfang des (n-fl)-ten Feldes, d. h. un¬ 
mittelbar rechts vom n-ten Auflager, und der Querkraft am Ende des n-ten 
Feldes, d. h. unmittelbar links vom n-ten Auflager (Bild 274). 


Dann ist D 0 — Qo H+l — Qif. 

Auf Grund der allgemeinen Formel (5.33) des Kapitels 5.8 für die Querkraft 


finden wir die Querkräfte: 

20 Filonenko I 


Q*=*Ql + 


Mb- M a 
l 
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1. am Auflager des «-ton Feldes 

<V =■ - Bl + M ' ~r ‘ . (8.26) 

worin B° die Reaktion des Auflagers B des als einfachen Balken betrachteten 
n-ten Feldes ist, und 

2. am Auflager C des (n-}-l)-ten Feldes 

= C ° + , + ^"7 - M " , (8.27) 

‘n+i 

worin (7^, die Reaktion des Auflagers C des als einfachen Balken betrachteten 
(n-M)-ten Feldes ist. 



Bild 274 


Die Reaktion des n-ten Auflagers erhalten wir alß Differenz der Querkräfte 
(8.27) und (8.26): 




M n , i 






M n - M n ^ 
L 


(8.28) 


Es ist augenscheinlich, daß 


f: + , + bi =.- d: 


die Reaktion dos n-ten Auflagers im Grundßystem (Bild 265) infolge der Be¬ 
lastung der beiden ihm benachbarten Felder darstellt. Die übrigen Glieder der 
Formel (8.28) drüoken don Einfluß der Stützmomente aus. 


8.4 Berechnung statisch unbestimmter Balken auf Grund Ihrer Tragfähigkeit 

A. Die Berechnung von statisch unbestimmten Balken auf Grund ihrer Trag¬ 
fähigkeit basiert auf der Ausnutzung der Änderung dos Spannungszustandoc der 
Balkenquerschnitto boi ununterbrochener Zunahme der Belastung. 

Erläutern wir das Gesagte durch ein Beispiel. Nehmen wir an, es liegt ein über 
zwei gleich große Felder durchlaufender Balkon mit konstantem Querschnitt vor, 
der in der Mitte dos ersten Feldes durch eine Einzollast P belastet ist (Bild 275, a). 
Führt man die übliche ,,elastische 4 ‘ Lösung (indem man die Droimomonten- 
gleichung an wendet) durch, so erhalten wir die entsprechende Biogerriomenten- 
linio (Bild 275, b). Wählt man den Querschnitt des Balkons auf Grund des 
maximalen Moments, so werden wir in irgendeinem Querschnitt die übliche 
„elastische“ Spannungslinie haben (Bild 276, c). Boi weiterer Zunahme der Be¬ 
lastung wird der Querschnitt D in der Feldmitte der am stärksten angespannte 
sein, und es kann der Moment eintreton, in dem für diesen ~ o? wird 
(Bild 276, d). Eino weitore Zunahme der Belastung ruft in dem gegebenen Quer¬ 
schnitt D die Erscheinung plastischer Zonen hervor, während in den anderon 
Querschnitten die „elastischen“ SjmnnimgBlinien (Bild 276, e) erhalten bleiben 
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können. Wenn die Belastung einen solchen Wert erreicht, daß sich die plastischen 
Zonen im Querschnitt D in der Mitte des ersten Feldes Über den ganzen Quer¬ 
schnitt erstrecken, so beginnt im gegebenen Querschnitt der Grenzzustand 
(Bild 276, f), d. h. im Querschnitt D wird ein plastisches Gelenk vorhanden sein. 
Hierboi können sich in den anderen angespannteren Querschnitten (z. B ini 
Punkt B) z. T. plastische Zonen einstellen (Bild 276, f). Auf diese Weise kann 
der Querschnitt D im weiteren bei der Zunahme der Belastung das konstante 
Grenzmoment M F — a F W (siehe Kapitel 6.13) aufnehmon. 

Jetzt wordon wir schon an Stelle des statisch unbestimmten Balkens ABC ein 
System von zwei durch ein Gelenk D miteinander verbundenen statisch be¬ 
stimmten Balkon AD und DC haben, wobei das Moment im Gelenk bekannt ist 
(Bild 276, a). Dies bedeutet , daß die Erscheinung des plastischen Gelenks den Grad 
der statischen Unbestimmtheit um eins ermäßigt. Es ist klar, daß die volle Aus¬ 



nutzung der Tragfähigkeit der Balkon AD und DC erst dann vorliegen wird, 
wonn sich bei der weiteren Zunahme der Belastung oin zweites plastisches Gelenk 
am Auflager Ii (Bild 276, k) zeigt, wodurch die geometrische Unveränderlichkeit 
der Balken AD und DC verletzt wird. So hat das Vorhandensein von zwei plasti¬ 
schen Gelenken zur vollen Ausnutzung der Tragfähigkeit des gegebenen statisch 
unbestimmten Balkens mit einer überzähligen Unbekannten geführt. 

Verallgemeinert man das Gosagto auf den Fall oincs Balkens mit n über¬ 
zähligen Unbekannten, so kann man sagen, daß die volle Ausnutzung der Trag¬ 
fähigkeit des erwähnten Balkons beim Auftreten von n- f- 1 plastischen Gelenken 
cintritt. 


Wenn der Balken oinon konstanten Querschnitt hat, so ist sein Grenzzustand 
durch gleiche Momente M F in all den Querschnitten charakterisiert, in denen 
plastische Gclenko entstehen müssen, d. h. im Grenzzustand geht eine Aus¬ 
gleichung der Momente in den gefährlichen Querschnitten vor sich 1 ). 


Auf Grund der Größe der ausgeglichenen Momente kann man den Wert der 
Grenzbelastung P F und alsdann schon auf Grund des gegebenen Sicherheits- 

grades v die zulässige Belastung P ml = ™ ermitteln. 

v 


*) Boi Buikcn mit veränderlichem Querschnitt gleichen sich im Grcnzzuslancl nur die Spannungen 
aus, aher die Momente bleiben verschieden, da die Werte W verschieden sind. 

20 * 
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Erläutern wir das Gesagte an dem oben angeführten Beispiel. Wenn in den 
Querschnitten D und /?, d. h. in der Mitte des Feldes (unter der Last) und am 
mittleren Auflager sich plastische Gelenke zeigen, so wird die ausgeglichene 
Momentenlinie die in Bild 276, b dargestellte Form haben 1 ). 



Geht man von diesem Zustand des Balkens aus, so ist es nicht schwer, den 
Wert der Grenzbelastung zu ermitteln, bei dem die Tragfähigkeit des Balkens 
erschöpft ist. 

In der Tat hat man (siehe Kapitel 6.13) auf Grund des Bildes 276 
Afjo = M s = M f = OyW, 

worin M D = Szl _ 

>) Die Form der Momentenlinie Ändert sich offenbar nicht dadurch, ob das plastische Gelenk zuerst 
am Auflager oder Im Feld erscheint. 
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ist. Folglich wird 


P p l 

4 


M f 

2 


M rt 


woraus 


l £ 


ist. 


Kennt man die Größe des Sicherheitskoeffizienten v , so kann man den Wert 
der zulässigen Belastung und den gegebenen Balken ermitteln: 


i 




= 6 


o F W 

vl 


Hieraus kann man ersehen, daß es zur Ermittlung des Wertes der Grenz- und 
zulässigen Belastung gar nicht notwendig ist, die „elastische“ Berechnung des 
vorliegenden statisch unbestimmten Balkens durchzuführen, sondern es genügt, 
wenn man auf die angegebene Weise vorgeht, sich lediglich auf die Konstruktion 
der Grenzmomentenlinie (der ausgeglichenen) für jedes Feld zu beschränken 
und auf Grund dieser den Wert der Grenzbelastung zu finden, indem man von 
der Möglichkeit der Zerstörung eines jeden Feldes im einzelnen ausgeht. 


8.5 Fiktive Schemata bei der flrnphonnnlytlsekon Methode 


A. Im Abschnitt 7 haben wir gesehen, daß die Anwendung der graphoanaly- 
tisohen Methode bei statisch bestimmten Balken es ermöglicht, die Aufgabe der 
Ermittlung der Durchbiegung und des Neigungswinkels der Tangente zur ge¬ 
bogenen Achse auf die Aufgabe der Ermittlung der Kräfte M und Q im Quer¬ 
schnitt des auf entsprechende Weise gewählten und mit der Momentenfläche 
belasteten fiktiven Balkens zurückzuführen. 

Es erweist sioh, daß diese Methode auch auf die statisch unbestimmten Fälle 
der Biegung ausgedehnt werden kann. Sie liefert in erster Linie die erforderlichen 
Gleiohungen zum Auffinden der Überzähligen Unbekannten, und nach ihrer Er¬ 
mittlung ermöglicht sie es, die Durchbiegungen und Neigungswinkel der Tangente 
zur Balkenachse genau so wie auch für statisch bestimmte Balken zu berechnen. 

In Spalte 1 der Tafel 11 sind die Schemata aller von uns oben durch¬ 
genommenen sowohl statisch bestimmten als auch statisch unbestimmten Fälle 
von Einfeldbalken dargestellt. Dort sind auch ihre Grenzbedingungen angegeben. 
Zu diesen Bedingungen sind in Klammem Hinweise darüber hinzugefügt, welche 
Verschiebungen {v und v') nicht gleich Null sind, obgleich sie auch von vorn¬ 
herein nicht angegeben sind. 

Benutzt man die Abhängigkeiten der graphoanalytischen Methode 

"“Ij und "'“Ir <a29) 


’) Näheres 1 

nuriiö BotffloCTit 

im Bereich der plastischen Formänderungen". Moskau 1940) und den Aulsatz von b. ii. lopoyiio« 
H. B, T. dyflitoacKH. „PnoirÖr Öojiok ua ifoeoii uomö npir nflncraveoKnx flefbopMannax . xnoBCicnn 
avpouMJiMiuft hhothtvt. (B. N. Gorbiinow und. W, G. Tschudnowskl, „Die Berechnung der Balken 
auf schräge Biegung bei klastischen Formänderungen"), der in der zweiten Ausgabe der Sammlung 
der Arbeiten des Kiewschcn Bau Instituts abgedruckt ist. 
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so kann man diese Bedingungen durch die fiktiven Belastungen ausdriieken, 
wie dies in der lotrechten zweiten Spalte der Tafel 11 gezeigt ist. 

Zur übersichtlicheren Verwertung der erhaltenen Bedingungen gehen wir so 
vor. wie dies in Abschnitt 7 in bezug auf die Kragbalken und den einfachen Balken 
gemacht wurde: 

Für jeden der Fülle führen wir eine entsprechende Belastung des Balkens ein, 
dessen AufJagerbedingungen wir entsprechend den Bedingungen der Spalte 2 
wühlen. 

Die hierzu erforderlichen Überlegungen haben wir im Kapitel 7.5 und 7.6 des 
Abschnitts 7 durchgeführt. Jetzt sind sie lediglich noch auf ein allgemeines 
Sohema zurückzuführen. 

Tafel 11 ' 



J. Wenn wir in irgendeinem Punkt des fiktiven Balkens die Bedingungen 

M — 0 und Q =j= 0 

habon, so genügen wir diesen, indem wir in dem Punkt ein Gelenk ariordnon 
(z. B. im Punkt B des Falles 3 der 1. Spalte). Wenn solche Bedingungen für das 
Balkenende zutreffen, so ordnen wir zu ihrerErfüllung hier ein gelenkiges Lager an. 

2. Die Bedingungen M — Q = 0 am Ende des Balkens werden erfüllt, wenn 
man dies Endo frei läßt {siehe Auflager A in den Fällen Jf, 4, 5 und gleichzeitig B 
im Falle 5). 

3. Die Bedingungen MzfcQ und @=}=0 werden berücksichtigt, wenn das Ende 
des Balkens in der Wand eingespannt ist (Auflager B im Falle 1 und Auflager C 
im Falle 3). Vergleicht man die wirklichen Balken der 1. Spalte mit ihren auf 
diese Weise erhaltenen fiktiven Schemata in der 2. Spalte, so bemerken wir 
folgende Übereinstimmung: 
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1. Dem gelenkigen Auflager des wirklichen Balkens entspricht ein gelenkiges 
Auflager des fiktiven Balkens; 

2. dem Zwischenauflager des wirklichen Balkens entspricht ein Gelenk im 
fiktiven Balken; 

3. der Einspannung des Endes des wirklichen Balkens entspricht ein freies 
Ende des fiktiven Balkens und umgekehrt. 

11. Betrachtet man jetzt die in der Tafel 11 aufgeführten Fälle, so können wir 
von einem neuen Gesichtspunkt aus an die Frage über die statische Bestimmtheit 
oder Unbestimmtheit von Balken herangehen. Wir stellen fest, daß die statisch 
bestimmten Fälle 2, 2 und 3 der wirklichen Balken ebenfalls Btatisch bestimmte 
fiktive Schemata ergeben 1 ), die eine völlig bestimmte Belastung durch die 
Af-Linio aufweisen. In irgendeinem beliebigen Querschnitt des fiktiven Balkens 
können wir das Biegemoment M und die Querkraft bestimmen und folglich 
auf Grund der Formeln (8.29) die Formänderung ermitteln sowie die elastische 
Linie des wirklichen Balkens zeichnen. 

Was die statisch unbestimmten Fälle 4 und 5 anbetrifft, so erhalten wir die 
ihnen entsprechenden fiktiven Schemata als geometrisch veränderliche: Hier 
haben wir einen fiktiven Balken mit einem Auflager oder sogar ganz ohne Auf¬ 
lager (Fall 6). Derartige Balken können aber unter der Einwirkung einer be¬ 
liebigen gegebenen Belastung nicht im Gleichgewicht bleiben. Wir bemerken 
jedoch, daß die fiktiven Belastungen in den Fällen 4 und 5 im voraus noch nicht 
festHegen, da die Auflagerordinaten der Af^-Linie im Falle 4 und der M Ä - und 
Af s -Linie im Falle 5 noch unbekannt sind. Sie werden, wie wir wissen, nach dem 
Absatz A und B des Abschnitts 8.1 mit Hilfe der Formänderungsbedingungen 
ermittelt, die je nach der Wahl der überzähligen Unbekannten die Form 
‘Q a = A ™ 0 oder Q D — — B = 0 oder M Ä = 0 oder M B — 0 haben. Diese 
Bedingungen haben wir schon in dey 2. Spalte der Tafel 11 eingetragen. In jedem 
Falle verlangen sie, daß sich die fiktiven Balken im Gleichgewicht befinden. 
Es genügt für das Gleichgewicht des nur ein Auflager besitzenden fiktiven 
Balkens im Falle 4 die eine einzige Bedingung M ß = 0. 

Für den freien Balken des Falles 5 sind Gleichgewichtsbedingungen erforder¬ 
lich, z. B. M a — 0 und M B — 0. 

Dies bedeutet, daß die Formänderungsbedingungen des statisch, unbestimmten 
wirklichen Balkens gleichzeitig die Gleichgewichtsbedingungen des entsprechenden 
geometrisch veränderlichen fiktiven Balkens darstellen. 

Hieraus geht hervor, daß die Aufgabe der Biegung eines statisch unbestimmten 
Balkens ihrer äußeren Form nach darauf zurückgeführt wird, daß das ent¬ 
sprechende fiktive System in das statische Gleichgewicht gebracht wird. Wenn 
man hiervon Gebrauch macht, so kann man eine neue L'Ösungsform der statisch 
unbestimmten Aufgaben der Biegung erhalten. 

Als komplizierteres Beispiel untersuchen wir einen Balken mit drei Feldern 
(Bild 277, a). Das entsprechende fiktive Sohoma wird auf Grund der am Ende 
dos Punktes A im Abschnitt 8.3 gemachten Angaben auf einen Balken auf zwei 

») Im Fnlle 3 Ist der fllttivo Balken trotz der vier Unbekannten nn den Auflagern ebenfalls stntisch 
bestimmt, da wir außer den drei üblichen Cleichgcwichtsbedingungen der Statik für diesen die vierte 
Bedingung Mb ■= 0 haben, die verlangt, daß das Moment aller linken Kräfte in bezug auf das Gelenk B 
gleich Null ist, ( 
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Stützen 0 und 3 mit zwei Gelenken in 4en Punkten 1 und 2 (Bild 277, b) zurück« 


geführt. Für das Gleichgewich 
mente der linken Kräfte in den 
dieser Forderungen ermöglicht 
beiden übrigen liefern nach d< 
die üblichen Dreimomentenglei 

a) 0 

it desselben muß gefordert werden, daß die Mo- 
Punkten i, 2 und 3 gleich Null werden. Die erste 
, es, die linke fiktive Reaktion A zu finden. Die 
3m Einsetzen des gefundenen Wertes A in diese 
ichungen. 

P 7 2 3 


XL u L > 

1 "*-Cj 

w r 


Bild 277 


Nachdem wir die überzähligen Unbekannten gefunden und die Af-Linie des 
wirklichen Balkens gezeichnet haben, belasten wir den fiktiven Balkon mit 
dieser. Darauf kann man unmittelbar nach den Formeln (7,67) und (7.68) des 
Abschnitts? die Durchbiegungen und Neigungswinkeider Tangente zur Achse des 
gegebenen (wirklichen) Balkens ermitteln. 


9 Drillung (Verdrehung, Torsion) des geraden Balkens 

9.1 Drillung von Balken mit kreisförmigem Querschnitt. Formänderungen 
Schubspannung. Hauptspannungen 

A, Die Drillung des Balkens entsteht infolge der Wirkung von senkrecht zur 
Balkenachso gerichteten Kräften, die diese aber nicht schneiden (Bild 278). In 
der Praxis sind -als derartige Kräfte z. B. die Treibriemenzüge einer Welle, der 
Druck der Triebstange auf den Kurbelzapfen usw. anzusehen. 

Jede der Kräfte P u P 2 , ... (Bild 278, a) können wir nach den Regeln der 

Statik bei Anbringung eines Kräftepaares M — Pa (Bild 278, b und c), das den 
Balken um seine Achse dreht, auf die Balkenachse übertragen 1 ). Nach der Über¬ 
tragung erhalten wir ein dem früheren äquivalentes System von Kräften, wobei 
die Übertragenen Kräfte eine Biegung des Balkens und die angebrachten Kräfte¬ 
paare eine Drillung hervorrufen werden. 

Wenn die Formänderungen des Balkens nicht groß sind und die Spannungen in 
diesem die Proportionalitätsgrenze nicht ühersl eigen, so können wir uns das Prinzip 



Bild 278 


2 



der Unabhängigkeit der Wirkung zunutze machen und die Drillung getrennt von 
der Biegung untersuchen. Nehmen wir an, daß sich die auf den Balken wirkenden 
Kräfte im Gleichgewicht befinden. Dann werden die hei der Übertragung an¬ 
gebrachten Krüftepaaro sich ebenfalls gegenseitig das Gleichgewicht halten 2 ). 

Der Einfachheit wogen betrachten wir zuerst einen mit einem Ende einge¬ 
spannten runden Balken, der durch ein am anderen Ende angreifendes Moment 

') In der zur Achse senkrechten Ebene. . _ , , , , , , , 

•) Hierbei kann sich der Holken im Ruhezustand befinden oder aber eine gleich förmige Drehung 
um seine Achse erleiden. Das letztere trillt bei der Drillung der Weilen zu, 
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Drillung beansprucht wird (Bild 279). Die Reaktion an der Einspannungs- 
le wird selbstverständlich durch ein der Größe nach gleiches Moment von 
regengesetzter Richtung ausgedrückt. 

iefassen wir uns also mit einem Balken mit kreisförmigem Querschnitt, da 
in diesem Falle die Aufgabe der Drillung mit Hilfe einer elementaren Methode 
Festigkeitslehre gelöst werden kann. Die Drillungstheorie bei Balken mit 
ierem Querschnitt erweist sich nämlich als viel komplizierter und wird mit 
fe von Methoden der ElRStizitätstheorie gelöst. 

lei der Verdrillung bleibt offenbar die Balkenachse z gerade und der Quer- 
nitt am eingespannten Ende unbeweglich. Die anderen Querschnitte werden 
i um die z-Achse drehen, wobei der Verdrohungswinkel (Drillwinkel) des 
ersehnitts um so größer sein wird, je weiter er vom eingespannten Ende ent- 
ifc ist. Der obere Endquorschnitt hat den größten Verdrohungswinkel, don 
n den vollen Drillmnhcl des Balkens nennt. 

üur Bestimmung der inneren Kräfte im Balken folgen wir der üblichen 
thode, d. h. wir zerschneiden den Balken mittels einer zur z-Achse senkrechten 
ene 1—1 in einem beliebigen Abstand z vom eingespannten Ende, entfernen 
en Teil des Balkons, z. B. den oberen, und ersetzen dessen Wirkung auf den 
teren Teil durch am Querschnitt angreifende elementare Kräfte. 

Diese Kräfte werden den auf den entfernten Teil wirkenden äußeren Kräften 
uivalont sein, d. h. sie werden auf ein in der Querschnittsebene gelegenes 
äftepaar zuriiekgoführt. Dessen Moment M t heißt das Drillmoment im ge- 



a) 



rcrran 


b) 



Bild 281 


benen Querschnitt, Hierbei hat man Grund anzunehmen, daß in einem 
liebigen Querschnitt des Balkens nur tangentiale Spannungen (Schub- 
annungen) wirken werden. 

Nimmt man an, daß im Querschnitt Normalspannungen a vorhanden sind, 
kann das System der inneren Normalkräfto odF, allgemein gesagt, drei von 
uli verschiedene Werto £Z, und haben, was der Bedingung der 

juivalenz zu den auf ein Kräftepaar M z zurückgeführten äußeren Kräften 
iderspricht (die Achsen x und y sind Zentraiachsen) 1 ). 

! ‘ ? ' Ist mir unter der Bedingung möglich, 

• ■ e genaue Untersuchung der Frngp zeigt, 

*■> vorhanden sind, diese Jedoch Im Bereich 

! ■ Spannungen außerordentlich hiein «Ind. 
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Gemäß dem Nachweis im Abschnitt 6,04 ist die Spannung r in einem beliebigen 
Punkt am Umriß des Querschnitts in Richtung der Tangente zum Umriß, d. h. 
senkrecht zum Radius gerichtet. 

Es ist naturgemäß anzunehmen, daß auch in allen übrigen Punkten des Quer¬ 
schnitts die Spannungen die zum entsprechenden Radius senkrechte Richtung 
beibehalten. Stellen wir die Bedingungen der Äquivalenz der tangentialen 
JKiäfte r dl 7 mit den äußeren Kräften des’abgetrennten Balkenteils auf. 

Drei Werto des Kräftesystems xdF sind offensichtlich gloich Null, nämlich: 


2JZ = 2 — 2 m„ ~ o, 

und folglich sind sie den entsprechenden Werten der äußeren Kräfte identisch 
gleich. Setzt man die übrigen drei Werte der Kräfte xdF den entsprechenden 
Werten der äußeren Kräfte gleich, so erhalten wir drei Bedingungen der Äqui- 

VSlenZ: / xdFr — (9.1) 

F 


jxdF sin a = 0, (9.2) 

F 

[rdFcoBa=0 ) (9.3) 

i 1 

worin xdF die tangentiale Kraft an einem beliebigen elementaren Flüchen - 
element dF, r den Hebelarm der Kraft in bezug auf dio z-Achse oder den Radius¬ 
vektor dos Flächonelements und a den Neigungswinkel des Radius zur .«-Achse 
darstellon (Bild 280). 

Hier haben wir wie auch in der Biegungstheorio (Absohnitt 6.01) ein unbe¬ 
stimmtes System von drei Gleichungen mit einer unendlichen Anzahl von un¬ 
bekannten Werten x (dio unter dem Integralzeichen stehen). Daher wenden wir 
uns der Untersuchung der Formänderungen zu, die es ermöglicht, das Gesetz 
der Vortoilung der Schubspannungon über den Querschnitt aufzuklären. 

II. Eine klare Vorstellung über die Formänderung eines runden Balkens bei 
der Verdrehung kann man mit Hilfe eines Gummimodells mit einom auf dessen 
Oberfläche aufgezoichneten Netz von Rechtecken, dio durch untereinander 
parallele Kreislinien und achsenparallelo Mantellinicn gebildet sind, bekommen 
(Bild 281, a). 

Wenn man das eine Ende des Modells einBpannt und an dem anderen ein 
Kräftepaar anbringl, das eino Verdrehung bewirkt, so nimmt das Netz das in 
Bild 281, b dargestellte Aussehen an. Hierbei werden Bich die vorher achsen- 
parallelen Mantellinion schrfigatellen und sich an der Oberflächo des Balkens in 
Schraubenlinien umwandeln. Was die Kreislinien anbetrifft, so wird sich ihre 
Form nicht ändern, und ihre gegenseitigen Abstände bleiben bei kleinem Drill¬ 
winkel unverändert. Machen wir dio Annahme, daß der Charakter der auf der 
Oberfläche beobachteten Formänderungen auoh im Innern des Balkens auf einer 
beliebigen, zur äußeren Mantelfläche konzentrischen Zylinderfläche der gleiche 
sein wird. 

Diese Annahme ist olfensichtlich gleichbedeutend der, daß die ebenen 
Querschnitte eines Balkens nach der Formänderung oben bleiben und sich die 
Abstände zwischen denselben nicht ändern. Auf diese Weise kann man die 
Formänderung des Balkens als Ergebnis der Drehung dor Querschnitte um die 
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Balkenachse in Richtung des Drehmoments betrachten, wobei sich die Quer¬ 
schnitte nicht krümmen und ihre Radien gerade bleiben. Der Drillwinkel des 
Querschnitts wird offenbar um so größer sein, je weiter er vom eingespannten 
Ende entfernt ist. 

Bei der weiteren Untersuchung der Formänderungen benutzen wir das gleiche 
Verfahren, das in der Biegetheorie (Kapitel 6.01) angewandt wurde. Durch 
einen beliebigen Schnitt 1—1 (Bild 279) und einen zu 1—1 im Abstand d g parallel 
geführten benachbarten Schnitt 2—2 schneiden wir aus dem Balken eine dünne 
Scheibe heraus (Bild 282), Nach der Formänderung wird sich der Querschnitt 
1—1 gegenüber dem Querschnitt 2—2 um einen kleinen Winkel gedreht haben, 
den wir mit d<p bezeichnen 1 ). Zeichnen wir den Radius aO in der Ebene des 
Schnitts 1—1 und den Abschnitt ac der achaenparallelen Mantellinie auf der 
Seitenfläche der Scheibe ein. Nach der Formänderung wird sich der Radius aO 
um den Winkel aOa! = dtp gedreht und die Strecke ac um einen gewissen 
Winkel aca' zu seiner Anfangslage geneigt haben. Der Winkel aca' ist offenbar 
der Sohubwinkel auf der Scheibenfläche. Bezeichnen wir ihn mit y 0 . 

Es ist nicht schwer, auf Grund des Bildes 282 die Abhängigkeit zwischen den 
Winkelny 0 und d(p festzulegen. Aus dem Dreieck a'ao erhalten wir aa! = ac tg 



Z 



*** dzy 0 , Da andererseits aa' als Bogen mit dem Zentriwinkel dm anzusohen ist, 

d 1 * 

ist folglich aa' = aO dtp — - dcp, worin d der Durchmesser des Querschnitts 

ist. Nach Gleichsetzung der rechten Seiten der auf geschriebenen Gleichungen 

erhalten wir: , , 

d d a> 

’'”=2S- (8- 4 > 


Die Gleichung (9.4) drückt den Schubwinkel auf der Seitenfläche dos Balkens 
aus, aber die abgeleiteten geometrischen Abhängigkeiten behalten gemäß der 
oben gemachten Annahme über die Formänderungen für eine beliebige zur 
äußeren Fläche konzentrische Zylinderfläche mit dem Radius r ihre Gültigkeit. 

Ersetzt man daher in der Gleichung (9.4) ~ durch r, so erhalten wir den Aus¬ 
druck des relativen Schubs in einem beliebigen Punkte des Balkens: 



(9.5) 


OM2r.Snfu L ^r"„^ ^iT , .“a” r i ' 1, " ne aer 0»““*nlttc. » können „Ir In DM282 d.n 
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Zur klaren Vorstellung über die Formänderung bei der Drillung teilen wir den 
zu untersuchenden Balken mit Hilfe von drei Flächensystemen in unendliche 
kleine Elemente auf: 

1. Teilen wir den Balken durch ein System von zur Achse senkrechten Ebenen 
in dünne Scheiben auf, 

2. zertrennen wir die Scheiben durch ein System von radialen Ebenen (die 
duroh die Achse gehen) in Sektoren mit unendlich kleinem Zentriwinkel und 

3. zerteilen wir die Sektoren durch ein System von benachbarten Zylinder¬ 
flächen in einzelne Elemente (Bild 283). Jedes dieser Elemente, das man wegen 
der geringen Abmessungen als rechteckiges Parallelepiped ansehen kann, wird 
bei der Drillung des Balkens einen reinen Schub in der zum Radius senkrechten 
Ebene erleiden, was die oben gemachte Annahme über die Richtung der Schub¬ 
spannungen im Innern des Balkens bekräftigt. In Bild 284 ist die Formänderung 
von zwei zu einem elementaren Sektor gehörigen rechteckigen Elementen dar- 
geslelll, und es sind die an den oberen Flächen der Elemente, d. h. an den 
Flächenelementen des Querschnitts wirkenden Schubspannungen eingetragen 1 ). 

Die Gleichung (9.5) zeigt, daß der Sohubwinkel der rechteckigen Elemente 
proportional dem Abstande r von der Balkenachse ist und folglich seinen größten 
Wert v 0 an der Oberfläche erreicht (Bild 284). Das zu der Gleichung (9.5) ge¬ 
hörige Verhältnis ~ stellt den auf die Längeneinheit des Balkens bezogenen 

gegenseitigen Drehwinkel zweier Querschnitte dar und heißt der relative oder 
der laufende Drillvvinkel, 

Wir bezeichnen ihn mit 0 und schreiben die Gleichung (9.5) wie folgt um: 

y = r<9. (9.50 




Bild 284 


Bild 285 


C. Nachdem wir auf Grund der Betrachtung der Formänderungen festgestellt 
haben, daß die Elemente des auf Verdrehung beanspruchten runden Balkens 
einen reinen Schub erleiden, wenden wir das Hookesche Gesetz für den Schub 

r — Gy (9.6) 

i) Um die Zeichnung nicht unklar zu machen, sind In Bild 284 die gegenseitigen Schubspannungen 
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an und gehen zu den Ableitungen auf Grund der erhaltenen Grundgloichungen 
über, Durch Einsetzen des Wertes y aus (9.5) in (9.6) erhalten wir folgenden Aus¬ 
druck der Schubspannung in einem beliebigen Punkt des Balkenquersohnitts: 

t = GQr. (9.7) 

Wenn auch diese Gleichung nur als Zwischenergebnis anzusohen ist, so 
charakterisiert sie doch schon völlig das Gesetz der Spannungsündorung am 
Querschnitt: 

Die Schubspannungen sind proportional dem Abstande r des Flächonolemonts 
von der Balkenachse. Die Spannungen sind folglich in der Mitto des Quer¬ 
schnitts gleich Null und erreichen, indem sie in radialer Richtung nach einem 
linearen Gesetz anwachßen, ihr Maximum an den am Umriß dos Querschnitts 
gelegenen Flöchenelementen. 

Graphisch wird das Gesetz der Spannungsänderung in Richtung eines be¬ 
liebigen Durchmessers Aß des Querschnitts durch die Gerade COD mit den 
größten OrUinaten AC und BD an den äußorsten Punkten des Durchmessers 
dargeatellt 1 ) (Bild 285), 

Kehren wir jetzt zu den statischen Gleichungen (9.1), (9.2) und (9.3) zurück. 
Wie schon erwähnt wurde, enthalten diese eine unendliche Anzahl von un¬ 
bekannten Werten r im gegebenen Querschnitt, die, allgemein gesagt, vom 
Radiusvektor r und seinem Neigungswinkel «, d. h. von den polaren Koordinaten 
des elementaren FlächGnelements dF abhöngen. Dank den oingefübrten Hypo¬ 
thesen über die Formänderungen und der Anwendung des Ilookeschen Gesetzes 
gelang es, die unendliche Anzahl der Unbekannten auf nur eine Unbekannte, 
nämlich auf den relativen Drillwinkel 0 zurüokzuführen. Die Gleichung (9,7) 
gibt tatsächlich eine völlige bestimmte funktionale Abhängigkeit der Spannung 
von den polaren Koordinaten des Flächenelements dF an: 

Die Spannung ist direkt proportional dem Radiusvektor dos FJüöhenolomonts 
und hängt nicht vom polaren Winkel a ab. Demnach ist in der Gleichung (9,7) 
nur ein unbekannter Wert 0 enthalten. 

Setzt man den Wert t aus (9.7) in (9.1), (9.2) und (9.3) ein, so kommen wir zu 
einem System von drei Gleichungen mit einer Unbekannten 0. Dio Gleichungen 
dieses Systems widersprechen sich dann nicht, wenn beim Einsetzen in dio Glei¬ 
chungen (9.2) und (9.3) ihre linken Teile sich identisch in Null verwandeln. 
Hierdurch zeigt sich, daß dio von uns angenommenen Hypothesen Uber die Form¬ 
änderungen den Gleichgowichlsbodingungon der äußeren und inneron Kräfte 
nicht widersprechen. Was den unbekannten Wert 0 anbetriftt, so ermittelt sich 
dieser leicht aus der Gleichung (9.1). Führen wir das Einsctzon durch: ' 


ftdF sin a — 00 fr sin a dF = 
f F 


t dF cos« 


G0 jrcozadF 

F 


0, 

0 


(9.2') 

(9.3') 


und gehen zu den Descartosschen Koordinaten dos Flächonolemonts (Bild 280) 
über, dabei beachten wir, daß 


und 


r sin « = i/, 
r cos a ~ x 
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ät. Dann erhalten wir die Bedingungen der Widerspruchsfreiheit des Systems in 
oigender Form: G<9 / ydF — O, GG JxdF = 0. (9.8) 

F F 

)a GG nicht gleich Null sein kann, so erfüllen ßioh die Gleichungen (9.8), wenn 
JydF — 0 und f xdF = 0 

F F 


leichzeitig 


it. Diese beiden Integrale sind die statischen Momento der Fläche des Quer- 
chnitta in bezug auf die Achsen x und y. Da dio Achsen x und y Zentrnlachson 
nd, so sind beide Bedingungen erfüllt. 

Wir stellen nun fest, daß nicht nur bei einem kreisförmigen Querschnitt des 
lalkcns, sondorn auch allgemein bei Querschnitten mit zwei Symmetrieachsen 
ie Drehung der Querschnitte bei der Drillung des Balkens um ihre Sohwor- 
unkte vor sich geht, d.h. dioDrillungsachso fällt mit der Balkonachse zusammen, 
olglich sind die Spannungen im Schwerpunkt derartiger Querschnitte gloich 
ull. Im Fall von Querschnitten mit nur einer Symmetrieachse oder von über- 
jupt unsymmetrischen Querschnitten goht dio Drehung* allgemein gesagt, um 
nen Punkt vor sich, der mit dem Schwerpunkt nicht zusammcnfüllt und 
Drillungszentrum 11 heißt. 


D. Setzon wir jetzt den Wert r aus (9.7) in die verbliebene statische Gleichung 
A) ° m: /xdFr = GG f r 2 dF = M t , 


oachtet man, daß das nach dem Einsetzen erhaltene Integral das poloro Träg- 
litsmoment J p des Querschnitts in bezug auf seine Mitte darstellt, so ermitteln 
ir den relativen Drillwinkel 0: 


^ = 0 = 

dz 


GJ 


(9.9) 


v 


io Formel (9.9) ist als grundlegende Abhängigkeit der Drillungstheorie (Tor- 
mstheorio) anzusehen, da sie die Synthese aller drei Seiten der Aufgabe dar* 
3llt, Das Produkt GJ P heißt die Drillungssteifigkeit des runden Balkens, 
Vergleicht man die grundlegenden Formeln dos Zuges, der Biegung und 

’ iIIun 2> Ni M M t 

b — 777-,, — = -Fi und & — 

EF (0 EJ GJ p 

teinandor, so stellen wir hier noohmals fest, daß sie alle ein und dasselbe 
)okosche Gesetz über die Proportionalität zwischen der Formänderung und der 
■aft in einer für jedo Erscheinung spezifischen Form ausdrücken. 

A.us der Formel (9.9) kann man leicht durch Integration don Ausdruck des 
mmten Drillwinkels des Balkons, d. h. der gegonsoitigon Verdrehung soiner 
idquerschnitto .ermitteln. Es ist: 

fM t dz M t l 

9 J GJ P GJ p f 


(9.10) 


in dem zu untersuchenden Fall (Bild 279) das Moment der äußeren Kräfte M t 
allen Querschnitten des Balkens gleich ist. 
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Es ist noch die endgültige Formel der Schubspannung bei der Drillung ab¬ 
zuleiten. Zu diesem Zweck setzen wir den Wert <9 aus (9.9) in (9.7) ein und er¬ 
halten nach Kürzung: M r 

x — (9.11) 


Das entsprechende Gesetz der Spannungsverteilung ist bereits in Bild 285 dar¬ 
gestellt. Es ist nützlich, die nahe Analogie der Formeln (9.10) und (9.11) mit den 
entsprechenden Formeln des Zuges und der Biegung,, 


herauszustellen. 



und 


o = 


My 
J ’ 


E. Auf Grund der Gegenseitigkeit der Schubspannungen bestimmt die Formel 
(9.11) sowohl die Spannungen an den Flöchonelementen der Querschnitte, als 
auch an den Flftchenelementen der diametralen Querschnitte des Balkons, d. h. 
an den Seitenflächen der Elemente, in die der Balken bei der Untersuchung der 
Formänderungen aufgeteilt wurde (Bild 284). 

In Bild 286 sind die gegenseitigen SchubBpannungslinien im Quer- und im 
diametralen (Längs-) Sohnitt des runden Balkens dargestellt. 

Gehen wir jetzt zu den Spannungen in schrägen Schnitton über. Zur Beurtei¬ 
lung der Festigkeit des Balkens genügt es, die Spannungen an den an den Umriß 
des Querschnitts angrenzenden-elementaren Flächonelementen zu untersuchen, 



der Oberfläche befinden. Schneiden wir auB der äußeren dünnen Schicht dos 
Balkens mittels zweier diametralen Schnitte und zweier Querschnitte ein recht¬ 
eckiges Element abcd heraus (Bild 287). An diesen vier Flächen des Elements 
wirken Schubspannungen, deren Richtung in der Zeichnung in Übereinstim¬ 
mung mit der Richtung des Drillmoments angogeben ist. Die Normalspannungen 
an den Flächen sind gleich Null, demnach erleidet das Element einen reinen 
Schub. Wie bekannt, sind aber beim reinen Schub an den schrägen Schnitt- 
ebenen des Elements auch Normalspannungen vorhanden. Die größten von diesen, 
d. h. die Hauptspannungon wirken an Flächenelementen (Ebenen), die unter 45° 
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zu den Seitenflächen geneigt sind, und haben verschiedene Vorzeichen. Aber der 
zahlenmäßige Wert der beiden Hauptspannungen ist gleich dem Wort der Schub¬ 
spannungen an den Seitenflächen des Elements (siehe Kapitel 3.06): 

Omax = öjaln Ä ^max* 

Hieraus folgern wir, daß das aus der äußeren Sohicht mit Hilfe von vier zu der 
zylindrischen Mantelfläche unter den Winkeln von 45° geneigten Ebenen heraus- 
geschnittene rechteckige Element efgh (Bild 287) sich im Zustande des Zuges in 
einer Richtung und des diesem gleichen Druckes in der senkrechten Richtung 
befindet. Folglich entstehen bei der Drillung des runden Balkens die größten 
Zug- und Druckspannungen an der Oberfläche, und sie sind unter dem Winkel 
von 45° zur zylindrischen Mantelfläche geneigt. 

Zahlreiche Drillungsversuche mit runden Balken haben Ergebnisse geliefert, 
die mit der oben daigelegten Theorie gut übereinstimnien. In theoretischer 
Hinsicht ist der Wert der Drillungsversuche für die Kontrolle der Schubthoorie 
besonders wichtig, da der reine Sohub im Laboratorium nicht unmittelbar ver¬ 
wirklicht werden kann und im Grunde genommen keine Grunderscheinung 
darstellt, sondern nur eine solche, die andere Erscheinungen begleitet, und zwar 
den Zug bzw. Druck, die Biegung und Drillung. Von diesen Erscheinungen bietet 
die größten Vorteile für die Kontrolle der Schubtheorie auf dem Vcrsuohswego 
eben die Drillung, bei der die Elemente des Balkens einen Schub in reiner Form 
erleiden. Im besonderen kann man auf Grund des Drillungsvorsuchs den Elasti¬ 
zitätsmodul G des Werkstoffs beim Schub ermitteln. Zu diesem Zweck wird mit 
einem genauen' Gerät der volle Drillwinkel cp eines Stabes von bestimmter Länge 
und bestimmtem Durchmesser sowie das entsprechende Drillmoment gemessen. 
Darauf wird der Modul G aus der Gleichung (9.10) berechnet. 

Die Zerstörung runder Balken durch Drillung beginnt immer von der Ober¬ 
fläche aus, an der die größten Spannungen wirken. Hierbei ist der Charakter der 
Zerstörung der Balken aus verschiedenem Material sehr verschieden. Boi Holz¬ 
balken beginnt die Zerstörung mit der Bildung von Längsrissen, was sich dadurch 
erklären läßt, daß der Widerstand des Holzes gegen Schub längs der Faser 
schwächer ist als senkrecht zur Faserrichtung. Auf diese Weise sind' als Ursache 
der Zerstörung die Schubspannungen Tn,,,* in den Diametralebenen des Balkens 
anzusehen. Bei gußeisernen Stäben bildet sich oft ein Riß auf der Oberfläche in 
Form einer unter 45° zur Achse geneigten Schraubenlinie. Es ist offensichtlich, 
daß die Zerstörung in diesem Fall infolge der Hauptzugspannungon a max vor sich 
geht, denen das Gußeisen einen geringeren Widerstand als den Schubspannungen 
entgegensetzt. 

Der gleiche Charakter der Zerstörung wird bei der Prüfung von Vorsuchs¬ 
stäben auf Drillurig aus Beton und Stahlbeton beobachtet, wobei sich bei den 
letzteren eine spiralförmige Stahlarmierung am wirksamsten erweist, die in der 
Nähe der Oberfläche des Versuchsstahes unter einem Winkel von 45° zur Achse, 
d, h. in Richtung der Hauptzugspannungen angeordnet ist. Bei plastischen Werk¬ 
stoffen (weichem Stahl, Messing) ist die Zerstörung deswegen nicht so scharf aus¬ 
geprägt, weil dieser Zerstörung große plastische Formänderungen, die an der 
Oberfläche des Versuchsstabes beginnen, vorangehon. 

21 Fflononko I 
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1.2 Berechnung von Wollen auf Verdrehung. Orlllmomentenllnlen 

A, Die Ableitung des vorhergehenden Kapitels bezog sich auf einen an den 
3nden mit gleichen und entgegengesetzten Drillmomenten belasteten Balkon 
Bild 279). In der Praxis greifen die äußeren, eine Verdrehung bewirkenden 
Kräftepaare (Momente) jedoch oft an mehreren Querschnitten des Balkens an. 
Allerdings kommt auch eine Belastung durch ein über die Länge gleichmäßig 
verteiltes Drillmoment vor. Nehmen wir z. B. an, es soll eine auf Lagern ruhende 
Getriebewelle berechnet werden (Bild 288, a). Die Wirkung der in der Welle 
sitzenden Antriebsscheiben läßt sich durch Momente mit den auf der Zeichnung 
angegebenen Richtungen ausdrücken. Vernachlässigt man die Reibung in den 
Lagern und andere schädliche Widerstände, so wird bei gleichförmiger Drehung 
der Welle das Moment der Antriebsscheibe D durch die infolge des Widerstandes 
der Arbeitsmaschinen hervorgerufenen Momente der übrigen Scheiben A, B und 
C im Gleichgewicht gehalten: 

M ä + M b + M 0 ~ = 0 . 

Angenommen, es sollen die Spannungen in irgendeinem Querschnitt m — n der 
Welle ermittelt werden. Entfernt man nach dem Zerschneiden irgendeinen Teil 
der Welle, z. B. den linken, so sehen wir, daß die linkon äußeren Kräfte auf ein 
Kräftepaar M, = M Ä + M s zurückgeführt werden, das auch das Drillmoment 
im Querschnitt nt — n sein wird. Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt, daß die 



algebraische Summe der an der Welle rechts vom Querschnitt angreifendon 
Momente der Summe der linken Momente gleich und dem Vorzeichen nach (der 
Richtung nach) entgegengesetzt ist. Daher vereinbaren wir im weiteren, unter 
dem Drillmoment M z im. Querschnitt die algebraische Summe der auf einer Seite des 
Querschnitts wirkenden Momente zu verstehen. Hierbei ist es nicht notwendig, für 
das Drillmoment M z irgendeine Vorzeiohenregel festzulegen, wie dies für das 
Biegemoment gemacht wurde, da ein Vorzeiohenwechsol der naoh der Formel 
(9.11) ermittelten Schubspannung nur eine Änderung seiner Richtung in die 
umgekehrte bedeuten würde, was sich auf die Festigkeit des Balkens nicht aus¬ 
wirken kann. 

Für das Aufflnden des gefährdeten Querschnitts ist es zweckmäßig, eine der 
Biegung analoge M z - Linie des Drillmomonts zu konstruieren, die das Gosetz 
seiner Änderung über die Länge der Welle aufzeigt. Da im vorliegenden Falle die 
Welle mit Einzelmomenten belastet ist, so wird offenbar in allen Querschnitten 




Berechnung von Wellen au/ Verdrehung, Drillmomentenlinien 323 

jedes der Abschnitte AB, BD und DC das Drillmoment konstant bleiben und 
sich sprungweise beim Übergang der Grenzen der Abschnitte ändern. Nimmt man 
die Richtung des Moments M Ä als positiv an, und berechnet man nacheinander 
' die Drillmomente in allen Abschnitten, so erhalten wir die in Bild 288, b dar¬ 
gestellte Linie. 

Wenn wir die Plätze der Antriebsscheibe D und einer der äußersten Scheiben A 
und C wechseln, so kann man leicht erkennen, daß sich dadurch das größte Drill¬ 
moment vergrößern wird. Demzufolge ist es zweckmäßiger, die Antriebsscheibe 
näher zur Mitte der Welle so anzuordnen, daß die Summen der Momente defr 
übrigen Scheiben möglichst auf beiden Seiten gleich werden. 

Aus den durchgenommenen Beispiel ersieht man, daß die Konstruktion der 
Drillmomentenlinien außerordentlich einfach durohzuführen ist und nach den 
durchgonommenen Kapiteln über die Biegung dem Leser keinerlei Schwierig¬ 
keiten bietet. 


B. Zur Ermittlung der rechnerischen (der größten) Schubspannung im gefähr¬ 
deten Querschnitt eines runden Balkens muß man in der Formel (9.11) den ver¬ 
änderlichen Wort r durch ersetzen, wo d der Durchmesser des Querschnitts 
ist: 1 



^mox 



Analog der Biegung nennen wir das polare Widerstandmoment des Quer¬ 
schnitts das Verhältnis des polaren Trägheitsmoments zum Abstand der vom 
Zentrum am weitesten entfernten Punkte, d. h. zum halben Querschnittsdurch- 
messer: 


W, 



32 _ nd* 
d 16 ' 
2 


(9.12; 


Dann stellt sich die Berechnungsformel für die Drillung analog der Berechnungs¬ 
formel der Biegung in der Form 


W - ~ ä T' ml (9.13) 

dar, worin n die zulässige Schubspannung bei der Drillung (Torsion) ist. Für 
die Wahl des Querschnitts der Welle wird das gemäß der Festigkeitsbedingung 
erforderliche Widerstandsmoment aus 


W„ = mflX 


Port 


r t 


rat 


gefunden und alsdann mit Hilfe der Formel (9.12) der Durchmesser der Welle 
ermittelt. Wenn es beabsichtigt ist, die Welle mit veränderlichem Querschnitt 
auszuführen, so werden die Abmessungen des Querschnitts für jeden Abschnitt 
besonders auf Grund des entsprechenden Drillmomonts ermittelt. 


21 * 
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In der Praxis benutzt man oft die folgenden angenäherten Werte J p und W p : 


7td* 3,24# 
~ 32 ~ 32 

nd* 3,14# 
p ” 16 ~ 16 



(9.14) 


Die horizontalen Wellen erleiden außer einer Drillung noch eine Biegung infolge 
des Eigengewichts, des Gewichts der Scheiben und der Spannung der Antriebs- 
riemen. Bei Transmissionswellen, die der Übertragung der Energie von der An¬ 
triebsmaschine zu den Werkbänken dienen, ist man bemüht, den Einfluß der Bie¬ 
gung zu verringern, indem inan die Scheiben möglichst nahe an die Stützen (Lager), 
die in geringen Abständen angeordnet werden, heranrückt. Wegen des im all¬ 
gemeinen geringen Gewichts der Scheiben, und der schwachen Anspannung der 
Riemen berechnet man Transmissionswellen meistens nur auf Drillung, wobei man 
die verhältnismäßig geringe Biegung vernachlässigt. Dip zulässigen Schubspan¬ 
nungen werden hierbei nur sehr gering festgesetzt, da bei der Berechnung oft außer 
der Biegung der Einfluß dorTrägheitskräfto und auch örtliche Schwächungen der 
Welle durch Nute für Keile zur Befestigung der Scheiben sowie dio mit diesen 
Schwächungen verbundene örtliche Spannungskonzentration nicht berücksichtigt 
werden. Gewöhnlich worden die Wollen aus Kohlenstoffstahl gefertigt, für den man 
t< 2u1 — 200 kg/cm 2 (Ct. 3) und t < zu1 = 250 kg/cm 2 (Ct. 4) annimmt. Für Wellen 
aus Stahl ohne besondere Kennzeichen (Handelsstahl) ist r< zul <5 120 kg/cm 21 ). 

Für Wellen aus Spozialstählen sind die zulüssigon Spannungen bedeutend 
höher. In den Handbüchern für den Maschinenbau sind dio Tafeln mit den 
zulässigen Spannungen enthalten. 

Dio Schubspannungslinio bei der Drillung (Bild 285) zoigt, daß das Material 
des Balkens um so weniger ausgenutzt wird, je nähor es der Achse gelegen ist. 
Daher kann man eine bedeutende Gowichtsersparnis erreichen, wenn man den 
schwach angespannten inneren Teil entfernt, d. h. dio Wello hohl ausführt. Der- 



Bild 289 


artige Hohlwellon werden weitgehend bei großen Durchmessern 
angewandt, aber auch in solchen Fällen, wenn inan die Welle 
möglichst leicht ausführen muß (Flugzeugmotoren). Da die Hypo¬ 
thesen über die Formänderungen eines vollen Rundbalkens auch 
in bezug auf einen hohlen Rundbalkon voll anwendbar sind, so 
kann man bei der Berechnung von hohlen Wollen dio gleichen 
Formeln des Drillwinkels und der Schubspannung anwendon, 
indem man in diese dio entsprechenden Worte J p und )V P für 
einen Ringquerschnitt einsetzt. 


Es ist: 


— 

“"32" ~ 

^ 0,1 (dt 

( h 

2 






') Diese letztere Spannung wird für Wellen von Winden, die unter besonders ungünstigen Be- 
dingunKen heim Vorllegen großer Biegespannungen arbeiten, zugelussen. Arm. d. deutschen Redaktion! 
Pür Stalilteilc des Bauwesens gellen die bereits früher angegebenen zu]. Spannungen, Indem r, Ä „| « r azul 
<u setzen ist. Für Maschlncnbauteüo sind die entsprechenden Worte den Taschenbüchern bzw, Vor- 
.cliriiten zu entnehmen. 
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worin d t der äußere und d 2 der innere Durchmesser des Querschnitts ist (Bild 289). 
Bei der Berechnung von Wellen bestimmt man ihre Abmessungen so, daß sie 
nicht nur der Festigkeitsbedingung (9.13) genügen, sondern gleichzeitig auch 
eine ausreichende Steifigkeit der Welle gewährleisten, d. h. einen genügend kleinen 
Wert des Drillwinkels. Ein großer Drilhvinkel benachteiligt stark die regelmäßige 
Arbeit der Welle, insbesondere der langen Wellen, da bei oinerÄnderung der Größe 
des Drehmoments (z. B. beim Ein- und Ausschalten der angeschlossenenMaschinen 
oder bei einer Änderung der erforderlichen Leistung) die Formänderung der Welle 
sich ruckartig ändert. Daher wird in der Praxis gewöhnlich verlangt, daß der 
Drillwinkel für einen Meter Welle einen gewissen zulässigen Wert nicht übersteigen 
soll. Dieser zulässige Winkel schwankt je nach Verwendungszweck der Welle 
zwischen von Va° (bei Getriebewellen) bis 4° (bei Kardanwellen für Automobile). 

Den vollen Drillwinkel der Welle kann man leicht mit Hilfe der il/ s -Linio als 
algebraische Summe der D.rillwinkcl der einzelnen Abschnitte bei Benutzung 
der Formel (9.10) ermitteln. 


C. Beispiele 
Beispiel 52 

Es soll dor Durchmesser dor in Bild 288, a dargostolllen StahlwcIIo hoi folgenden Werten 
der durch die Scheiben zu übertragenden Momonto ermittelt werdont M A = 60 kgm, 
M 0 =s 80 kgm, M d — 200 Icgm und Mo = 60 kgm. Dio zulässige Spannung sei 

r 

Zf « 200 Icg/cm 2 . Der zulässige Drilhvinkel soll gj für i lfd. m Wolle soin. Dor Elasti¬ 
zitätsmodul dos Stahls bei Schub ist G >= 8 • IO 5 kg/cm a 1 ). 

Das größto Drillmomcnt tritt im Abschnitt BD in (Bild 288, b) t 
A/* mnx = Mjf -f- M ß — GO -f* 80 = 140 kgm. 

Wählen wir den Querschnitt zuorst auf Grund dor Ecstigkoitsbcdingungcn. Zu diesem 
Zweck finden wir das erforderliche Widerstandsmoment der Welle nach dor Formel (9.13): 

M. 1400 

- ■■ rss —. 

200 


W 


>>orl 


70 cm a . 


’/ul 


Der Durchmesser dor Wolle berechnet sich dann leicht aus der zweiten Gleichung (9.14). 
Es ist: W Pert « 0,2 d a « 70cm 8 , 

woraus sich d 0Tf => 7,05 «7 cm orgibt. 

Für die Praxis ist es bequem, dio Gleichungen (9.13) und (9.14) in allgemeiner Form in 
einer Gleichung zusammonzufasson, nach der dann dor Durchmessor der Wello direkt cr- 
mittolt wird, . 


W 


Port 


dort 


0,2 d® 

8 


M. 


l( ZUl 

— wird. 


0 2t - (9 * 16) 

T '*«i 

Jetzt wählen wir den Querschnitt auf Grund der Stcifigkoitsbedingung, die verlangt, daß 

1 ° 

in dem am stärksten angespannten Teil dor Wolle der Drilhvinkel den Wort von — für 

l 6 1 

1 lfd.m oder ^ für 1 lfd. m Wello nicht Übersteigen soll. In Bogenlängen ausgedrückt: 


OS 


7t 


180-400 


cm“ 1 a ) wird. 


•) Anm. d. deutschen licdahtton; Deutsche Werte sind für Stahl G » 8,1 • 10‘ für Guß¬ 
eisen G ■=> 3,8 ■ 10‘ [kg/ein*J. j 

*) Dio Dimension des relativen Drillwinkels 9 ist wie auch die der Krümmung ~ hoi der Biegung 

(Länge] ’ Z ‘ B ' [cqj]’ 
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Setzt man diesen Wert in den linken Tei! der Gleichung (9.9) ein, so ermitteln wir das 
äuf Grund der Steifigkeitsbedingung erforderliche polare TrSgheitamomont dos Wellon- 
querschnitts. Es ist 

*_ M, 

GJr, 


& =- 


*^>Orf ~ 


180 


180 • 400 uu p 
400 M e 180 • 14000 • 


400 


401 cm 4 . 


Gn 800000 • 3,14 

Den Durchmesser der Welle berechnen wir, indem wir die Formel (9.14) benutzen, Es ist: 


J p = 0,1 d* = 401 cm 4 , 
woraus sich d erf — 7,95 « 8 cm ergibt. 

Es ist klar, daß von den beiden gefundenen Werten für den Durchmesser der größere 
gewählt werden muß. 


Beispiel 53 

Ein an beiden Endon eingespannter runder Balken wird durch ein Moment M x auf 
Drillung beansprucht (Bild 290, a). Die Reaktionsmomente an der Einspannungsstelle sind 
zu ermitteln, und die Linio der Drillmomente im Balken ist zu konstruieren. 


Bild 290 



Bezeichnen wir dio Worte der Rcaktionsmomonte mit M A und M B . Ihre Richtung wird 
offenbar umgekehrt der Richtung des Moments M x sein. Dio Statik liefert für den gogobonon 
Fall nur eine Gloichgewichtsbodingung des Balkens: 

ZM z = M A -\-M n ~ M x = 0. 

Eine weitere Gleichung stellen wir auf Grund der geometrischen Bedingungen der Form¬ 
änderung des Balkons auf, wobei wir analog der Lösung der statisch unbestimmten Balken 
yorgehon, und zwar lösen wir ein Endo des Balkens, z. B. das linke Endo, aus der Ein¬ 
spannung und ersetzen diese durch ein entsprechendes Roaktionsmoment M A . Dio Be¬ 
dingung der Formänderung drückt sich darin aus, daß dor gegenseitige Vordrohungswinkol 
der Endquerschnitte des in Bild 290, a dargestelllen Balkons, d. h, dor volle Drillwinkol, 
gleich Null sein muß, Der vollo Drillwinkel wird als Summe dor Drillwinkol der einzelnen 
Abschnitte gefunden. Schreiben wir die Drillmomente und Drillwinkel für joden Absohnitt 
auf. 

Für den linken Absohnitt ist M', = M* und q> x — - 

LrJp 

(M A -M x )l 2 
GJp 


für den rechten Absohnitt ist = M A — M x und 
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Setzen wir die Summe der Drilh\inkol gleich Null: 

V = <Px + ft = Wa k + - AfJ k 1 = 0. 

Aus dieser Gleichung läßt sich das Reaklionsmoment M Ä ermitteln. Es ist: 

M 1 

M a = -—-3, worin X = h "Ma ist. 


Aus der Glcicligewichtsbedingung finden wir das andere Reaklionsmoment: 

m b = m 1 ~m a = 

Die Drillmomentenlinio ist in Bild 290, c dargestellt. 

1). Boi der Bemessung von Wellen muß man gewöhnlich von der gegebenen 
Leistung, die von der Welle übertragen wird, und von der Umdrehungszahl je 
Minute ausgohen. Auf Grund dieser Daten ist es nicht schwer, das Drillmoment 
zu ermitteln. Bezeichnen wir mit N die Leistung der Kraftmaschine in Pferde¬ 
stärken und mit n die Umdrehungszahl der Welle je Minute. Die Arbeit der Kraft¬ 
maschine in kgm/min drückt sich wie folgt aus: 

T « 75 N • 60. 


In diesem Zeitraum wird sich die Welle um den Winkel <t — 2a n drehen. 
Folglich wird das von der Kraftmaschine herrührende und die Welle drehende 
Moment im Laufe einer Minute die Arbeit 1 } 

T ~ Ma = M ■ 2nn 


leisten. Setzt man die rechten Teile der aufgeschriebenen Gleichung einander 
gleich, so erhalten wir das von der Kraftmaschine auf die Welle übertragene 
Moment, das die Welle auf Drillung beansprucht: 


M -• 


75 • 60 N 
2 nn 


= 716,2 - kgm. 

ft 


(9.17) 


Wenn die Welle mehrere Werkbänke oder Maschinen antreibt, so werden die 
Drillmomenle infolge des Widorstandes der Werkbänke nach der gleichen 
Formel (9.17) ermittelt, wenn man an Stelle von N die entsprechende Leistung in 
Pferdestärken, dio von der Werkbank benötigt wird, einsetzt. Nachdem alle an 
der Welle angreifenden äußeren Momente auf diese Weise ermittelt sind, wird die 
Berechnung, wie oben beschrieben, durchgoführt. 

In der Praxis hat man manchmal auch die umgekehrte Aufgabe zu lösen, 
nämlich die Leistung der Kraftmaschine durch Messung des Drillwinkels der 
Welle auf einer bestimmten Strecke seiner Länge zu ermitteln. Der gemessene 
Wort cp gibt die Möglichkeit, aus der Gleichung (9.10) das Drehmoment zu be¬ 
rechnen und alsdann auf Grund von (9.17) auch dio Leistung in Pferdestärken. 


*) Aus der Mechanik ist bekannt, daß die Arbeit eines Krfitlepitarcs gleich dom Moment des Krättc- 
panres multipliziert mit dem Drchwirtkol ist, 
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Beispiel 54 

Eino Welle überträgt 240 PS bei 120 Umdrehungen jo Minute. Dio zulässige Spannung 
sei T <eul = 250 kg/cm 3 . Der Durchmesser der Welle ist zu ermitteln. 

Benutzen wir dio Formel (9.16) und setzen wir aus (9.17) den Wert des Driilmoments ein: 



Setzt man dio Zahlenwerto ein, so erhalten wir 


dort 



= 14,2 cm. 


0.3 Drillunß von Balken mit nicktkreisförmif/em Quorsclinitt 

A. Bei der Drillung von Balken mit nicht kroisförmigem Querschnitt krümmen 
Bich deren Querschnitte. Infolgedessen erweist sich die Aufgabe über dio Drillung 
derartiger Balken viel komplizierter als für den runden Balkon. Die allgemeine 
Lösung dieser Aufgabe ist erstmalig von Saint-Vcnant angegeben worden, der 
einige besondere Fälle von verschiedenen Querschnittsformen untersucht hat. 
Diese Lösungen werden in den Lehrbüchern der Elastizitötstheorie aufgeführt. 
Hier beschränken wir uns auf die Verwertung einiger Ergebnisse der genauen 
Lösung in bezug auf die in der Praxis gebräuchlichsten Querschnittsarten, in 



Bild 291 Bild 292 

erster Linie in bezug auf die rechteckige Querschnittsform 1 ). Die Formänderung 
doß rechteckigen Balkens bei der Drillung kann man gut an einem Modell aus 
Gummi beobachten. 

Die Verzerrung des auf der Oberfläche des Modells aufgetragenen quadratischen 
Netzes ist in Bild 291 gezeigt, in dem die Verzerrung der Querlinien, dio auf eine 
entsprechende Verzerrung der Querschnitte hinweisen, deutlich zu erkennen ist. 
Auf Grund des Grades der Sohrägstellung der Quadrate kann man über den 
Charakter der Verteilung der Schiebungen urteilen und folglich auch über die 
Schubspannungen an den Flächenelementen des Querschnitts in der Nähe seines 

*) Eins ausführlichere Darlegung der Drillungstheorie wird im II. Teil des Lehrbuches gegeben. 
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Umrisses. Wie aus der Zeichnung 291 zu ersehen ist, behalten die Quadrate an 
den Kanten des Balkens die rechteckige Form bei; mit der weiteren Entfernung 
von den Kanten wftohßt jedoch die Verzerrung der Winkel an. Die größte Schräg- 
stellung erleiden die längs der Mittellinien der Seitenflächen gelegenen Quadrate. 
Hieraus kann man annehmen, daß die Schubspannungen in den Ecken des Quer¬ 
schnitts gleich Null sind und zu den Mitten ihrer Querschnittsseiten hin an¬ 
wach sen. 

Die genaue Theorie bestätigt diese Annahme und zeigt, daß die größten 
Schubspannungen in den Mitten der langen Seiten des Querschnitts Auftreten, 
während die Spannungen x x in den Mitten der kurzen Seiten entsprechend geringer 
sind. Der Charakter der Spannungsverteilung entlang der Hauptachsen, der 
Diagonalen und des Umrisses des rechteckigen Querschnitts ist in Bild 292 dar¬ 
gestellt 1 ). 

Man kann leicht auf elementarem Wege beweisen, daß die Schubspannungen 
in den Ecken des rechteckigen Querschnitts gleich Null sind. Da am Umriß die 
Schubspannung parallel zum Umriß gerichtet ist, so folgern wir, indem wir in 
der Ecko des Rechtecks ein elementares Flächenelement dF abgrenzon, daß die 
Spannung an diesem gleichzeitig parallel zu zwei Seiten des Rechtecks gerichtet 
sein muß. Diesen Widerspruch kann man nur beseitigen, wenn man x — 0 an¬ 
nimmt. 

Die in der Elastizitätsthoorio aufgeführte Lösung liefert folgende Werte der 
größten Schubspannung (in den Mitten der langen Soiton) und des relativen 
Drillwinkels für einen Balken mit rechteckigem Querschnitt: 




Hl 

abc* } 


(9.19) 


<9 


M* 2 ) 
ßbc 3 G ’ 


(9.20) 


Hierin sind a und ß ICoofflzienton, die vom Verhältnis — der Rechteckseiten 

G 

abhöngen, wobei b dio längere Seite und c die kürzere Seite ist (Bild 292). 

Bei der Berechnung von rechteckigen Balkon auf Biegung und Drillung muß 
man nicht selten die Spannung r x in den Mitten der kurzen Seiton des Quer¬ 
schnitts berechnen. Sie wird durch folgende Gleichung bestimmt: 


Mn 

a x bc*' 


(9.21) 


Die Werte der Koeffizienten a, ß und a x für verschiedene Verhältnisse — sind 
in Tafel 12 angegeben. - 0 

Die grüßten Spannungen x max kann man auch mit genügender Genauigkeit aus 
der Gleiohung M , A 

W=^(3+1.8|) 


(9.22) 


berechnen, die angenähert solche Ergebnisse liofert, die sich beim Einsetzen der 
ersten Spalte der Tafel 12 in dio Gleiohung (9.19) ergeben. 


') Dio r-I.)nicn für «len Umriß stellen die Spannungen nur der Größe nach dar, nicht aber der 
Richtung nach. 

*) Der Ncnnor der Formel (0,20) heißt die Steifigkeit des rechteckigen Querschnitts bei der Drillung. 
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Tafel 12 


Werte der Koeffizienten a, ß und für rechteckige Balken 


bfc 

1,0 

1.5 

1,75 

2,0 

2,5 


4,0 

6,0 

8,0 

10 

CO 

a 

0,208 

0,231 

0,239 

0,246 

0,258 

0,267 

0,282 

0,299 

0,307 

0,313 

0,333 

ß 

0,141 

0,196 

0,214 

0,229 

0,249 

0,263 

0,281 

0,299 

0,307 

0,313 

0,333 


0,208 

0,270 

- 

0,309 

- 

0,354 

0,379 

0,402 

- 

- 

0,448 


15. Aus Tafel 12 folgt, daß bei großen Verhältnissen — die Koeffizienten a 

c 

und ß ungefähr x / a sind. Daher kann man für schmale rechteckige Querschnitte 

b 1 

(z. B. bei — 10) in praktischen Berechnungen a = ß = annehmon und die 

c o 

Gleichung (9.19) und (9.20) in die folgende Form bringen: 


3 M t 
6 c* * 


(9.23) 


0 « 


3 M t 
bc*G' 


(9.24) 


Die Gleichung (9,24) kann man mit genügender Genauigkeit aber nicht nur bei 
schmalen rechteckigen Stäben, sondern auch allgemein boi dünnwandigen nicht 
geschlossenen Profilen anwenden, wenn man an Stelle von b die Länge der 



abgewickelten Achsenlinie des Querschnitts einsetzt, So muß man z. B. bei 
einem Querschnitt in Form eines Ringstückes (Bjld 293, a) b — <pr, bei einem 
gleichschenkligen Winkel (Bild 293, b) b — 2 a — c und boi einem ungleich¬ 
schenkligen Winkel (Bild 293, c) b = a -f- Oj — c einsetzen. Bei [- und I-Quer- 
schnitten (Bild 294), die eine ungleiche Steg- und Flanschendicke aufweisen, 
kann man den angenäherten Wert 6 erhalten, indem man als Drillungssteifigkeit 
des Querschnitts die Summe der Steifigkeiten der drei den Querschnitt bildenden 
Rechtecke annimmt. Zu diesem Zweck muß man in die Gleichung (9.24) ah Stolle 
von 6 c 3 den Wert + 2 c | x ) Einsetzen: 


& = 


3 M, 

(■kcl + 2t 2 1-|) G 


(9.25) 


Bel ^ en , gewateten c - und X -Eisen ändert sich die Flanschdlcko Infolge der Neigung der inneren 
Flüchen, und daher bezeichnet e, die in den Sortlment-Tateln mi/geführtc mittlere Dicke des Flansches. 
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illung von Balken mit nicht kreisförmigem Querschnitt 


Zur Berechnung der Spannungen bei der Drillung dünnwandiger Profile kann 
an die Gleichung (9.23) benutzen, aber hierbei ist es erforderlich, zwei Fälle zu 
iterscheiden. Wenn der Querschnitt keine entspringenden Ecken hat (z. B. der 
uerschnitt in Bild 293, a), so muß man zur Berechnung der größten Spannung, 
o auch oben, in die Gleichung (9.23) an Stolle von b die abgewickelte Länge des 
uerschnitts einsetzen, Bei Vorhandensein von einspringenden Ecken ergibt 
>h jedoch in diesen eine Konzentration von Spannungen, die dort ihre größten 
erte erreichen. Untersuchen wir zuerst einen Querschnitt von konstanter Dicke, 
B. einen gleichschenkligen Winkelquerschnitt (Bild 293, b). Setzt man in (9.23) 
9 abgewickelte Länge des Querschnitts 2a — c ein, so erhalten wir die größte 
tannung in den von der einspringenden Ecke entfernten Punkten, nämlich in 
r zwischen beiden Winkelschenkeln der Winkel. Bezeichnen wir diese Span- 


ng mit r 0 : 


3 A/* 

r °~ (2a — c)c s * 


(9.26) 


Um die Spannung in der einspringenden Ecke zu erhalten, muß man die 
tannung r 0 mit einem gewissen Koeffizienten k multiplizieren, der größer als 



Bild 294 


is ist und von dem Verhältnis der Schenkeldicke c und des Radius r der inneren 
tsrundung der Ecke abhängt: 

W - kr 0 . _ (9-27) 

Bei der theoretischen Untersuchung der Spannungskonzentration in der Ecke 
lielt E. Trefftz folgenden Wert des Konzentrationskoeffizienten: 

k 1,74 |/I, (9-28) 


Bei den Werten —, die die Normalprofile aufweisen, stimmt die Formel (9.28) 
r 

riedig«?nd mit den experimentellen Daten überein. Im Fall von Querschnitten 
gleicher Dicke, z. B. von C- und I-Querschnitten, kann man die größte 
annung am Umriß r 0 berechnen, indem man den rechten Teil der Gleichung 
25) mit c 3 G multipliziert: 3 
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Dies folgt aus dem Vergleich der Gleichungen (9.23) und (9.24) miteinander, die 
erkennen lassen, daß die Spannung gleich dem relativen Drillwinkel multipliziert 
mit dem Elastizitätsmodul und der Dicke des Querschnitts ist. 

Die Spannung r 0 bezieht sich auf die Mitten der äußeren Flanschflächen der 
t- und I-Eisen. Zur Berechnung der Spannungen r mflX in den einspringendon 
Ecken kann man die Gleichungen (9.27) und (9.28) benutzen, indem man an 
Stelle von c die größte Dicke des Querschnitts einsetzt. Hier ist zu bemerken, daß 
für plastische Werkstoffe bei statischer Belastung die Spannungskonzentration 
in den Ginspringenden Ecken von keiner wesentlichen Bedeutung ist, da die Größo 
dieser Spannungen durch die Fließgrenze des Werkstoffs (vgl. Kapitel 2.07) 
begrenzt ist. Bei spröden Werkstoffen und bei wechselnder Belastung übt 
jedoch die Spannungskonzentration einen großen Einfluß auf die Festigkeit aus 
und muß daher berücksichtigt werden. 

0‘.4 Berechnung von Schraubenfedern mit geringer Ganghöhe 

A. Die Sckraubenfeder stellt einen dünnen Stab von größtenteils rundom 
Querschnitt dar 1 ), dessen Achse die Form einer Schraubenlinie hat. Trotz der 
verhältnismäßig komplizierten Form der Achse ist es nicht schwierig, auf 
elementarem Wege Formeln zur angonäherten Berechnung von Federn mit 
geringer Ganghöhe abzuleiten. Die Schraubenfedern worden als Waggonfedern 
und bei verschiedenen Maschinenelementcn und Mechanismen angewandt. Bei 
einer Wirkung von Kräften, die längs der Achse der Feder gerichtet sind und diese 
ausziehen oder zusammendrücken, erleidet der Stab der Feder in dor Hauptachse 
eine Drillung. 

MrFR 




. Bild 295 Bild 296 

Um die Spannungen in einer zylindrischen Feder vom Radius 7?, die durch 
zwei Kräfte P (Bild 295) ausgezogen wird, zu ermitteln, zerschneiden wir an 
irgendeiner Stelle den Federstab mittels vertikaler, durch die Achse der Feder 
gehender Ebene (Bild 295, b) und entfernen den unteren Teil. Da die Achse des 
Stabes zur Waagerechten geneigt ist, so wird der Querschnitt die Form einer 
Ellipse aufweisen, aber wir werden ihn trotzdem als angenähert kreisförmig an- 
sehen, indem wir annehmen, daß die Ganghöhe der Schraubenlinie genügend 
gering ist und die Neigung der Achse vernachlässigt werden kann. 

>) Es kommt mitunter auch ein quadratischer und rechteckiger Querschnitt vor, 
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Die Wirkung des entfernten Teiles auf den oberen wird auf die Kraft P zurück- 

f eführt, die längs der Achse der Feder nach unten gerichtet ist. Bei der parallelen 
fbertragung der Kraft P in die Mitte des Stabquerschnitts (Bild 296) tritt ein 
Kräftepaar M s — PR hinzu, das die Drillung bewirkt. Auf diese Weise werden 
die auf den entfernten Teil wirkenden äußeren Kräfte auf eine in der Mitte des 
Querschnitts wirkende Querkraft Q = P und ein Drillmoment M z = PR zurück- 
goführt. Diese beiden Faktoren rufen im Querschnitt Sohubspannungen hervor. 
Die größten Spannungen infolge der Drillung (am Umriß des Querschnitts) 
werden gleich: 

_M S _ iQ>PR 
Tl ~ W p ~ 7td 3 

sein, worin d der Durchmesser des Querschnitts ist. 

Die Spannungen infolge der Quorkraft erreichen ihren größten Wert r ß längs 
des horizontalen Durchmessers a — b des Querschnitts, wo sie vertikal gerichtet 
sind. Nach der Formel (6.28) erhalten wir: 

_ 4 Q _ 16P 
Ta - 3 F ~ 3 7zd*' 

Der äußere Punkt a des Durchmessers ist als kritischer Punkt dos Querschnitts 
anzusehen, da hier die Spannungen r t und r 2 der Richtung nach zusammenfallen 
und sich addieren. Die rechnerische Spannung wird 


= n + r 2 = 


1 6PR / 
Ti d 3 


. d\ ' 1 QPR/, t 2 d\ 
l 1 + WTi) “ IST + 3 D) <9 ' 30) 


sein, worin D der Durchmesser der Feder ist, d. h. der Durchmesser des Zylinders, 
in dem die Sohrauben&chse des Federstahls gelegen ist, 

Bei kleinem Verhältnis — kann man das zweite Glied in der Klammer als 

klein im Vorgleich zu eins vernachlässigen, d. h. dio Feder wird nur auf Drillung 
allein berechnet. Bei schweren Federn (bei Waggonfedern) ist der Einfluß der 

Quorkraft auf die Spannungen bedeutend, da daa Verhältnis in diesem Fall 
nicht klein ist: 


B. Außer den Spannungen in der Feder ist es für praktische Zwecke erforderlich, 
auch die Verlängerung oder Zusammendrückung der Feder infolge der sie aus¬ 
ziehenden oder zusammendrüekenden Kräfte berechnen zu können. Der Einfluß 
der Querkraft auf die Verlängerung ist nicht groß, daher wird gewöhnlich nur der 
Einfluß der Drillung der Windungen in die Berechnung aufgenommen. 

Schneiden wir aus der Feder ein Element ds der Windung heraus (Bild 297), 
und untersuchen wir, wie sich der Angriffspunkt m der Kraft P infolge der 
Drillung dieses Elements verschiebt. Hierbei wollen wir alle Übrigen Elemente der 
Feder als absolut starr ansehen. Zur Vereinfachung Btellon wir den unteren Teil 
der Feder in der Form eines absolut starren rechtwinkligen Stabes mno dar, der 
den Punkt m mit dem Querschnitt A des Eloments ds starr verbindet. Bei der 
Drillung dos Elements ds wird sich der Querschnitt A um den Winkel d<p drehen, 
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und der Punkt m wird sich in die Lage m' verschieben. Die vertikale Verschiebung 
des Punktes m ist: 

mk — nn' = Rdtp; 


und da 


ist folglich 


dcp ~ 


mk 


Mgds PRds 


GJ p 

PR 2 

GJ„ 


GJ. 


ds. 


Die gesamte Verlängerung der Feder ermittelt sich wie folgt: 

PR 2 r . PR 2 


Ö 


GJ. 


: f ds = 


GJ r 


S. 


(9.31) 


Hier ist s die Länge der Schraubenachse des Federstahles 1 ). Bei geringer Ganghöhe 
kann man diese Länge mit ausreichender Genauigkeit gleich 2tiR n annehmen., 

jid* 

worin n die Anzahl der Federwindungen ist. Setzt man J p — ein, so er- 

oZ 

halten wir folgende endgültige Formel der Verlängerung (Zusammendrückung) 


der Feder: 



64 PR*n 
Ga 4 


(9.32) 


Um die Formel leichter im Gedächtnis behalten zu 
können, sei auf Grund von (9.34) erwähnt, daß die 
Zusammendrückung gleich dem vollen Drillwinkel 
M iS 


GJ. 


multipliziert mit dem 


des Federstahles <p 
Radius R der Feder ist. 

Da die Federn genügend große elastische Verlänge¬ 
rungen liefern müssen, werden sie aus gehärtetem Stahl 
mit einer sehr hohen Proportionalitätsgrenze aus¬ 
geführt. Die zulässige Schubspannung r zul schwankt 
bei statischer Belastung von 3500 bis 5000 kg/cm 2 und 
ist für besonders widerstandsfähige Sonderstähle noch 
höher. Bei wechselnder Belastung wird die zulässige 
Spannung bedeutend herabgesetzt (um 30 bis 65%). 
Die Federn mit quadratischem und rechteckigem 
Querschnitt kann man auf die gleiche Weise berechnen, indem man das polare 
Widerstandsmoment W p durch den Wert abc 2 und die Steifigkeit GJ P durch die 
entsprechende Steifigkeit ßbc*G ersetzt. 


*) Es ist nicht schwor zu erkennen, daß die Summe der Verschiebungen des Aurhflngepwnkles der 
Last gleich Null sein wird. 




0 Zusammengesetzte Beanspruchung des geraden Balkens 

0.1 Allgemeiner Fall der Kräftewirkung aut einen Balkon 
Formel für die Normalspannung 

A. Den. allgemeinsten Fall der Wirkung yon beliebigen Kräften auf den 
alken (Bild 298, a) kann man in drei Grundeinwirkungen zerlegen, die zu den 
runderseheinungen führen, die wir bisher untersucht haben: 

1, Zug bzw. Druck, 

2. Biegung, , 

' 3, Drillung (Torsion). 



Führen wir an beliebiger Stelle einen Schnitt quer zur Balkenachse aus und 
ählen, nachdem der linke Teil des Balkens entfernt wurde, ein Koordinaten- 
stem auf folgende Weise'. Den Koordinatenanfang ordnen wir im Schwerpunkt 
>s Querschnitts an, die z-Aohse richten wir längs der Achse des Balkens auf die 
site des entfernten Teiles hin und der und y-Achse geben wir die Richtungen 
r Hauptträgheitsachsen des Querschnitts , indem wir ihre positiven Richtungen, 
le in Bild 298, b dargestellt, wählen. Dieses Rechtsschraubensystem werden 
ir im weiteren benutzen, und für dieses werden die Vorzeichen der nach- 
ehenden Formeln zutrefTen 1 ). 

l ) Wenn man längs der z-Aohse von ihrer positiven Richtung nus sclmut, so befindet sich bol elnom 
chtsschraubensyBtem die x-Achso rechts von der Halbierenden des Winkels xOj), nber bei einem 
ikssclirnubensystem links davon. 


336 


Zusammengesetzte Beanspruchung des geraden Balkens 


Die äußeren Kräfte die die Wirkung des entfernten Teiles (in unserem Beispiel 
des linken Teiles) des Balkens auf den verbliebenen ersetzen, können im alb 
gemeinsten Fall auf eine im Koordinatenanfang angreifendo Kraft (auf den 
Hauptvelctor) und ein Kräftopaar (auf das Hauptmoment) zurückgeführt 
werden. Projiziert man den Hauptvektor und das Hauptmoment (dargestellt in 
Form eines Vektors gemäß den Regeln der Statik) auf die Koordinatenachsen, so 
erhalten wir im allgemeinen Fall sechs Koordinatengleichungen, die die linken 
äußeren Kräfte bestimmen (Bild 298, b): 

1. £Z t= JV S ist die axiale Längskraft , 

2 . 2Y = Qv sind die Querkräfle in den Hauptebenen yz 

3. £X = Q x und xz des Balkens, 

4. = Mg sind die Biegemomente in den Hauptebenen 

5. = M v j yz und xz , 

6. ]£M t = M z ist das Drillmoment. 1 

Dio im einzelnen infolge jeder der aufgozählten sechs Koordinatenzerlegungen 
der äußeren Kräfte im Querschnitt des Balkens auftretendon Kräfte sind schon 
in den vorhergehenden Kapiteln untersucht. Die Längskraft N z (Zug- oder 
Druckkraft) und die Biegemomente M a und M v rufen Normalspannungen und 
die Querkrfifte Q x und Q u sowie das Drillmomont M e Sohubspannung hervor. 

Bezeichnen wir in der Folge alle Fälle als zusammengesetzte Beanspruchung , 
wenn dio Kräfte im Querschnitt des Balkens in bezug auf unser Aohsonsystom 
nach mehr als einer Koordinatenachse bestimmt werden. Hieraus folgt, daß bei 
zusammengesetzter Beanspruchung in allen Fällen, wenn das Prinzip der Unab¬ 
hängigkeit der Wirkungen der Kräfte anwendbar ist, wir die resultierende 
Spannung in einem beliebigen Punkt des Querschnitts durch einfache Addition 
der entsprechenden infolge jeder der sechs äußeren Kräftewirkungen liorvor- 
gerufenen Spannungen erhalten können. Hierbei worden selbstverständlich dio 
Normalspannungön im gegebenen Punkt algebraisch und die verschiedene Rich¬ 
tungen aufweisenden Schubspannungen geometrisch addiert. Der Wort der 
resultierenden Schubspannung wird mittels der Gleichung 

»=y?R 

ermittelt, worin r x und r v die Summen der auf dio Hauptachsen projizierten und 
zu addierenden Spannungen darstellen. 

Genau so könnon die Verschiebungen und Formänderungen bei der zusammen¬ 
gesetzten Beanspruchung auf Grund des Prinzips der Addition (Superpositions- 
gesetz) erhalten werden, wenn sie nur genügend klein sinü und keine merklichon 
Änderungen in bezug auf die gegenseitige Lago der äußeren Kräfte Hervorrufen. 

Inwieweit sieb die Wirkung der Kräfte auf den Balken infolge seiner Form¬ 
änderungen ändern kann, wird mau an folgendem Beispiel (Bild 298, c) erkennen, 
Nehmen wir an, daß am oberen Ende eines geraden, mit dem unterem Ende oin- 
gespannten Stabes eino Druckkraft P und ein Drillmomont M wirken. Solange 
der Stab gerade bleibt, haben wir in einem beliebigen Querschnitt a—a desselben 
eine Normalkraft 

N = P 

und ein Drillmoment M z — M. 
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Wenn sich jedoch der Stab unter der Einwirkung irgendwelcher Ursachen in 
der Ebene yz krümmen und die durch die punktierte Linie gezeigte Lage ein¬ 
nehmen würde, so hätten wir im Querschnitt a—a 

r,. \ M u = M, 

die Biegemomente { 

6 \ M„ = - Pz 

und die Querkraft Q v = — P. 

Demnach gehen der Druck und die Drillung im Querschnitt a—a in eine reine 
Biegung um die y-Achse und eine Querbiegung um die .u-Achse über. Es ist klar, 
daß sich hierbei auch die Spannungen im Stab vollständig ändern. 

Hier ist das Beispiel einer sehr großen elastischen Formänderung angeführt, die 
nur bei einem sehr langen und dünnen Stab möglich ist. Man kann aber auch 
andere in der Praxis vorkommende Beispiele anführen, wo das Prinzip der Unab¬ 
hängigkeit der Wirkungen nicht anwendbar ist, was die Berechnung stark 
erschwert. In Bild 312 (siehe weiter unten) ist ein Fall der Biegung und des 
Druckes eines dünnon Balkons dargestellt, bei dem die Lüngskrüfte nicht nur die 
übliche Verkürzung hervorrufen, sondern auch eino wesentliche zusätzliche Bie¬ 
gung, da im Ergebnis der Durchbiegung infolgo der Quorbelastung dio gebogeno 
Balkonacbso von der Wirkungslinio der Lüngskrüfte bedeutend ab weicht. 

In einigen Füllen der zusammengesetzten Beanspruchung wirken die größton 
Normal- und Schubspannungen an irgendwie zum Querschnitt geneigten 
Fläohonelemonten (Ebenon). Dann muß man außer den resultierenden Span¬ 
nungen im Querschnitt dio Ilauptflächenelcmente (Hauptebonon) und Ilaupt- 
spannungon ermitteln 1 ). 

Dio in den vorhergehenden Kapiteln untersuchten Erscheinungen des Zugs 
bzw. dos Drucks, der reinen Biegung und der Drillung gehören zu den einfachsten 
oder grundlegenden Füllen der Wirkung von äußeren Kräften auf einen Balken 
und sind dadurch gekennzeichnet, daß die Kräfte in einem beliebigen Querschnitt 
des Balkens nur durch einen Wort bestimmt werden (der axialen Längskraft, dem 
Biegemoment, dem Drillmomont). 

Tatsächlich muß man sich fast immer mit komplizierteren Fällen befassen, 
bei denon die Kräfte im Querschnitt des Balkens durch mehrere Faktoren 
charakterisiert werden, die von den äußeren Kräften des entfernten Balkontcils 
abhüngon. Nicht selten bedingen einige von diesen Faktoren im Bolken Span¬ 
nungen nebensächlichen Charakters, die man vernachlässigen kann, indem innri 
sich mit der Ermittlung der Grundspannungen begnügt, dio hinsichtlich der 
Festigkeit eine entscheidende Rolle spielen. So kann man z. B. boi der Berechnung 
von Balken auf Querbiegung in vielen Fällen die Überprüfung der Schubspan¬ 
nungen infolge der Wirkung der Querkroft unterlassen, indem man sich auf dio 
Ermittlung der Normalspannungen infolge dos Biogemoment« beschränkt. Boi 
der Berechnung von Transmissionswellen auf Drillung braucht man in oinigon 
Fällen die gleichzeitig mit der Drillung auftretendo Biegung der Welle infolge dos 
Eigengewichts nicht zu berücksichtigen, indem man entsprechende zulässige 
Spannungen wühlt usw. Hierbei vereinfacht sich bedeutend dio Berechnung des 
in Wirklichkeit unter don Bedingungen einer zusammengesetzten Beanspruchung 
arbeitenden Balkens. 

*) Einen derartigen Fall hatten wir früher bei der Überprüfung der Ihmptspnnmingon ln Dnlicen, 
die mif Uicgmig arbeiten, 

22 Fllonenko I 
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In anderen Fällen spielen verschiedene Wirkungen der äußeren Kräfte hin¬ 
sichtlich der Festigkeit die gleich -wichtige Rolle, so daß man ihre gleichzeitige 
Wirkung berücksichtigen muß. Von den verschiedenen Kombinationen der 
Werte, die die Kräfte im Querschnitt des Balkens bestimmen, oder von den 
speziellen Arten der zusammengesetzten Beanspruchung sind folgende von 
großem praktischen Interesse: 

1. Zusammengesetzte oder schiefe Biegung , die bei gleichzeitiger Wirkung von 
zwei Biegemomenten M x und M v in den Hauptebenen entsteht; 

2. Biegung mit Zug oder Druck , wenn die Kräfte im Querschnitt auf eine 
Längskraft IV und auf ein oder beide Biegemomente M x und M v zurück¬ 
geführt werden; 

3. Biegung mit Drillung , wenn im Querschnitt Biegemomente und ein Drill- 
moment vorhanden sind. 

In allen diesen Fällen können auch Querkräfte Q x und Q v vorhanden sein. 

B, Im allgemeinen Fall der zusammengesetzten Beanspruchung hängen die 
NTormalspannungen im Querschnitt des Balkens von drei Wirkungsarton der 
iußeren Kräfte ab: Von der Längskraft iV und von den Biegemomenten M„ und 
M v in bezug auf die Hauptachsen x und y des Quer¬ 
schnitts. Nehmen wir an, daß für irgendeinen Querschnitt 
des Balkens diese drei Kraftwirkungen positive Werte 
haben, d. h. die Längskraft ist eine Zugkraft und die 
Biegemomente haben die in Bild 299 dargestellten Dreli- 
richtungen. Wählen wir dann im Querschnitt ein elemen¬ 
tares Flächenelement dF, wobei wir dieses wegen der All¬ 
gemeinheit der Ableitung im ersten Quadranten der 
Ebene ,-c, y abgrenzen, so werden die Koordinaten x 
und y des Fläehenelements positiv sein. Die Richtung 
der auf das Flächenelement wirkenden Normalkraft adF 
nehmen wir ebenfalls als positiv, d. h. als eine Zug aus- 
Bild 299 übende Kraft an. 

Die Statik bietet die Möglichkeit, folgende drei Be¬ 
engungen der Äquivalenz des Systems der Normalkröfte adF zu den äußeren 
Kräften des entfernten Balkenteils aufzustellen: 


/ adF = N, 

F 

(10.1) 

- JadFy = M Xi 

F 

(10,2) 

f adFx =» M„, 

(10.3) 


In diesen Gleichungen stellen die linken Teile die Projektion des Systems der 
-räfte adF auf die z-Achse und die Momente desselben um die Achsen x und y 
ar. Das Minuszeichen im linken Teil der Gleichung (10,2) ist dadurch zu erklären, 
aß für das gewählte Flächenelement dF das Moment der Kraft adF um die 
-Achse negativ ist (Bild 299), während M x > 0 ist. Ähnliche Gleichungen, aber 



Allgemeiner Fall der Kräflewirkung auf einen Balken 


333 


nur bei anderer Lage der Koordinatenachsen, haben wir im Kapitel 6.01 beim 
Studium der reinen Biegung erhalten. 

Wir stellen wie auch im Kapitel 6.01 fest, daß diese Gleichungen der Statik 
zur Ermittlung der Spannung a nicht ausreichen. Um die Lösung dieser Aufgabe 
auf elementare Art zu Ende führen zu können, ohne den komplizierten Apparat 
der Elastizitätstheorie einzuführen, kann man folgende zwei Wege beschreiten: 

1. Man kann sich der Untersuchung der geometrischen Seite der Aufgabe zu¬ 
wenden und, indem man in bezug auf die Formänderungen wahrscheinliche, 
durch den Versuch bestätigte Annahmen (Hypothesen) macht, mit Hilfe 
des Hookeschen Gesetzes zu den Spannungen übergehen. Auf diese Weise 
sind wir nämlich bei der Untersuchung der Biegung von Balken vor¬ 
gegangen, indem wir die Hypothese von Bernoulli ein führten. 

2. Man kann unmittelbar eine Hypothese über dieses oder jenes Gesetz der 
Verteilung der Spannungen a annehmen, d. h. eine Form der Normal- 
spannungsflüchen vorausBetzen. 

Den zweiten Weg ging Flavier , indem er die Hypothese darüber aufstellte, daß 
im Querschnitt eines geraden Balkens die Normalspannungsfläche immer irgend¬ 
eine Ebene ist: 

z = Ax - f- By -f- C- 


Trägt man die Normalspannung a in allen Punkten des Querschnitts in Form von 
Vektoren ab, bo kann die Gleichung der Ebene, auf der die Endpunkte der Vek¬ 
toren liegen, wie folgt aufgeschrieben werden: 

<r = Ax + By + C. (10.4) 

Demnach setzt die Hypothese von Navier eine lineare Abhängigkeit der 
Spannung a von den Koordinaten x und y dos Querschnittspunktes voraus. 
Mit Hilfe dieser Hypothese wird die unendliche Anzahl der unbekannten Span¬ 
nungen a im Querschnitt auf zunächst drei unbekannte Koeffizienten deij 
Formel (10.4) zurückgeführt, die man aus den drei Gleichungen der Statik (10.1), 
(10.2) und (10,3) finden kann. Auf diese Weise spielt hier die Hypothese von 
Flavier die gleiche Rolle, wie die Hypothese von Bernoulli in der Aufgabe zur 
Ermittlung der Spannungen hoi der Biegung. 

Gehen wir zur Ermittlung der Koeffizienten /l, B und C über. Setzt man den 
Ausdruck a aus (10.4) in (10.1), (10.2) und (10.3) ein, so erhalten wir: 

J{As + B y + C)dF^ N, 


j(Ax+By + C) dFy = 

F 

j{Ax By C) dFx = M p . 

F 

Löst man die Klammern auf, so finden wir: 

AfxdF+B fydF+CfdF = N, 

A / xy dF -f Bf y* dF + cf y dF * - M g 
A J x 2 dF + ß{ xy dF + Cf x dF « M v . 


(10.5) 


22 * 
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Da die Achsen x und y bedingungsgemäß die Hauptzentralachsen des Quer¬ 
schnitts sind, so ist: 

jxdF = 0, Jy dF = 0 und jxy dF =■ 0. 

Außerdem sind / if dF = J x und / s 2 dF = ./„ die Hauptträgheitsmomente 
des Querschnitts, und j dF — F ist die Fläche des Querschnitts. Führt man 
diese Werte in die Gleichungen (10.5) ein und löst man sie, so finden wir die 
Koeffizienten A , B und C\ 


C = 


N 

F 


B 


Mg 

J* 


und A = 




{ 10 , 0 } 


Setzt man diese Werte der Koeffizienten in (10.4) ein, so erhalten wir die all¬ 
gemeinste Formel der Normalspannung im Querschnitt dos geraden Balkens: 

M„ M* . N „ (10.7) 


a — 


M , N 

t 


Alle drei Glieder dieser Formel sind un& aus den vorhergehenden Kapiteln be¬ 
kannt. Das dritte Glied drückt die Spannung infolge des Zuges bzw, Druckes 
eines Balkens durch eine zentral angreifende axiale Kraft N aus. Das zwoite 
Glied gibt die Biegespannung des Balkens in der Ebene yz durch das in dieser 
Ebene wirkende Moment M a an. Das erste Glied entspricht der Biegung in der 
Ebene xz. 


Es ist augenscheinlich, daß wir die Formel (10.7) hätten erhalten können, 
ohne die Hypothese von Navicr einzuführen, wenn die grundlegenden Formeln 
des einfachen Zuges bzw. Druckes sowie der Biegung und das Gesetz der Un¬ 
abhängigkeit der Wirkungen benutzt worden wären. Hierbei hätte sich die Ab¬ 
leitung auf die Hypothese von Bernoulli über die ebenen Querschnitte gestützt, 
die bei der Ableitung der grundlegenden Abhängigkeiten der Biegung an¬ 
genommen wurde. Sie trifft selbstverständlich auch für den Fall des einfachen 
Zuges bzw. Druckes zu. 

Demzufolge erweisen sich die Hypothesen von Navicr und Bernoulli für den 
geraden Balken als äquivalent: 

Die Annahme einer von diesen zieht als Folge die andere nach sich. 


10.2 Schiefe Biegung. Nullinic. Ermittlung der Durchbiegungen 

A. Wenn die nach dem Zerschneiden auf den entfernten Teil des Balkens 
wirkenden äußeren Kräfte auf zwei Momente M x und M v in bezug auf die Haupt¬ 
achsen x und y des Querschnitts zurückgeführt werden (Bild 299), so erleidet 
der Balken eine gleichzeitige Biegung in beiden Hauptebenen. Ein derartiger 
Spannungszustand wird zusammengesetzte oder schiefe Biegung genannt. 

Setzt man in (10.7) N = 0, da gemäß den Bedingungen der Aufgabe eine 
Längskraft nicht vorhanden ist, so erhalten wir folgende Formel der Normal- 
spannung in einem beliebigen Punkte (r, y) des Querschnitts bei der zusammen¬ 
gesetzten Biegung: M M 

* = -r*- T.'/' (10.H) 

—-- *' v •' X 

l ) Wir erinnern tlnnm, da« die Vorzeichen des rechten Teils für das von uns angenommene Hechts* 
srhraubemystem der Koordinatenachsen zu treffen. 



Schiefe Biegung. Nullinic. Ermittlung der Durchbiegungen 


341 


Geht man von dieser Formel aus, so kann man leicht den Begriff der Spannungs¬ 
verteilung über den Querschnitt festlegen. Da die Fläche der Normalspannungen 
eine Ebene ist, so schneidet sie sich mit der Ebene des Querschnitts auf einer 
Geraden. In jedem Punkt dieser Geraden ist die Spannung a gleich Null, und 
deshalb heißt sie die Nullinie. Die Gleichung der Nullinie erhalten wir aus der 
Formel (10.8), indem wir in dieser a ~ 0 setzen: 


M v 

Jy 


x 



(10.9) 


Diese Gleichung zeigt, daß die Nullinie durch den Koordinatenanfang geht, 
d. h. durch den Schwerpunkt des Querschnitts. Demnach teilt sie den Querschnitt 
in zwei Teile, wobei in einem von diesen Zugspannungen und in dem anderen 
Druckspannungen wirken. Die größten Spannungen dem absoluten Wert nach 
ergeben sich in den von der Nullinie am weitesten entfernten Punkten des Quer¬ 
schnitts. Die Lago der Nullinie wird am günstigsten durch ihren Winkellcoeffi- 


zionton bestimmt: 


}J M v 


t = ” = 


M, 


h 

Jy 


( 10 . 10 ) 


Zieht man die Nullinie unter dem Winkel a zur .r-Achse, so finden wir die am 
stärksten angespannten Punkto des Querschnitts. Setzt man die Koordinaten 
dieser Punkto in die Formol (10.9) ein, so finden wir die größten Zug- und Druck¬ 
spannungen im Querschnitt. Die Werte der Biegemomente M x und M y und der 
Koordinaten x und y muß man selbstverständlich mit den entsprechenden Vor¬ 
zeichen einsetzen. 


1). Als ebene schiefe Biegung bezeichnet man den Fall der Biegung, bei dem 
die Querbelastung des Balkens in einer mit den Hauptebenen des Balkens xOz 
und ijOz nicht zusammonfallenden Ebene gelegen ist. 



Zur Benutzung der Formel (10.9) muß man die gegebene Belastung q in zwei 
in den Hauptebenen liegende Belastungskomponenten q x und q v zerlegen und 
alsdann das in der Ebene Oyz wirkende und durch die Belastung q u horvor- 
gerufene Biegemoment M x sowie das in der Ebeno Oxz wirkendo und durch die 
Belastung q x liervorgerufeno Biegemoment M v berechnen (Bild 300). Man kann 
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auch die Methode der Zerlegung der Resultierenden des Biegomomonts in ihre 
Komponenten anwenden. 

Wenn man nach dem Zerschneiden den linken Teil des Balkens entfernt hat, 
so ersetzen wir seine Wirkung durch ein Moment M und eine Querkraft Q , die 
in der Kraftebene AOz liegen, deren Spur p—p auf der Querschnittsebene wir 
mit Kraftlinie bezeichnen (Bild 301). 

Indem wir das Moment M gemäß den Regeln der Statik vom Punkte 0 senk- 
reoht zur Kraftebene in Form eines Vektors abtragen, zerlegen wir es darauf 
in zwei Komponenten längs der Achsen x und y. Das werden auoh die von uns 
benötigten Biegemomente 

M x = M cos rp und M y = M sin <p 

sein, worin (p den Neigungswinkel des Vektors Af zur m-Achse (oder, was dasselbe 
ist, den Neigungswinkel der Kraftlinie zur y-Achse) darstollt. Setzt man diese 
Werte M g und M v in die Gleichung (10.10) ein, so erhalten wir: 

tga=it g? >. (10.11) 

Jy 

Da im allgemeinen J x = J V) so folgt aus der Formel (10.11), daß der Neigungs¬ 
winkel a der Nullinie nicht gleich rp ist. Demzufolge schließt bei der schiefen 
Biegung zum Unterschied von der einfachen Biegung die Nullinie und die Kraft¬ 
linie einen vom rechten Winkel sioh unterscheidenden Winkel cp ein. In dem 
Sonderfalle, wenn die Hauptträgheitsmomente einander gleich sind, wordon alle 
Achsen des Querschnitts Hauptaohsen sein, und der Balken wird bei boliobigor 
Lage der Wirkungsebeno der Kräfte eine einfache Biegung in der gloiohon Ebene 
erleiden, wobei die Nullinie zur Kraftlinie senkrecht stehen wird. 

Da die Richtung der Nullinie in einem Balken mit konstantem Querschnitt 
gemäß (10.11) nur von der Richtung der Kraftebene abhängt, so werden die 
Nullinien aller Querschnitte des Balkens untereinander parallol soin. Bei dor 
schiefen Biegung behält aber die Hypothese von Dernoulli ihre Gültigkeit. Folg¬ 
lich wird die Formänderung des Balkens wie auch bei der einfachen Biegung von 
einer Drehung jedes Querschnitts um seine Nullinie begleitet sein. Da die Null- 
hnien aller Querschnitte parallel sind, so wird die Krümmung dor Balkenaohse 
a ~~b Ben krecht zur Richtung der Nullinie n—n vor sich gohon 
(Bild 302), Diese Ebene heißt die Biegungsebene. 

Auf diese Weise wird die Richtung der Durchbiegungen bei dor schiefen 
Biegung duroh die Gerade a-b 1 n~n bestimmt. Die Werte der Durchbiegungen 
linden wir leicht, indem wir die Gesamtbiegung in der Ebene a—b in zwei 
Biegungen in den Hauptebenen yöz und xOz zerlegen. Bezeichnet man die Durch¬ 
biegung in Richtung der i/-Aohse wie früher mit u und die Durchbiegung in 
Richtung der a;-Achse mit u, so können wir für diese beiden Biegungen die 
Differentialgleichungen aufschreiben: 

d*u 
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Integriert man diese, so Anden wir die Komponenten der Durchbiegung u 
und v. Benutzt man die graphoanalytische Methode, so finden wir u und v nach 
den Formeln 


u = 


v s= 


M v 

~EJ V 

EJx 


(10.13) 


Hier bezeichnen M cos cp und = M sin <p die Projektionen des fiktiven 
Biegemoments auf die Hauptachsen. 

Kennt man u und u, so ist es nicht schwer, den Wert der resultierenden Durch¬ 
biegung |u| = Yu 2 + w 2 sowie ihre Komponente in beliebiger Richtung zu 
finden, z, B. die vertikale oder horizontale Verschiebung eines Punktes der 
Balkenachse bei geneigter Lage der Hauptachsen (Bild 303). 




Bild 304 


C. Vermerken wir noch eine interessante Abhängigkeit zwischen der iCraffc- 
und dor Nullinie. Nehmen wir in der Formel (10.11) 


— %F und J y 


PF 

V 


an, worin i x und i v die Hauptträgheitsradien sind. Außerdem führen wir an Stelle 
dos Winkels cp den Neigungswinkel/? der Kraftlinie zur »-Achse ein (Bild 304): 


ß = 90° -f <p und tg cp = 




Setzt man alles in (10.11) ein, so erhalten wir nach Kürzung durch F: 

ii 


tg « = ~ - 




tgatg/9 = - 7 f. 


oder 


(10.14) 
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In der analytischen Geometrie wird folgende Abhängigkeit zwischen den 
Winkelkoeffizienten tga und tgß der konjugierten Durchmesser der Ellipse 
bewiesen: ^ 

tga tgß = — -51 

Iv 

worin a und b die Halbachsen der Ellipse sind. Vergleicht man dies mit (10.14), 
so erkennen wir, daß die Kraft- und die Nullinie als konjugierte Durchmesser 
der Trögheitsellipso anzusehen sind, deren Halbachsen (Kapitel 4.08) ent- 

s P reohend b = i, und « = i„ 

sind. 

Wenn folglich für den Querschnitt eine Trägheitsellipse gezeichnet ist, so kann 
man leicht die in einer beliebigen Richtung der Kraftlinie entsprechende Null¬ 
linie n—n graphisch auf nachstehende Weise finden (Bild 304). 

Wir ziehen die Sohne CD parallel zur Kraftlinie p—p und teilen sie zur Hälfte. 
Die Nullinie n—n wird dann durch den Koordinatenanfang und die Mitte der 
Sehno gehen. 

10.3 Berechnung von Balken bei schiefer Bicßung. Bicßunff des Balkens 
dureh Kräfte, die nicht ln einer Ebene liegen 

A. Bei der Berechnung der Balken auf schiefe Biegung muß man zuerst den 
gefährdeten Querschnitt ausfindig machen, in dem das Biegemomont das 
Maximum erreicht. 

Der Umstand, daß bei der schiefen Biegung die Wirkungsebono der Belastung 
zu den Hauptebenen des Balkens geneigt ist, wirkt sich selbstverständlich in 
keiner Weise auf die Aufgabe der Auffindung dos gefährdeten Querschnitts aus. 
Diese Aufgabe wird mit Hilfe der gleichen Verfahren, die im Abschnitt 4 für dio 
einfache Biegung (Konstruktion der M-Linie) angegeben sind, gelöst. Ferner 
muß man im gefährdeten Querschnitt die am stärksten angespannten Punkte 
finden und ihre Spaünungen ermitteln. Die am stärksten angespannten Punkto 
im Querschnitt werden die von der Nullinie am weitesten entfernten Punkto 
sein, folglich muß man zu ihrer Ermittlung vorher dio Richtung der Nullinie 
festlegen. 

Es ist offensichtlich, daß im Querschnitt im allgemeinen zwei gefährdete 
Punkte vorhanden sind: 

In einem von diesen wirkt die größte Zugspannung und in dem andoren dio 
größte Druckspannung. Wenn die zulässigen Spannungen dos Balkenmaterials 
auf Zug und Druck die gleichen sind, so genügt es, die Spannung nur in einem 
Punkt zu überprüfen, in dem der zahlenmäßige Wert der Spannung der größte ist. 

Der Gang der Berechnung ist folgender: 

Indem wir das resultierende Moment M m#x in die Momente M x und M v in bezug 
auf die Hauptachsen zerlegen und die Koordinaten x und y der am stärksten 
angespannten Punkte in bezug auf die gleichen Achsen an Hand der Zoiohnung 
ausmessen oder berechnen, finden wir die größte Spannung nach der 
Formel (10.8). ö 

In einigen speziellen Fällen von symmetrischen Querschnitten vereinfacht sich 
die Ermittlung der größten Spannungen bedeutend. Untersuchen wir z. B einen 
rechteckigen Querschnitt (Bild 305). Es ist klar, daß die größten Spannungen 
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unabhängig von der Lago der Nullinie n—n immer in den Ecken des Rechtecks 
auftreten werden. Nehmen wir z. B. an, daß die Belastung in der Ebene p-p 
wirkt, so daß die Momente M x und M y in bezug auf die Hauptachsen beide 
positiv sind. Das Moment M x ruft die größten Zugspannungen in den unteren 
Fasern dos Querschnitts und die größten Druckspannungen in den oberen Fasern 
hervor, was in Bild 305 vereinbarungsgemäß durch die Zeichen (-(-) und (-) 
dargestellt ist. Der Wert dieser Spannungen ist folgender: 


a 'm bx — ± 
min 


M_x 

Vf* 


Analog ruft das Moment M y den größten Zug in den äußersten rechten Fasern 
und den größten Druck in den äußersten linken Fasern hervor: 


rx" — 4 - Mji 
max — ± n 

min rr V 

Bei gleichzeitiger Wirkung beider Momente worden sich die größten Spannungen 
er' und er" in den Punkten A und B arithmetisch addieren und in den Punkten C 



und D subtrahieren, Folglich werden A und B die gefährlichen Punkte sein, 
Der absolute Wert der größton Spannung ormittclt sich nach der Formel 


O’max 


M* , Mv 

W* ^ Wy ' 


(10.15} 


Diese Formel ist offenbar bei ollen Querschnitten anwendbar, dio sich so in ein 
Reohteck einzeichnen lassen, daß die äußerston vier Punkte des Querschnitts mit 
den Winkeln des Rechtecks Zusammenfällen, z. B. boi den I-, C* und andoren 
Querschnitten, die in Bild 306 dargestellt sind und in der Praxis oft Vorkommen. 

In den anderen Fällen muß man dio Formel (10.8) benutzen, indem man vorher 
die Richtung der Nullinie und die Werte des am stärksten angespannten Punktos 
des Querschnitts ermittelt. Bei der schiefen Biegung infolgo einer Querbelastung 
wirken im Balkenquerschnitt neben den Biegemomenten M x und M v im größton 
Teil der Fälle auch Querkräfte Q x und Q Vi die Schubspannungen hervorrufen. 
Die Ermittlung der Komponenten der Schubspannungen wird nach der gleichen 


Formel v 


QS 

Jb 


wie im Falle der einfachen Quorbiegung durchgeführt. 


346 


Zusammengesetzte Beanspruchung des geraden Balkens 


Wir erinnern daran, daß die hier aufgeführte Berechnungsart, streng genommen, 
für die reine schiefe Biegung Gültigkeit hat. Bei Vorhandensein von Sohub- 
spannungen im Querschnitt behalten die Ergebnisse ihre Gültigkeit nur bei 
Querschnitten, bei denen das Biegezentrum (Schubmittelpunkt) mit dem Schwer¬ 
punkt zusammenfällt, d, h. in der Hauptachse bei Querschnitten mit zwei 
Symmetrieachsen. 



(äf iff i) 



Bild 306 



B. Die Aufgabe der Wahl des Querschnitts bei der schiefen Biegung ist 
komplizierter als bei der einfachen Querbiegung. Ersetzt man auf Grund der 
gegebenen Belastung und des Neigungswinkels 9 ? der Kraftlinie zur y-Aohse das 
resultierende Moment M max durch seine Komponenten M x und M v und setzt 


man in dor Formel (10.8) o 
erhalten wir: 


<rt> 2ul (der zulässigen Spannung auf Biegung), so 


^ j 


U M % 

2z- *y 


mit den vier Unbekannten J X) J v , x und worin x und y die Werte des am 
stärksten angespannten Punktes des Querschnitts sind. 

Zur Lösung der Aufgabe muß man im voraus ein zweckmüßiges Verhältnis 

der Trägheitsmomente ~ annehmen und den Querschnitt durch Probieren 

wählen. Bei rechteckigen Querschnitten und solchen, die sich in ein Rechteck 
einzeichnen lassen (Bild 306), vereinfacht sich die Wahl des Querschnitts, da 
man in diesem Fall die Formel (10.15) benutzen kann. Nimmt man das Ver- 
W 

hältnis an, so kommen wir zu einer Gleichung mit einer Unbekannten, 
und werden die Aufgabe leicht zu Ende führen. Zu erwähnen ist, daß bei einem 


W 

rechteckigen Querschnitt das Verhältnis der Widerstandsmomente -~ gleich dem 

h " u 

Verhältnis der Seiten des Rechtecks T ist. das man auch im voraus wühlen kann: 

0 


W* 


hh* 

6 


hb a 
6 


Bei den gewalzten Querschnitten, z. B. bei den E- und I-Eisen, hängt das Ver- 

W 

hältnis der Widerstandsniomente von der Profilnummer ab und ändert 

. . 

sich in recht weiten Grenzen. So ändert sich z. B. für I-Normalprofile dieses 
Verhältnis von 5 (Nr. 10) bis 11,7 (Nr. 40a) und mehr 1 ). Bei der Wahl von C- 
und I-Querschnitten (z. B. von Dachpfetten aus Stahl, die durch schiefe Biegung 


') <i. deutschen Redaktion; Bei den deutschen I -Normalproflleu schwanken die Verhältnisse 

zwischen 0,5 und 10,7, 
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W x 

beansprucht werden, muß man das Verhältnis -pp- in den angegebenen Grenzen 

bei Berücksichtigung der Belastung und der Stützweite der Pfette wählen, 
alsdann die Spannungen in dem gewählten Quersohnitt überprüfen und diesen 
notfalls ändern 1 ). 

C. Beispiele 
Beispiel 55 

Ea ist ein C-Querschnitt für Dachpfette zu wählen, die in den Knotenpunkten des 
Obergur tos eines Dachbinders aua Stahl angeordnet sind (Bild 307, a). Der Abstand der 
Pfotton in horizontaler Richtung ist a = 1,8 ra, und die Stützweite der Pfotton, d. li, dor 
Abatand der benachbarten Binder ist 2 «= 5,0 m. Dor Neigungswinkel dos Obcrgurtos dos 
Binders zur Ilorizontalebono ist (p = 20°. Die vortiltalo Belastung infolge Eigongowloht 
des Daches und dos Schnees auf die Grundfläohoneinhoit ist p =*> 170 leg/m 8 . Dio zulässigo 
Spannung ist «= 1600 kg/cm 8 (Ct. 3). 



Jede Pfette trögt oinon Bolastungsstreifon von dor Broito a => 1,8 m. Folglich ist die 
Größe dor Belastung jo Motor Pfottenlüngo: 

q — pa — 170 • 1,8 =».306 kg/m. 


Das Berochnungsschoma dor Pfette ist in Bild 307, b dargeatollt. Das größte Biego- 
momont in dor Mitte der Öffnung ist} 

ql* _ 306 • ß 8 __ 

' 8 8 




956 kgm. 


Zerlegen wir dieses in der vertikalen Ebene p— p (Bild 307, c) wirkende Moment in die 
auf die Hauptachsen x und y bezogenen Momente: 


M x ~ M cos 20° <= 956 * 0,94 = 899 kgm, 

M y — M ein 20° - 956 • 0,342 = 327 kgm. 

‘) Gewöhnlich nimmt man als erste Annäherung bei I-TrSgern das Vorhaitnis ~~ gleich 8,6 ■ 10 

und bei t -Trägem gleich 0—8 an. Zur Erleichterung der Wahl der Querschnitte von*Untcrzügen sind 
sehr bequeme graphische Darstellungen aufgestellt [siehe rinojiOTpoftnnoeicT — Onpnaoaumc no hotojijiU- 
veoKBM KoucrpyKipwiK, OHTH, 10S7 (Promstrolprojokt — Handbuch für Metallkonstruktlonou, ONTI, 
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Zur Wahl des Querschnitts nehmen wir das Verhältnis = 7 an und setzen es in die 
Formel (10.15) ein: W * 


a =s 


M x 

W z 


~h 


Hieraus finden wir, indem wir er sa a* , 

° 2111 


M„ M x + 7 M v 
W v 7 W v * 

=* 1600 kg/cm 3 setzen, 


w - 8990° + 7 * 32700 _ , 

"-T 7 !® ' 

Von den C -Eisen eignet sich Nr. 22 a am besten, mit 17^ = 28,49cm 3 und W x *= 223,4 cm 11 . *) 
Die Nachprüfung der Spannung ergibt: 


89300 32700 

a ~ 223,4 + 28,5 


= 1547 <1600 kg/cm 3 . 


Die Unterboanspruchung beträgt 3,3%, so daß der gewählte Querschnitt als zweckmäßig 
beibehalten werden kann. 

Die angeführte Berechnung berücksichtigt nicht die zusätzliche Drillung, die dadurch 
entsteht, daß die Belastung nicht durch das Biegezenirum (SchubmittelpunkL) des 
i -Eisens geht. Eine derartige Berechnung kommt jedoch in der Praxis zur Anwendung, 
da die durch die Drillung hervorgerufenen zusätzlichen Normalspannungon die Grund- 
Spannung der Biegung im gefährlichen Punkt des E - Querschnitts vermindern. 


Beispiel 56 

Ein Kragträger mit einem T~ Querschnitt von der Stützweite l — 2,0 m ist am Ende 
mit einer vertikalen Last P «= 250 kg belastet (Bild 308, a), Der Querschnitt (T-Eisen 



'Ir. 14, OCT 29, Ausgabe 1926) ist in Bild 308, b dnrgcstcUt und hat die Trägheitsmomente 
r j? 88 847 cm 4 und » 61,4 cm 42 ). Der Neigungswinkel der Hauptachse y zur Stegachso 
’-P ist tp 21° 48'. Das Material ist Or. Oc. Die Spannungen sind zu überprüfen, und die 
erlikale Durchbiegung des Endes dos Kragträgers ist zu bestimmen. 


\)Anm. d.deutschen Redaktion: Von den deutschen Profilen paßt am ehesten C 22 mit W* ■= 245 cm 1 
ad Wy = 33,0 cm 5 , 

*i Anm. d. detttscjten Redaktion: Ein entsprechendes deutsches Profil Ist nicht bekannt. Nach 
IN 1027 hat das Profil 114 folgende Trägheitsmomente: J* ~ 676 cm' =, H8 cm*: (Je = 708 cm* 
id J v « 66,4 cm*). Der Winkel <p beträgt 71° 0'. 
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Der gofährdete Querschnitt befindet sich an der Einapannungastelle. Indem wir die Last P 
in die Komponenten längs der Hauptachsen ($, y) zerlegen, finden wir für den erwähnten 
Querschnitt: 


M X~ -Pyl = PI cos (p = — 250 ■ 0,928 • 200 = -232 ■ 200 = -46400 kgem, 

M v — ~ P x l — -Pf sin <p ~ -250 * 0,371 • 200 = — 93 • 200 « -18600 kgem. 

Bestimmen wir den Neigungswinkel dor Nullinio zur Hauptachse x des Querschnitts: 

' g “ ” T„ tg9> " ' 0,4 = 5 ' 52 ' « = 79 ° 44'. 

Trägt man die Nullinie n—n in die Zeichnung ein, so sollen wir, daß sich die größte Span¬ 
nung in den am weitesten von dor Nullinio entfernten Punkten A t und A t dos Querschnitts 
ergeben. Die Koordinaten dieser Punkto in bezug auf die Hauptachsen sind: 

x — + 2,97 cm (ist in der Tafel Oct 29 angegeben) 

V “ ± cos q> - — sin (pj = ± (7 • 0,928 - 0,4 • 0,371) = ± 6,35 cm. 

Die Spannung im Punkto A a (~ 2,97j +6,35) ist: 


M v x M x y 186.00-2,97 , 46400 .45,35 , . 

“ -77 “ ~J7 = 61,4 ' + - ' 847 “ 1248 k ^ cm3 ' 

die den zulässigen Wort für CT. Oc nicht übersteigt. 

Zur Ermittlung der vertikalen Durchbiegung des Endes des Kragträgers finden wir 
zuerst die Durchbiegungen u und v in den Hauptoboncn, indem wir die Formel (7.17) an- 


wondon: 


P r P 


x- _ 


93 • 200 s 


3 EJ t 


v =3 


P U P 


3 

232 


2 • 10 ° 

200 3 


= 2,02 cm, 


3 EJ X 

Die resultierende Durchbiegung U sei: 


3 • 2 • 10« . 8 /,7 


61,4 
= — 0,37 cm. 


| ul = ya? + v 1 = j/2,02 a -f 0,37® = 2,05 cm. 

Die Richtung des Vektors ti bestimmt die Biegungsebene dos Kragträgers. Die vortiknlo 
Durchbiegung dos Endes der Konsole ist: 

/ = U cos («-?>)= 2,05 cos (79° 44' - 21° 48') — 2,05 ■ 0,644 = 1,32 cm. 


Es ist zu beachten, daß im vorliegenden Beispiel dor Winkel a viel größer als 
der Winkel <p ist und die Biogungsobene sich dor Ebene dor geringsten Steifig¬ 
keit Occ des Querschnitts nähert (Bild 308, c). Dies ist eine Folgo des großen 
Unterschiedes in der Größe der Trägheitsmomente J x und J v . Die Ergebnisse 
dor Berechnung kann man praktisch als genau ansehen, da das Biegezentrum 
(Schubmittelpunkt) des T-Querschnitts mit dem Schwerpunkt zusammenfällt, 
durch den gemäß dor Bedingung der Aufgabe die Kraft P geht, 


D. Boi der Untersuchung der schiefen Biegung wurde angenommen, daß die 
auf den Balken wirkende Belastung in einer mit den Ilauptebenen des Balkens 
nicht zusammenfallendcn Ebene liegt. Hierbei liegt die gerade und gebogene 
Balkenachse ebenfalls in einer zur neutralen Faserschicht senkrechten Ebene 
(Biegungsebene). Es kommen aber in der Praxis auch solche Fülle vor, in denen 
die den Balken auf Biegung beanspruchenden Kräfte nicht in einer Ebene liegen 
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(z, B. bei der Biegung von Wellen). In diesen Füllen muß man die Belastung in 
die in den Hauptebenen liegenden Komponenten zerlegen und die einzelnen 
Momentenlinien M a und M y zeichnen. 

Nehmen wir z. B. an, daß auf einen Balken auf zwei Stützen zu seiner Achse 
senkrechte Kräfte P 2 un d Pa wirken, die nicht in einer Ebene liegen (Bild 
309, a), sondern mit der Hauptachse y die Winkel (p u <p z und 9 % einsohließen. 

Zerlegen wir die Kräfte in die Komponenten P t cos (p u P 2 cos <p 2 und P s cos q> 3 , 
die in der at/-Hauptebene liegen, und in die Komponenten P 2 sin <p ly P z sin 9 \ 
und P 3 sin ep 3 in der Hauptebene xz, Nachdem wir die Auflagerroaktionen für 
jedes dieser Kräftesysteme getrennt ermittelt haben, können wir die Biege- 
momentenlinien M fi und M v in den Hauptebenen zeichnen (Bild 309, b). Hierauf 
ist es nicht 3 ßhwer, die Spannungen in einem beliebigen Querschnitt zu ermitteln, 
indem man die entsprechenden Werte M x und M v in die Formel (10.8) einsotzt. 
Der vorliegende Fall weist jedoch auch einen wesentlichen Unterschied gegenüber 
der ebenen schiefen Biegung auf. Bei der Biegung infolge einor in einer Ebene 
liegenden Belastung ist das Verhältnis der Biegemomente M v = M sin (p und 
M„ = M cos (p ein konstanter Wert und gloich tg cp. Folglich ist auch dio Rich- 
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tung der Nullinie, die auf Grund der Formel (10.11) bestimmt wird, für alle 
Querschnitte des Balkens gleiok. Die Biegung geht daher nur in einer Ebene vor 


M u 


nicht 


sioh. In dem vorliegenden Fall wird jedoch das Verhältnis = t g cp 

JV1 % 

konstant sein und sich in Abhängigkeit von dcr Form der M a - und Af tf -Linion 
ändern. Folglich wird hier die Nullinie in verschiedenen Querschnitten eine ver¬ 
schiedene Richtung haben, und daher wird die gebogene Balkenachse nicht mehr 
eine ebene, sondern eine räumliche Kurve sein. 


Außerdem wird das Auffinden des gefährdeten Querschnitts komplizierter. In 
der Tat muß sich das maximale resultierende Moment M = )/ M\ -f M\ offen¬ 
bar in einem Querschnitt befinden, in dem eine der Kräfte angreift. Diesen Quer¬ 
schnitt kann man manchmal sofort auf Grund der Form der M x - und Afp-Linien 
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finden, manchmal muß man jedoch M in mehreren Querschnitten unter den 
Angriffspunkten der Kräfte berechnen. 

Bei einem kreisförmigen Balkenquer schni tt (z, B. be i Wellen) wird der Quer¬ 
schnitt mit dem größten Moment M = y -j- M\ der gefährdete sein, da 
bei einem Kreis alle Achsen Hauptachsen sind und die größten Spannungen im 
Querschnitt nicht von der Richtung des Moments abhängen (siehe weiter unten 
die Berechnung der Wellen auf Biegung mit Drillung), Wenn jedoch der Quer¬ 
schnitt des Balkens nicht kreisförmig ist, so hängen die größten Spannungen in 
diesem nicht nur von dem Wert des resultierenden Moments M ab, sondern auch 
von dem von seiner Wirkungsebene mit der t/-Aohse eingeschlossenen Winkel <p. 
Dieser Winkel bleibt jedoch, wie oben erwähnt wurde, nicht konstant. Folglich 
wird in diesem Fall der gefährdete Querschnitt offenbar mit der Angrilfsstelle 
einer der Lasten zusammenfallen, aber er braucht nicht mit dem Querschnitt 
zusammenzufallen, in dem das resultierende Moment M sein Maximum erreicht. 


10.4 Zug und Druck mit Biegung 


Wenn die auf den Balken wirkenden Kräfte seine Achse unter den verschie¬ 
densten Winkeln schneiden, so erleidet der Balken gleichzeitig Zug oder Druck 
und zusammengesetzte Biegung. Jede der Kräfte P können wir tatsächlich in 
drei Komponenten zerlegen: In eine Längskomponente P s und zwei Quer¬ 
komponenten P x und die in den Hauptträgheitsebenen xz und yz des Balkens 
liegen. Die Längskomponenten rufen Zug oder Druck hervor, und die Quer- 
komponenten Biegung in zwei Hauptebenen. 

Die Kräfte in einom beliebigen Querschnitt des Balkens werden hierbei durch 
fünf Kraftwirkungen nach Koordinatenrichtungen bestimmt: Die LUngskraft N } 
die Biegemomente M x und M v in bezug auf die Hauptachsen des Querschnitts 
und die Querkräfto Q x und Q v . 

Im Sondorfall, wenn Q x = Q y = 0 ist, werden wir einen Zug bzw. Druck und 
eine reine Biegung des Balkens in den Hauptebenen haben. Die Normalspannung 
in einem beliebigen Punkt ( x , y) des Querschnitts wird mit Hilfe der allgemeinen 
Formel (10.7) der Normalspannung ermittelt: 


M v M x N 

T*-T' j +J 


(10.7) 


Der Schnitt der Spannungsebene mit der Quergchnittsebene des Balkens gibt 
die Nullinie an, deren Gloichung wir erhalten, wenn wir den rechten Teil der 
Gleichung (10.7) gleich Null setzen: 


* TT V ^ F 


(10.16) 


Diese Gleichung unterscheidet sich von der Gleichung (10.9) der Nullinie hei 

N 

der schiefen Biegung nur durch das Vorhandensein des freien Gliedes so 

daß der Ausdruck des Winkelkoeffizienten der Nullinie der gleiolie wie bei der 
schiefen Biegung bleibt und auf Grund der Formel (10,10): 


J x M v 
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ermittelt wird. Das Vorhandensein des freien Gliedes weist jodooh darauf hin, 
daß beim Zug bzw. Druck mit Biegung die Nullinie nicht mehr durch den 
Koordinatenanfang geht. Hierbei kann die Nullinie den Querschnitt des Balkens 
schneiden oder aber sogar außerhalb des Querschnitts liegen. Im Graten Fall 
werden die Spannungen im Querschnitt verschiedene Vorzeichen haben. {Zug¬ 
spannungen auf einer Seite der Nullinie.und Druckspannungen auf der anderen 
Seite.) Im zweiten Fall werden die Spannungen in allen Punkten des Quer¬ 
schnitts nur ein Vorzeichen haben. Beide Fälle sind in Bild 310, a und b dar¬ 
gestellt. Fs ist nicht schwer zu erkennen, daß die Spannungen proportional der 
Entfernung des Querschnittspunkts von der Nullinie amvachsen. 




Setzt man in der Gleichung (10.16) x = 0, so finden wir dio Koordinato y des 
Schnittpunktes der Nullinie mit der Hauptachse j/, d. h. die Strecke b } die von 
der Nullinio auf der y- Achse abgoschnitton wird: 


b = 


NJ. 

FM, 



Analog finden wir auch die Strocke a auf der x- Achse: 


NJ V _ N ' 
FM U ~ ly M y ' 


(10.17 n) 


(10.17b) 


Kennt man die Strecken a und b } so kann man in der Zeichnung dio Nullinie 
oint.ragen und die größten Spannungen ermitteln, d. h. die am weitesten von der 
Nullinie des Querschnitts entfernten Punkte. Nachdem man dio Spannungen 
in diesen Punkten berechnet hat, kann man die Linie der Normalspannungen 
im Querschnitt zeichnen, die eine geradlinige Form hat. Als Aohse dieser Linie 
muß man natürlich eine zur Nullinie senkrechte Gerade wählen. Die Form der 
Spannungslinien für dio in Bild 310, a und b aufgeführten Fälle ist in Bild 311, a 
und b dargestellt. 


Es ist zu beachten, daß im Schwerpunkt des Querschnitts die Spannung immer 
jV 

gleich — sein wird. Hiervon kann man sich überzeugen, wenn man in dio Formel 
(10.7) die Koordinaten des Schwerpunkts x « y =*. 0 einsetzt. 
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Das Auffinden dos gefährdeten Querschnitts des gleichzeitig durch Zug oder 
Druck und Biegung beanspruchten Balkens stellt wegen des Charakters der auf 
den Balken wirkenden äußeren Kräfte eine mehr oder weniger schwierige Auf¬ 
gabe dar, Wenn alle äußeren Kräfte in einer die Achse des Balkens in sich ein- 
schließenden Ebene liegen und außerdem die Längskraft N in allen Querschnitten 
konstant ist, so wird derjenige Querschnitt der gefährdete sein, in dem das resul¬ 
tierende Biegemoment M (das in der Kraftebene wirkt) sein Maximum erreicht. 
Dieser Querschnitt ist leicht durch die Konstruktion der M -Linie zu finden. 
Wenn sich die Längskraft N längs der Länge des Balkens ändert (wenn z. B. 
in verschiedenen Punkten längs der Balkenachse mehrere Kräfte augreifen), so 
braucht der Querschnitt mit der größten Kraft N nicht mit dem Querschnitt 
zusammenzufallen, in dem das Moment M das größte ist. Dann muß man die 
Spannung in mehreren Querschnitten überprüfen. 

Wenn die auf dem Balken eine Biegung ausübenden Kräfte nicht in einer Ebene 
liegen, so ist das Aufflnden des gefährdeten Querschnitts noch komplizierter, da 
die größten Spannungen im Querschnitt nicht nur von den Werten M und N 



abhüngen, sondern auch von dem Winkel, den die Wirkungsebene des resul¬ 
tierenden Moments M mit den Ilauptebenen des Balkens einschließt (siehe Ka¬ 
pitel 10.3). 

Zum Schluß wäre noch zu bemerken, daß die Formel (10.7) der Normal¬ 
spannung im Falle eines Druckes mit Biegung nur anwendbar ist, solange die 
Länge de? Balkons im Vergleich mit den Abmessungen seines Querschnitts 
gering ist, da man hierbei den Einfluß der Längskräfte auf die Biegung des 
Balkens vernachlässigen kann. Zur Erläuterung betrachten wir einen Balken, 
der durch zwei an den Enden angreifenden Kräfte P x zusammongedrückt wird 
und gleichzeitig durch zu seiner Achse senkrechte Kräfte P z und Pi auf 
Biegung beansprucht wird (Bild 312). Die Biegung des Balkens unter der Ein¬ 
wirkung der Querbelaslung ruft in diesem zusätzliche Biegomomente infolge 
der Längskräfte P x hervor. Der Wert des zusätzlichen Moments in irgendeinem 
Querschnitt m—n stellt sich wie folgt dar: 

AM — P x v. 


23 Fllonenko I 
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Hier ist v die Durchbiegung im gegebenen Querschnitt. Solange die Durch¬ 
biegungen klein sind, kann man das zusätzliche Moment A M im Vergleich zu 
dem Grundbiegemoment infolge der Querbelastung vernachlässigen. Im Falle 
eines langen und dünnen Balkens wird seine Durchbiegung den Wert des Biege¬ 
moments wesentlich beeinflussen, und sie muß dann berücksichtigt werden 1 ). 



Bild 312 


Außerdem kann sich ein langer und dünner Balken allein infolge der Druck¬ 
kräfte Pj durchbiegen, wenn ihre Größe den sogenannten kritischen Wert über¬ 
steigt, der von dem Material und den Abmessungen des Balkens abhängt. Diese 
Erscheinung, die man Knickung nennt, wird im Abschnitt 11 untersucht. Folglich 
kann man die Formel (10.7) benutzen, solange die Druckkraft N bedeutend 
geringer als der kritische Wert ist. 

10.5 Exzentrischer Zug oder Druck. Kern eines Querschnitts 

A. Biegemomente M x und M y können im Querschnitt des Balkens nicht nur 
durch eine Querbelastung hervorgerufen werden, sondern auch durch zur Achse 
parallele Kräfte, wenn sie exzentrisch angreifen, d. h. in einem gewissen Abstand 
von der Achse. Untersuchen wir diesen. Fall, den man exzentrischen Zug bzw. 
Druck nennt, und der in der Praxis oft vorkommt. 

Es wird angenommen, daß auf den Balken nur eine Kraft N wirkt, die zur 
Balkenachse parallel gerichtet ist und einen beliebigen Querschnitt im Punkt A 
mit den Koordinaten x 0 und y 0 in bezug auf die Hauptachsen a? und y des Quer¬ 
schnitts schneidet (Bild 313, a). Um eine allgemeingültige Ableitung zu erhalten, 



nehmen wir die Kraft N als positiv, d. h. als Zugkraft an. Wir bringen dann die 
Kraft N parallel zur Ebene zOx in den Punkt B der ?/-Achse hinüber, indem wir 
ein Moment (Übertragungsmoment) M y hinzufügen, und bringen die Kraft aus 
dem Punkt B in den Schwerpunkt 0, indem wir das Moment M x hinzusetzen: 

__ M v = Nx 0 - M x — ~~Ny 0 . (10.18) 

0 1» diesem Falle erweist sich das Prinzip der Unabhängigkeit der Wirkung der Kräfte als nicht 
mehr anwendbar. 
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Die Richtungen der Momente sind in Bild 313, b eingetragen, und ihre Vor¬ 
zeichen in den Gleichungen (10.18) entsprechen dem von uns angenommenen 
Rechtsschraubensystem der Achsen. Im Ergebnis dieser beiden Übertragungen 
haben wir den exzentrischen Zug auf einen axialen Zug und eine Biegung in den 
beiden Haupt trägheitsebenen zurückgeführt. Das gleiche Ergebnis würden wir 
erhalten, wenn wir die Kraft N unmittelbar in den Schwerpunkt übertragen und 
das in der Kraftebene AOz wirkende hinzugefügte Moment M -- N ■ OA (Bild 
313, a) in die Momente M x und M y in bezug auf die Hauptachsen zerlegen würden. 

Wenn die Kraft// eine Druckkraft ist, d. h. negativ, so ändern die Momente M x 
und M y ihre Richtungen (Vorzeichen) in die umgekehrten. Auf diese Weise ist 
der exzentrische Zug bzw. Druck dom axialen Zug bzw. Druck und der reinen 
schiefen Biegung äquivalent 1 ). Zur Ermittlung der Normalspannung in einem 
beliebigen Punkt (.r, y) des Querschnitts setzen wir in die Formel (10.7) die 
Werte M x und M y aus den Gleichungen (10.18) ein: 


_ Nx 0 x ^ Ny n y , N 

J v ' J x ^ f 

Setzt man für J y = r u F und für J x -■ r x F ein, worin i x und i u die Hauptträg- 

. N 

heitsradien sind, und bringt man den gemeinsamen Multiplikator — vor die 

Klammer, so erhalten wir folgende Formel der Normalspannung bei exzen¬ 
trischem Zug bzw. Druck: 


H (‘112 -l ILHl 

F \ i\ 1 il 



(10.19) 


Die Gleichung der Nullinie nimmt dann folgendes Aussehen an: 


-j- ~~ -f-1 = 0. (10.20) 

! v l x 

Bringen wir diese Gleichung in die übliche Form der Abschnittsgleichung einer 


Geraden — -f- — — 1: 
a i) 



Hieraus sieht man, daß die Strecken, die von der Nullinie auf den Hauptachsen 
a- und y abgeschnitten werden, entsprechend 


sind. 


a 



und b = 

i/o 


( 10 . 21 ) 


Auf Grund der Abschnitte a und b kann man die Lage der Nullinie in der 
Zeichnung eintragen und die am weitesten von der Nullinie entfernten Punkte 
des Querschnitts ermitteln. Die Normalspannungslinie im Querschnitt wird, wde 
oben (Abschnitt 10.4) gezeigt worden ist. konstruiert und hat das in Bild 311, a 
und b dargestellte Aussehen. Aus den Gleichungen (10.21) ist zu ersehen, daß die 

■) Wenn im Sonderfall Mx = 0 oder M„ = 0 ist, so werden wir einen Zug bzw. Druck und eine ein¬ 
fache reine Biegung haben. 

23* 
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Abschnitte a und b gegenüber den Koordinaten und y 0 des Angriffspunktes der 
Kraft N umgekehrte Vorzeichen haben. Wenn daher z. B. die Kraft N im Punkt 
A des ersten Quadranten angreift, so schneidet die Nullinie n—n das Drei¬ 
eck OLK auf den Koordinatenachsen im dritten Quadranten ab (Bild 314). 

Oben haben wir den exzentrischen Zug bzw. Druck auf den axialen Zug bzw. 
Druck und eine reine schiefe Biegung durch Übertragung der Kraft N in den 
Schwerpunkt des Querschnitts zurückgeführt. Man kann selbstverständlich auch 
umgekehrt vorgehen, d. h. man kann die zentrale Kraft N und die Momente 
M x und M v durch eine exzentrisch angreifende Kraft N ersetzen 1 ). Zu diesem 
Zweck muß man die Koordinaten des Angriffspunktes der Kraft so wählen, daß 
sie den Gleichungen (10.18) genügen, d. h. 

M v . M x 

*o = -Jf «nd y 0 = - (10.18a) 

annehmen und im weiteren die Berechnung nach den Formeln des exzentrischen 
Zugs bzw. Drucks führen. 



B. Vermerken wir eine interessante Abhängigkeit zwischen den Abschnitten a 
und h und den Koordinaten x 0 und y 0 , die durch die Gleichungen (10.21) zum 
Ausdruck kommt. Wenn man in diesen Gleichungen die Plätze der Abschnitte 
und Koordinaten wechselt, so wird die Gültigkeit der Gleichungen nicht be¬ 
einträchtigt: . 2 

;/»= —t- (I0 .2ia) 


Hieraus kann man folgern, daß wir, wenn man eine Kraft in einem neuen 
Punkt .1' mit den Koordinaten a und b anbringt (Bild 314), eine neue Lage der 
Nullinie n'—n erhalten, die auf den Achsen $ und y Strecken abschneiden und 
den Koordinaten ,r 0 und y 0 des Punktes A gleich sein werden. Das heißt, die 
Abschnitte a und l und die Koordinaten x 0 und y 0 besitzen die Eigenschaft der 
Gegenseitigkeit. Beachten wir auch, daß die Lage der Nullinie im gegebenen 
Querschnitt nur von den Koordinaten .r 0 und y 0 des Angriffspunktes der Kraft N 
und nicht von der Größe dieser Kraft abhängt. Mit der Vergrößerung der Koordi- 


derartige Operation muß man z. B. bei der Berechnung von Süulen, die auf Druck mit 
£ ««*“?". ,,n(1 111 anderen Füllen vornehmen. Hierbei werden die in Wirklichkeit durch die 

l J e! ' vor o cr, 'h'i’<;" Momente Mx und M v durch die Momente einer exzentrisch angreifenden 
j-ati 0 st<rart eiietzi, was die Normalspnnnungen im Querschnitt nicht sindert. 
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naten, d. h. mit dem Entfernen des Angriffspunktes der Kraft (x 0 , y 0 ) vom 
Schwerpunkt des Querschnitts, verringern sich die Abschnitte a und b und die 
Nullinie nähert sich dem Schwerpunkt des Querschnitts. Mit dem Herannahen 
des Punktes ( x Q , ?/ 0 ) an den Schwerpunkt entfernt sich die Nullinie vom Quer¬ 
schnitt. Im Grenzfall, wenn x 0 = y Q == 0 ist, haben wir einen axialen Zug bzw. 
Druck. Die Nullinie entfernt sich hierbei in die Unendlichkeit, und die Spannungs¬ 
ebene wird parallel der Querschnittsebene. 

Bei einigen Werten der Koordinaten x 0 und y 0 kann die Nullinie den Umriß des 
Querschnitts tangieren, ohne ihn zu schneiden. Hierbei ist die Spannung im 
Tangierungspunkt C gleich Null und im weitesten von der Nullinie entfernten 
Punkte des Querschnitts D am größten (Bild 315). Die Spannungslinie nimmt 
eine dreieckige Form an. Mit diesem Fall, der ein großes praktisches Interesse hat, 
befassen wir uns weiter unten. 




Es besteht noch eine wichtige Abhängigkeit zwischen der Lage der Nullinie und 
dem entsprechenden Angriffspunkt der Kraft oder dem sogenannten Pol der 
Nullinie : 

Wenn sich die Nullinie um irgendeinen bestimmten Punkt dreht , so bewegt sich 
der Pol (der Angriffspunkt der Kraft) auf einer Geraden. 

Nehmen wir z. B. an, daß die Kraft im Punkt A ( x 0 , y 0 ) angreift und die ent¬ 
sprechende Nullinie n—n die in Bild 316 gezeigte Lage einnimmt. Wählen wir 
auf der Linie n—n einen beliebigen Punkt C (# x , j/j), und verfolgen wir, indem 
wir die Nullinie um diesen drehen, wie sich die Koordinaten des Pols A ändern 
werden. Da die Nullinie bei allen ihren Lagen durch den festen Punkt C geht, so 
müssen die Koordinaten desselben (%, der Gleichung (10.20) der Nullipie 
genügen. Setzt man in (10.20) an Stelle der veränderlichen Koordinaten ( x , y) die 
Koordinaten des Punktes C ein, so erhalten wir: 


*1*0 


+ 


,Vi?/o 

,‘3 


+ 1 = 0. 


( 10 . 22 ) 


Die Gleichung (10.22) kann man als Gleichung einer Geraden ansehen, in der 
als veränderliche Koordinaten die Koordinaten des Pols x 0 und y 0 erscheinen. 
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Folglich bewegt sieh bei einer Drehung der Nullinie um den Punkt C der Pol A 
auAiner Geraden k—l, die durch die Gleichung (10,22) bestimmt wird. Da die 
veränderlichen Koordinaten x und y und die Koordinaten des Pols x 0 und y 0 in 
der Gleichung (10.20) völlig gleichberechtigt erscheinen, so hat auch die um¬ 
gekehrte Sachlage Gültigkeit, d. h. bei einer Bewegung des Pols auf einer Geraden 
dreht sich die Nullinie um einen gewissen auf ihr liegenden Punkt. 


Bei der Lage des Pols in den Punkten A } und A 2 der Geraden /c—Z (Bild 316), 
d. h. auf den Achsen Ox und Oy, nimmt die Nullinie entsprechend die Lagen 
n x —n x und n 2 — n 2 ein, deren Schnittpunkt das Zentrum C ihrer Drehung be¬ 
stimmt. In der Tat wird bei der Lage des Pols auf einer der Achsen der Abschnitt, 
der von der Nullinie auf der anderen Achse abgeschnitten wird, gemäß (10.21) 
unendlich groß, d. h. die Nullinie ist parallel der anderen Achse. 


rr 


C. Wenn die exzentrische Zug- oder Druckkraft in einer der Hauptträgheits¬ 
ebenen des Balkens liegt, so wird eine der Koordinaten ;r 0 und y 0 des Angriffs¬ 
punktes der Kraft N im Querschnitt und folglich auch eines von den Momenten M x 
oder Mg gleich Null. Hierbei wird der exzentrische Zug bzw. Druck auf einen 

axialen Zug bzw. Druck und eine einfache Biegung 
in der Hauptträgheitsebene zurückgeführt. Ein der¬ 
artiger Fall kommt in der Praxis am häufigsten vor, 
und daher befassen wir uns mit diesem ausführlicher. 

Wir vereinbaren im folgenden als Dy-Achse diejenige 
von den Hauptachsen des Querschnitts zu bezeichnen, 
auf der der Angriffspunkt der Kraft N liegt 3 ). Die 
Koordinate ?/ 0 des Punktes A wird in diesem Falle 
Exzentrizität genannt und mit dem Buchstaben e be¬ 
zeichnet (Bild 317). 

Die Formeln (10.7) und (10.19) der Normalspannung 
vereinfachen sich, da x 0 — 0 und M v -- 0 ist: 


H 

H 

i 

i 




\0 

Bild 317 


M x 

J x 


y + 


N 

F 


-H 


H- 


ye 


(10.23) 


Die Gleichung der Nullinie erhält somit die Form: 


die darauf hinweist, daß die Nullinie parallel der Ox -Achse des Querschnitts 
gerichtet ist. Die Strecke b oder der Abstand der Nullinie vom Schwerpunkt 

i 2 

(Bild317)erhältdenWertfc = —-, aus dem zu ersehen ist, daß die Nullinie und 

e 

der Angriffspunkt der Kraft auf verschiedenen Seiten der Hauptachse x liegen. 

Die größten und die kleinsten Spannungen im Querschnitt werden in den am 
weitesten von der z-Achse entfernten Punkten C und D auftreten. Hierbei 
werden natürlich die Spannungen auf der Seite der Nullinie, wo die Kraft N 


') Bei der Lage der Kraft auf der Oa:-Achse muß man in den weiteren Formeln nur die Indizes des 
Biegemoments und des Trägheitsmoments oder des Trägheitsradius ändern. 
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angreift, das Vorzeichen der Kraft N haben. Bei praktischen Anwendungen ist es 
zweckmäßig, als positiv die Zugspannung anzusehen, wenn N eine Zugkraft ist, 
und die Druckspannung dann, wenn N eine Druckkraft ist. Es ist leicht zu 
erkennen, daß auf der Seite der Nullinie, wo die Kraft N angreift, die Zug- bzw. 
N M 

Druckspannung — und die Biegespannung y arithmetisch addiert und auf 

i* J x 


der entgegengesetzten Seite subtrahiert werden. Setzt man in (10.23) die Koordi¬ 
naten und y. 2 der äußersten Punkte C und D des Querschnitts ein, so erhalten 
wir (Bild 3:18): _ ^ i ^ — N _ \ 

ow - F +-J- 2/i - y + y^r > 

_ H __Mx __ V __ M* 

° min F J m Vz ' F W 2 ’ 


worin W x und W 2 die Widerstandsmomente des Querschnitts in bezug auf die 
beiden äußersten Fasern sind (siehe Kapitel 6.02). 



Wenn der Querschnitt in bezug auf die s-Aekse symmetrisch ist, so ist: 

h 

2 ’ 


2/i = 2/2 


= w 2 = 


/ max 

min 


N M* 
F ± W* 


V 

F 


l± : 


he 


2 il 


(10.24) 


In Bild 318 sind drei Formen von Spannungslinien für die Fälle dargestellt, 


wenn 


1 . 


M x 

< 

N 

, 2. 

M x 

= 

N 

, 3. 

Mx 

> 

N. 

w x 

F 


w x 


F 


w x 

F 


ist. 


Diese Linien erhält man durch Addition der uns gut bekannten Spannungs¬ 
linien infolge Zug bzw. Druck bei einer gleichzeitigen Biegung. Im letzten der 
drei Fälle ergeben sich im Querschnitt Spannungen mit dem der Kraft N ent- 

fo ß ... 

gegengesetzten Vorzeichen. Hierbei ist ^ > 1 und die Exzentrizität 

2 


e > 


2 il 
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Im zweiten Fall haben die Spannungen der äußersten Querschnittsfasern die 

Werte: 2 N 2 i. 2 

<W = ~y ; ö mln =*= 0. Hierbei ist e = -±- 


Bei einem rechteckigen Querschnitt von der Höhe h und der Breite b■ erhalten 
wir die größten Spannungswerte, wenn man in (10.24) 


einsetzt; dann wird 



(10.25) 


Diese Formel benutzt man gewöhnlich in der Praxis bei der Berechnung von 
rechteckigen Säulen, Bögen, Stützmauern usw. auf exzentrischen Druck. Wenn 
ähnliche Bauwerke aus Mauerwerk oder Beton hergestellt werden, die dem Zug 
schwachen Widerstand leisten, so läßt man bei der Berechnung nur sehr geringe 
' 1 

Zugspannungen (etwa — der zulässigen Druckspannung) oder sogar überhaupt 
keine Zugspannungen zu. 

Aus der Formel (10.25) ersieht man, daß Zugspannungen im Querschnitt bei 
6 6 h> 

— > 1 oder bei 0 > — auftreten. Um Zug zu vermeiden, muß man die Ab¬ 
messungen des Querschnitts so wählen, daß der Angriffspunkt A der Druck¬ 



kraft, nicht aus dem mittleren Drittel der Quersclmittshöhe füllt, d. h. es muß 
e ^ — sein. Wenn es aus irgendeinem Grunde nicht gelingt, dies zu erreichen, so 

fällt bei einem Baustoff, der dem Zug gar keinen Widerstand leistet 2 ), ein Teil 
des Querschnitts für die Arbeit aus, und der übrige Teil erleidet verstärkte Druck¬ 
spannungen. Nehmen wir an, daß e > ~ und folglich der Abstand des Angriffs- 

0 1 

punktes A der Kraft vom Rande des Querschnitts c < — ist (Bild 319). Die 

. O 

Länge des auf Druck arbeitenden Querschnittseils kann in diesem Fall aus der 

*) Anm . d. deutschen Redaktion: Oft in der Praxis geschrieben: /* = 0,280 • h und i y — 0,289 • b. 
) Anm. a. deutschen Redaktion: Zum Beispiel bei der Berechnung von Spannungen In der Boden- 
fuge exzentrisch belastelerFimdamente. 
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Bedingung gefunden werden, daß sich die Druckspannungen nach dem linearen 
Gesetz verteilen. Die Spannungslinie hat die Form eines Dreiecks, durch dessen 
Schwerpunkt die Resultierende N der Druckkräfte im • Querschnitt gehen muß. 
Folglich ist die Länge des gedrückten Querschnittsteiles gleich 3 c (Bild 318). Die 
größte Spannung finden wir aus der Bedingung, daß die Fläche der Spannungs¬ 
linie multipliziert mit der Breite des Querschnitts gleich der Kraft N sein muß. 
Es ist: „ o„ 

b = iv, 


woraus sich 
ergibt. 


2 N 

3 bc 


(10.26) 


D. Bei einem exzentrischen Druck von Balken, deren Material dem Zug 
schwachen Widerstand leistet, muß man darauf achten, daß im Querschnitt 
keine Zugspannungen auftreten. Hierzu ist es erforderlich, daß die Nullinie 
außerhalb des Querschnitts liegt oder im. Grenzfall den Querschnitt höchstens 
tangiert, aber ihn nicht schneidet (Bild 311, b und 315). 

Es erweist sich, daß man für jeden Querschnitt einen gewissen geschlossenen 
Umriß zeichnen kann, der die Eigenschaft besitzt, daß bei der Ermittlung des 



Angriffspunkts der Längskraft innerhalb oder an der Grenze dieses erwähnten 
Umrisses im Querschnitt Spannungen mit nur einem Vorzeichen auftreten. Der 
von diesem Umriß begrenzte Teil des Querschnitts trägt die Bezeichnung Kern 
des Querschnitts. Tritt die Druckkraft aus dem Kern heraus, so treten im Quer¬ 
schnitt Zugspannungen auf. 

Bei der Konstruktion des Querschnittskerns gehen wir auf folgende Weise vor. 
Wir nehmen die Lage der Nullinie so an, daß sie den Querschnitt tangiert, ohne 
ihn irgendwo zu schneiden, und ermitteln den entsprechenden Pol oder den 
Angriffspunkt der Kraft. Hierbei werden die Spannungen im Querschnitt das 
gleiche Vorzeichen haben (Bild 315). Zeichnet man eine Schar von Tangenten 
zum Querschnitt, so erhalten wir eine entsprechende Anzahl von Polen, deren 
geometrischer Ort den Umriß (die Kerngrenze) des Querschnittakerns ergibt. 
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Wenn der Querschnitt einen polygonalen Umriß hat , so wird der Kern des Quer¬ 
schnitts ebenfalls ein Polygon sein. Nehmen wir z. B. an, daß der in Bild 320 
dargestellte Querschnitt mit den Hauptachsen x und y gegeben ist. Zur Kon¬ 
struktion des Querschnittskerns genügt es, fünf Tangenten zum Umriß des Quer¬ 
schnitts zu zeichnen, von denen vier mit den Seiten A B , AF , BF und ED des 
Querschnitts zusammenfalJen und die fünfte die Punkte B und D verbindet. 

Tangenten, die mit den Seiten BC und CD zusammenfallen, kann man nicht 
ziehen, da sie den Querschnitt schneiden würden. Mißt oder berechnet man die 
Abschnitte, die von den Tangenten 1—1 ... 5— 5 auf den Achsen x und y 
abgeschnitten werden, und setzt man die Werte der Abschnitte in die Formeln 
(10.21a) ein, so erhalten wir die Koordinaten x Q und y 0 der fünf Pole 1, 2, ... 5, 
die den fünf Lagen der Nullinie entsprechen. Die Pole tragen wir auf der Zeich¬ 
nung ein. Die Tangente 1—1, der der Pol 1 entspricht, kann man in die Lage 2—2 
bringen, indem man sie um den Punkt A dreht. Hierbei muß sich der Pol 1 
gemäß der oben (Punkt B, Kapitel 10.5) bewiesenen Abhängigkeit auf einer 
Geraden bewegen und im Ergebnis der Drehung der Tangente im Punkt 2 liegen. 
Folglich werden alle Pole, die den Zwischenstellungen der Tangente zwischen 
1—1 und 2—2 entsprechen, auf der Geraden 1—2 gelegen sein. Auf gleiche Weise 
erhalten wir, indem wir die Tangente 2—2 durch Drehung derselben um den 
Punkt F in die Lage 3—3 bringen, die zweite Seite 2—3 des Querschnittskerns 
usf. Hieraus ersieht man, daß der Kern des Querschnitts ein Polygon sein muß, 
zu dessen Konstruktion es genügt, die Pole 1, 2, ..., 5 durch gerade Linien zu 
verbinden. 

Wenn der Querschnitt (oder ein Teil desselben) einen krummlinigen Umriß auf¬ 
weist , so wird der Umriß des Kerns (oder eines entsprechenden Teiles desselben) 
ebenfalls krummlinig sein. 

Da man zwischen zwei äußersten Tangenten irgendeines Abschnittes der Kurve 
in der Tat eine unendliche Anzahl von Zwischentangenten ziehen kann, die nicht 
lurch den Schnittpunkt der äußersten Tangenten gehen werden, können die 
ihnen entsprechenden Pole nicht auf einer Geraden liegen. 

Bei der Konstruktion des Querschnittskerns ist es zweckmäßig, die Strecken, 
iie von den Tangenten zum Umriß des Querschnitts abgeschnitten werden, durch 
mmittelbare Messung derselben in der Zeichnung zu bestimmen. Hierbei kann 
is sich aber erweisen, daß der Schnittpunkt der Tangente mit der Hauptachse 
iber die Grenzen der Zeichnung hinausgeht (z. B. der Schnittpunkt der Tangente 
>—5 nnd der ?/-Achse in Bild 320). Diese Schwierigkeit kann man vermeiden, 
venn man eine andere Konstruktionsmethode des Querschnittskerns anwendet. 

Wählen wir irgendeine Ecke A des Querschnitts (Bild 320), und drehen wir 
im diese die Nullinie, nachdem wir ihre Koordinaten x A und y A bestimmt haben. 
Herbei wird sich der Pol auf einer Geraden bewegen, die durch die Gleichung 
10.22) bestimmt ist. Die Strecken, die von dieser. Geraden auf den Achsen 
ibgeschnitten werden, sind 

a — -und b'~ — 

x a y a 

Bei der Drehung der Nullinie aus der Lage BA in die Lage AF fällt natürlich 
ier entsprechende Teil der Trajektorie 1—2 des Pols mit der Grenze des Quer- 
chnittskerns zusammen. 
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Tragen wir die Gerade 1—2 auf Grund' der Abschnitte in die Zeichnung ein, 
und wiederholen wir die gleiche Operation nacheinander für alle übrigen Spitzen 
des Querschnitts, bann wird die Gesamtheit aller sich schneidenden Geraden 
1—2, 2—3 , 3—4 usf. den Kern des Querschnitts abgrenzen. Die Schnittpunkte 
dieser Geraden, d. h. die Spitzen des Kerns entsprechen dem Zusammenfallen der 
Nullinie mit den Seiten des Querschnitts 1 ). 


E. Beispiele 

1. Rechteck-Querschnitt (Bild 321) 

Zu dem Umriß eines Rechtecks kann man vier Tangenten ziehen, die zu den 
Hauptachsen des Querschnitts parallel gerichtet sein werden, und daher werden 
die entsprechenden Pole auf den Hauptachsen liegen. Wegen der Symmetrie 
genügt es, die Lage von zwei Polen zu ermitteln, z. B. von 1 und 2. Die Tangente 

1—1 schneidet auf der y -Achse die Strecke ab. Der entsprechende Pol 1 hat 

gemäß (10.25) die Exzentrizität e x — — Für den Pol 2 der Tangente 2—2 

b ^ 

finden wir analog e 2 — — —. Verbindet man die Pole 2, 2, 3 und 4 durch gerade 
Linien, so erhalten wir den Kern des Rechteck- Querschnitts als einen Rhombus 
mit den Diagonalen — und . 

ö ö 




2. I -Querschnitt (Bild 322) 

Das System der Tangenten zum Querschnitt ist das gleiche wie beim Rechteck, 
und folglich ist der Kern des I-Querschnitts ebenfalls ein Rombus, dessen 
Diagonalhälften e x und e 2 aus der Gleichung (10.24) bestimmt werden, indem man 
in dieser den linken Teil gleich Null setzt: 


= ± 




n Anm. d, deutschen Redaktion: Dem Leser sei bei dieser Gelegenheit gesagt, daß es Querschnitts¬ 
formen gibt, bei denen der Kern des Querschnitts nicht innerhalb der eigentlichen Querschnittsfläche 
liegt. Dies trifft zum Beispiel für Hohlquerschnitte und für Winkelquerschnitte zu. Bei letzteren ist 
Bedingung, daß die Sehenkelbreiten gering sind im Verhältnis zur Abmessung des Gesamtquerschnitts. 
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3. Kreis-Querschnitt 

Alle Zentralachsen des Kreises sind gleichzeitig dessen Hauptachsen, und der 
Pol einer beliebigen Tangente CD (Bild 323) wird daher auf dem durch den 
Tangierungspunkt gehenden Durchmesser liegen und die Exzentrizität 



Bild 323 



r 


haben, worin r der Radius des Kreises ist. 

_ J x n > A r 2 

Setzt man v x — — — 5 = - 7 - 

* /' 4 nr 2 4 


r 

ein, so erhalten wir e = Auf Grund der Symmetrie 

folgern wir, daß der Kern des Kreis-Querschnitts eben- 

r 

falls ein Kreis mit dem Radius e — — sein wird. 

4 


4. Ringförmiger Querschnitt 

Er hat offenbar einen Querschnittskern ebenfalls in Form eines Kreises. Be¬ 
zeichnet man den äußeren Radius des Ringes mit R und den inneren mit r, so drückt 
sich das Trägheitsmoment und,der Trägheitsradius des Ringes wie folgt aus: 

J = | (7? 4 - r 4 ), F — n {R 2 — r 2 ), 

, s _ J _ R 4, — t* R 2 + r 2 

~ F ~ 4 (R 2 - r«) “ 4 

Hieraus ergibt sich der Radius des Querschnittskerns eines Kreisringes 

i 2 R 2 -f r 2 

6 ~ Ti 4 Ti 

Wenn sich der innere Radius des Ringes vergrößert und dem Ergebnis r — R 
zustrebt, so wird der Radius e des Querschnittskerns dem Wert ~ zustreben. 

Ji 

R 

Vergleicht man diesen Wert mit dem Radius des Kerns e = — eines Voll- 

4 

kreises, so kann man die Zweckmäßigkeit der Anwendung von dünnen Ring¬ 
querschnitten bei Balken, die auf exzentrischen Druck beansprucht werden (z. B. 
Säulen, Schornsteine usw.), erkennen. 

10.6 Bercehnungsbeispiele für exzentrischen Zug (Druck) 

Beispiel 57 

Eine Stützmauer hat die Höhe H = 6,0 m, oben die Breite a — 1,5 m und die Sohlen- 
breile h = 2,5 in (Bild .‘124). Das Raumgewichl des Mauerwerks der Wand ist y = 2,2 1 /m 3 . 
Der Erddruck, der von der Wand gehalten wird, sei R — 10,0 t und horizontal gerichtet. 

\ 

Der Angriffspunkt der Kraft R befindet sich auf der Höhe — 27 = 2,0 m von der Sohle 

der Wand. Die zulässige Spannung des Bodens auf D.ruek sei a dzul = 2,5 kg/cm a . Zu über¬ 
prüfen sind die Bodensparmungen unter der Sohle der Stützmauer. 

Zur Berechnung schneiden wir aus der Wand einen Fundamentstreifen mit der Länge 
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b — 1,0 m (in der zur Zeichnung senkrechten Richtung) 1 ) heraus. Die Grundfläche des 
Fundamentstreifens ist ein Rechteck, das die Abmessungen b = 1,0 m und h = 2,5 m hat. 
Für den mit-der Basis der Wand zusammenfallenden Querschnitt (Bodenfuge) ist die Druck¬ 
kraft N gleich dem Gewicht G des Wandstreifens: 


N = G = 


a h 


Hy = 


1,5 + 2,5 


6 - 2,2 = 26,4 t. 


Das Biegemoment M x ist gleich der Summe der Momente der Kräfte G und R in bezug 
auf den Schwerpunkt der Grundfläche: 


M x = - Ge v 


Die Kraft G geht in einer Entfernung d von der rechten Kante 
durch den Schwerpunkt des trapezförmigen Querschnitts der 
Wand: 


' 1 h 2 + ha + « 2 _ 1 2,5 2 + 2,5 • 1,5 + 1,5* 
®“"3 h + a 3 2,5+1,5 


1,02 m. 2 ) 


Der Abstand der Kraft G von dem Schwerpunkt der Wand¬ 
grundfläche ist 

e 1 = ~ - d = 1,25 - 1,02 = 0,23 m, 


und M x = 10 -2 - 26,4-0,23 = 13,92 tm. 


Führt man hier den Druck und die Biegung auf einen exzen¬ 
trischen Druck zurück, so finden wir die Exzentrizität der 
Kraft N in dem mit der Sohle zusammenfallenden Querschnitt: 


M* 

JN 




13,92 

26,4 


0,53 m. 


Da e > — ist, so liegt der Angriffspunkt A der Kraft N außer- 
6 



halb des Querschnittkerns. Folglich müssen auf der anderen 

Seile der x-Achse Zugspannungen im Querschnitt vorhanden sein. Da aber der Boden 
keinen Zug aufnehmen kann (d. h, Loslösung der Wandsohle vom Boden), so muß man 
die Spannungsberechnung auf Grund der Formel (10.2G) durchführen, indem man die Zug¬ 
zone des Querschnitts aus der Betrachtung ausschlioßt. Der Abstand des Punktes A von 
der linken Kante des Querschnitts ist: 


c 



— e 


1,25 - 0,53 = 0,732 m. 


, 2 N 2-26400 , r , , 2 

fl »« =347 ” JTmTn = i/l5 kg/ “' ■ 

so daß die zulässige Spannung von 2,5 kg/cm 2 nicht überschritten wird. Die Boden¬ 
spannungslinie ist in Bild 324 dargeslellt. 


Beispiel 58 

Die Zugstrebe eines Binders ist aus einem ungleichschenkligen Winkel L 100.75.10 3 ) 
ausgeführt, der mit seinen Enden an Knotenbleche von 12 nun Dicke angenietet ist 


l ) Alle derartigen Streifen arbeiten unter den gleichen Bedingungen, lind daher Ist es nicht not¬ 
wendig, die ganze Liinge der Wand in die Berechnung einzuführen (siehe Kapitel 6.0U). 

*) Diese Formel wird gewöhnlich in den I-Inndbüchcrn aufgeführt. 

*) Anm. d. deutschen Ucdaklion: Die Abstufung entsprechender deutscher Profile ist nach DIN 1029, 
BI. 1 und 2: 175 • 100 -7; L 75 • 100 • 9; 175 - 100 • 11. 
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(Bild 325). Esist die größte Spannung im Winkel zu ermitteln und diese mit der Spannung 
bei zentralem (axialem) Zug des Winkels zu vergleichen. 

Der Winkel erleidet einen exzentrischen Zug, wobei die Zugkraft N durch den Schnitt¬ 
punkt A der Achse des Knotenbleches mit der Achse des Niets geht (wobei die Achse des 
Niels in der Mitte des längeren Winkelschenkels angenommen ist). Aus der Profiltafcl für 
ungleichschenklige Winkel entnehmen wir die Werte der Querschnittsfläche, der Haupt¬ 
trägheitsmomente und den Tangens des Neigungswinkels der Hauptachse y zu der Rich¬ 
tung des langen Winkelschenkels: 

F = 16,7 cm 2 , J v ss 42,6 cm, i\ — 1,6® = 2,56 cm 2 , 

J x = 163 + 78,5 - 42,6 = 198,9 cm 4 , 

198.9 

i- x = -Tjr:r = 11,92 cm 2 , tga = 0,545. 

JO)/ 



Ziehen wir die Hauptachsen x und y, und ermitteln wir durch Messung in der Zeichnung 

die Koordinaten des Punktes A: , , 

x 0 = —1,4 cm, 


y 0 = 2,8 cm. 


Wir ermitteln dann die Abschnitte der Nullinie auf den Achsen x und y: 

_ ^56 
a 1,4 

11,92 




2,8 


== 1,83 cm, 

= - 4,27 cm. 


Auf Grund der Abschnitte tragen wir die Nullinie n-n ein und messen die Koordinaten x 
und y des am weitesten von der Nullinie entfernten Punktes C: 


x — — 3,25 cm, 
y — —1,9 cm. 

Setzt man die Werte der Koordinaten des Punktes C in die Formel (10.19) ein, so erhalten 
wir die größte Spannung im Querschnitt*): 


= 3,25 • 1,4 1,9 -2,8' 

F V ^ 2,56 11,92 / 

>) Zur Vereinfachung vernachlässigen wir die Schwächling des 


°OTRX 



N_ 

F 


Winkels durch das Niet loch. 





Biegung mit Drillung 


3G7 


Hieraus ersieht man, daß sich die Spannungen im Vergleich zu einem axialen Zug mit 
derselben Kraft N auf das 2,38 fache vergrößern 1 ). Daher wird in der Praxis ein Querschnitt 
aus nur einem Winkel lediglich in schwach beanspruchten und untergeordneten Elementen 
eines Binders angewandt, und bei der Wahl eines solchen Querschnitts wird die zulässige 
Spannung für einen axialen Zug bedeutend herabgesetzt. 

10.7 Biegung mit Drillung 

A. Am Anfang des Abschnitts 9 ist darauf hingewiesen worden, daß ein System 
von zur Balkenachse senkrecht gerichteten, aber diese nicht schneidenden Kräfte 
auf Biegekräfte, die die Balkenachse unter einem rechten Winkel schneiden, und 
Verdrehung ausübende Kräftepaare (Momente) zurückgeführt werden kann. Im 
Ergebnis der Wirkung der Biegekräfte treten im Querschnitt des Balkens Biege¬ 
momente M x und M v und Querkräfte Q x und Q y auf. Die eine Drehung ausüben¬ 
den Kräftepaare werden auf ein Drillmoment M z im Querschnitt zurückgeführt 2 ). 
Auf diese Weise wird das Kräftesystem im Querschnitt bei der Biegung mit 
Drillung durch fünf Koordinatengleichungen bestimmt. 

Die Normalspannungen im Querschnitt infolge der Momente M x und M y 
werden auf Grund der Formeln der zusammengesetzten Biegung gefunden. Die 
Schubspannungen infolge der Wirkung der Querkräfte Q x und Q y sind größten¬ 



teils gering und werden daher bei der Berechnung oft nicht b<'röck*i''h*i'rt. Bei 
einer etwaigen bedeutenden Größe dieser Spannungen muß n.-r. <!'.• ••■ v : den 
Schubspannungen infolge des Drillmoments addieren. Hierbei muß man die¬ 
jenigen Punkte des Querschnitts wählen, in denen sowohl diese wie auch jene 
Schubspannungen ihren größten Wert erreichen. 

Wählen wir als Beispiel einen Balken mit kreisförmigem Querschnitt und dem 
Durchmesser d, der durch ein Drillmoment M z und in der Ebene yOz gelegene 
Biegekräfte beansprucht wird (Bild 326). Die größten Spannungen x x infolge der 

x ) In Wirklichkeit werden die Ergebnisse infolge der Steifigkeit der Befestigung des Winkels durch 
Niete, die den Charakter der Biegung des Winkels beeinflußt, etwas anders ausfullen. 

*) Bei der Berechnung von Transmissionswellen vornachlVdr* rrv.n o' f d’c Bicr"rg der Welle 
auf Grund der im Abschnitts niedergelegtcnüberlegui:« ii. l;n u! 1 v:u .n< >i :-i .“,r\ -:i/Wellen 
auf die gleichzeitige Wirkung einer Biegung und Drillung berechnen. 
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Querkraft Q v treten in der Ebene der neutralen Achse x auf und sind gemäß der 
Formel (6.28) gleich x x — 

Ov 

Die Schubspannungen t 2 infolge des Drillmoments werden in den Punkten des 
Querschnittsumrisses am größten sein. Die Änderung der Spannungen r x über die 
Höhe des Querschnitts und der Spannungen r 2 längs der neutralen Achse x ist 
durch entsprechende Linien in Bild 326 dargestellt. Aus der Zeichnung ist zu 
ersehen, daß die größten Schubspannungen im Punkte C der neutralen Achse 
wirken werden, wo T 2roax und r lmax auf ein und dieselbe Seite gerichtet sind und 
sich damit addieren: ., . _ 

r -t 4- r - äl 4- 

t 'uiax — •’Smax i t 'lmax uz i 


w r 


3 F 


Aus dem eben Gesagten geht hervor, daß die Ermittlung der größten Normal- 
und Schubspannungen in einem Querschnitt des Balkens keine Schwierigkeiten 
bereitet. Zur Beurteilung der Festigkeit des Balkens bei der Biegung mit Drillung 
genügt es aber nicht, sich auf die Spannungen in einem Querschnitt zu be¬ 
schränken. Einen viel höheren Wert können die Hauptspannungen und größten 
Schubspannungen an geneigten Flächenelementen erreichen. 

Beim Aufsuchen solcher. Punkte des Balkens, in denen die Hauptspannungen 
die größten sind, muß man so wie im Falle der einfachen Querbiegung Vorgehen, 
d. h. man muß zuerst den gefährdeten Querschnitt des Balkens finden und als¬ 
dann in diesem Querschnitt die gefährdeten Punkte. Untersuchen wir zuerst einen 
Balken mit kreisförmigem Querschnitt. Da für einen Kreis alle Zentralachsen 
Hauptachsen sind, so wird in einem beliebigen Querschnitt des Balkens die 
neutrale Achse senkrecht zu der Wirkungsebene des Biegemoments im gegebenen 
Querschnitt gerichtet sein. Folglich liegen die bei der Biegung am stärksten ange¬ 
spannten Punkte immer an den Enden des mit der Kraftlinie zusammenfallenden 
Durchmessers (die Punkte .4 und B in Bild 326). In diesen Punkten werden die 
Schubspannungen infolge des Drillmoments ebenfalls am größten sein. 

Da die Spannungen o und x proportional dem Wert des Biege- und Drill¬ 
moments sind, s o wird der gefährdete Querschnitt derjenige sein, in dem das Biege¬ 
moment M — ]/Ml-[- M* v und das Drillmoment M z ihren größten Wert erreichen. 

Wenn sich hierbei erweist, daß die Querschnitte mit Af max und M zmax nicht 
zusammenfallen, so muß man eine Nachprüfung der Spannungen in zwei oder 
mehreren der gefährdeten Querschnitten durchführen. Das Aufsuchen der ge¬ 
fährdeten Querschnitte wird auf Grund der gezeichneten Biegemomentenlinien M x 
und M y (siehe oben Absatz C des Kapitels 10.3) und des Drillmoments M z 
durchgeführt. 

Wenn die den Balken auf Biegung beanspruchenden Kräfte in einer Ebene 
liegen, so genügt es, die Linie des resultierenden Biegemoments M = yM\ -f W 
zu zeichnen, ohne die Belastung in Richtung der Hauptachsen zu zerlegen, da der 
Balken in diesem Falle eine ebene Querbiegung erleidet. 

Nachdem man den gefährdeten Querschnitt gefunden hat, muß man die 
Hauptspannungen und größten Schubspannungen in den gefährdeten Punkten A 
und B des Querschnitts ermitteln, die an den Enden der Kraftlinie p—p liegen 
(Bild 327). Zu diesem Zwecke schneiden wir am Punkt A ans einer dünnen 
äußeren Schicht des Balkens ein elementares dreiseitiges Prisma Abc durch drei 
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Schnitte heraus: Einen Querschnitt 1—1, einen diametralen (Längsschnitt) 
2—2 und einen geneigten Schnitt 3—3. An der in der Ebene des Querschnitts 
1—1 gelegenen Seitenfläche A b wird die Normalspannung o infolge der Biegung 
und die senkrecht zur Kraftlinie p—p gerichtete Schubspannung r infolge der 
Drillung wirken. An der in der Kraftebene p—p gelegenen Seitenfläche A c wirkt 
eine gleichgroße Schubspannung x, die längs der Erzeugenden gerichtet ist. 


Analoge Spannungen an den Seitenflächen des Prismas hatten wir bei der 
Untersuchung der Hauptspannungen in dem auf Biegung beanspruchten Balken 
(Kapitel 6.10), und daher sind im vorliegenden Falle die früher abgeleiteten 
Formeln der Hauptspannungen und der größten Schubspannungen anwendbar: 



Die Spannungen er und t des Punktes A haben die’ Werte 


(10.27) 



und 


r = 


M» 

"V 



worin M und M z das Biege- und Drillmoment und W und W v die Widerstands¬ 
momente der Biegung und der Drillung darstellen. 

Für den kreisförmigen Querschnitt ist: 


W 


Ti d 3 

~32 


und 




n a° 

IfT 


Setzt man in die Gleichungen (10.27) die Werte er und r ein, und setzt man 
c 1 VI 2W ' S ° erhalten wir fo] g en de Formeln der Hauptspannungen und größten 
Schubspannungen bei der Biegung mit Drillung eines runden Balkens: 

M ± }/~M 2 + Ml 

2\y > (10.28) 




min 


max 

min 


± 


yw+Äfi 

2W 


(10.29) 


mm — •' 

Beim Ringquerschnitt ist das Biegewiderstandsmoment W ebenfalls zweimal 
kleiner als das polare Widerstandsmoment W p , und daher sind die Formeln 

24 Filnnpnko T 
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(10.28) und (10.29) bei der Berechnung runder Hohlbalken anwendbar. Hierbei 
wird W p nach der Formel (9.15) ermittelt. 

Bei der Berechnung von auf Biegung mit Drillung beanspruchten Balken, z. B. 
von Wellen, taucht die Frage auf, welche von den beiden Spannungen </ max und 
r' max in bezug auf die Festigkeit die entscheidende ist. Diese Frage wird ausführ¬ 
lich im II. Teil des Lehrbuchs in dem Abschnitt über verschiedene Festigkeits¬ 
theorien behandelt. Gemäß der ersten dieser Theorien (die historisch früher als 
die anderen entstand) hängt die Festigkeit bei der zusammengesetzten Bean¬ 
spruchung wie bei dem einfachen Zug von der größten Normalspannung ab. 

Diese Theorie ist bei der Verwendung spröder Werkstoffe als ausreichend an¬ 
zusehen, deren Zerstörung infolge der Wirkung der Hauptzugspannungen ent¬ 
steht (Absatz E des Kapitels 9.1). 

Für plastische Werkstoffe (z. B. zähen Stahl) kommt bei der Berechnung oft 
die sogenannte dritte Festigkeitstheorie zur Anwendung, die in befriedigender 
Weise durch Versuche bestätigt worden ist. Gemäß dieser Theorie hängt die 
Festigkeit des Werkstoffs von den in ihm wirkenden größten Schubspannungen 
ab. Als Grenzwert des haltbaren Widerstandes der plastischen Werkstoffe ist ge¬ 
wöhnlich die Fließgrenze c F anzusehen, die auf Grund des Versuchs eines Probe¬ 
stahes auf einfachen Zug ermittelt wird. Der Sicherheitsgrad wird auch in hezug 
auf die Fließgrenze festgelegt. Da die größte Schubspannung heim Zug im Mo¬ 
ment des Fließbeginns gleich ist (in Schnitten unter 45 c ), so muß auch die zu¬ 
lässige Schubspannung gemäß der dritten Festigkeitslheorie gleich der Hälfte der 
zulässigen Normalspannung angenommen werden. 


Es ist offensichtlich, daß die Festigkeitsbedingungen nach der ersten Theorie, 

1 

o max ^ (7 zul , und nach der dritten Theorie, r max Ss cr 2Ui • —, bei der Berechnung 

zu den gleichen Ergebnissen nicht nur beim einfachen Zug, sondern auch bei der 
reinen Biegung sowie bei Kombinationen reiner Biegung mit Zug oder Druck 
führen, da in allen diesen Fällen die größte Schubspannung gleich der Hälfte 
der Normalspannung in der am stärksten angespannten (in der äußersten) Faser 
sein wird. Aus diesem Grunde benutzten wir die erste Festigkeitstheorie in den 
vorhergehenden Berechnungen für Fälle der zusammengesetzten Beanspruchung. 
Bei der Biegung mit.Drillung kann man auf diese Weise nicht Vorgehen. Die auf 
Biegung mit Drillung beanspruchten Wellen aus zähem Stahl werden gewöhnlich 
nach der dritten Theorie berechnet. 


Wenn wir mit t zu1 die zulässige Schubspannung bezeichnen, so wird die 
Festigkeitsbedingung einer Welle wie folgt aufgeschrieben: 


VM* + M\ ^ a_ 
2W ~ ZUI ” 2 ' 


(10.30) 


Wenn die Biegekräfte nicht in einer Ebene liegen, so muß man die Kräfte 
zerlegen und die einzelnen M t - und M„~Linien zeichnen (siehe Kapitel 10.3, 
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Absatz D). Hierbei ist es zweckmäßig, die Fp«ti"k«it < »b 0 dincrv'i w ren < er Welle in 
einem beliebigen Querschnitt in folgender Fern ..»-j i.••--iJ: 


mi + mi 

VK« 


< r. 


Zl»P 


(10.30a> 


Aus dieser Formel kann man ersehen, daß die Berechnung einer runden Voll¬ 
welle oder Hohlwelle auf Biegung mit Drillung der Berechnung auf ein- 
fache Drillung auf Grund des zurückgeführten (reduzierten) Drillrnoments 
M\ = ]/ Ml -{-Ml + M] analog ist: 


W p 


S Gu, 1 ). 


Beispiel 59 

Auf eine runde Welle, die in zwei Lagern gehalten ist, sind zwei Scheiben A und B mit. 
gleich großem Durchmesser D — 100 cm und einem Gewicht von P = 500 kg aufgesetzt. 




Die Antriebsriemen an der Scheibe A haben horizontale und die an der Scheibe B vertikale 
Richtung. Die Riemenzüge und die Abstände zwischen den Scheiben und Lagern sind in 
Bild 328, a angegeben. Es ist der Durchmesser der Welle bei einer zulässigen Schub¬ 
spannung r zul = 400 lcg/cm 2 zu ermitteln. 

Wenn die Züge der Trums der Riemenscheihenübertragung gleich P x und P a sind 
(Bild 328, b), so erhallen wir, indem wir diese Kräfte unter Ilinzufügung der entsprechenden 
Kräftepaare auf die Wellenachse -übertragen und die übertragenen Kräfte und Kräfle- 
paare addieren, als Ergebnis der Addition die zur Wollenachse senkrechte Kraft P x -\-P s 
und das eine Drillung ausübende Kräflepaar (P x —P 2 ) R, worin R der Radius der Scheibe 
ist. Gemäß den Bedingungen unserer Aufgabe ist der Wert der von den Scheiben her¬ 
rührenden und die Drillung ausübenden Kräftepaaro gleich 

M z = (500 - 200) • 0,5 = 150 kgm. 

Die Drillmomentenlinic der Welle und auch die auf die Welle wirkenden vertikalen 
und horizontalen Kräfte sowie die entsprechenden Biegemomenfeniinien M x (in der 
vertikalen Ebene) und M y (in der horizontalen Ebene) sind in Bild 329 dargesleilt. Mit 
Hilfe der Momentcnlinien finden wir, daß der Querschnitt der Welle am linken Lager der 
gefährdete sein wird, wo das Drillmoment am größten ist: 

_ AR 2 = VM% -h M- -f M-. 

l ) Ml stellt nichts anderes dar, als das Ilnuplmomenl im Querschnitt des auf den Schwerpunkt 
des Querschnitts zurtickgeführten Kraftosvstems. 

24* 
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Setzt man die Werte M x , M v . M L und r 2U i in die Formel (10.30 a) ein, und nimmt man 
W p = 0,2 d 3 an, so ermitteln wir den erforderlichen Durchmesser der Welle: 


'Ml + Ml + M* 


'15000* -f- 21000 2 -f- 15000* 


= 400 kg/cm 2 . 


•woraus sich d ert = 7,2 cm ergibt. 



Bild 329 


B. Die größten Schubspannungen bei der Drillung eines Balkens mit recht¬ 
eckigem Querschnitt treten, wie im Kapitel 9.3 erwähnt, in den Mitten der 
längeren Seiten des Querschnitts auf und werden nach der Formel 

M g 

Tmax ~ abc* 


ermittelt. Bedeutende Spannungen treten aber auch in den Mitten der kürzeren 
Seiten des Querschnitts auf, nämlich 



Die Spannungen r max und r x sind parallel zu den entsprechenden Seiten des Recht¬ 
ecks gerichtet (Bild 330). Die Werte der von dem Verhältnis — der Seiten des 

c 

Querschnitts abhängenden Koeffizienten a und a x sind in der Tafel 12 (Ka¬ 
pitel 9.3) angegeben. 

Bei einer zusammengesetzten Biegung des Rechteckbalkens ergeben sich die 
größten Normalspannungen in den Ecken des Rechtecks, wo die Schubspan¬ 
nungen gleich Null sind. Auf diese Weise fallen bei der gleichzeitigen Biegung und 
Drillung des Rechteckbalkens die Punkte des Querschnitts mit den größten 
Werten o und r im Gegensatz zu den runden Balken nicht zusammen. Daher 
muß man die Ermittlung der Hauptspannungen und' der größten Schubspan¬ 
nungen in mehreren Punkten des rechteckigen Querschnitts durchführen. 


Biegung mit Drillung 


373 


In den charakteristischen Punkten A, B und C des Querschnitts (Bild 330) 
haben wir folgende Werte o und r: 


im Punkt A 


im Punkt B 


o — 


g — 


_ M v 




und r max 


und r x 


M z , 
abc 2 ’ 
M z _ 
fqhc 2 ’ 


(10.31) 


M M 

im Punkt C u max = ^ 4- ^ und t - 0. 

Wenn die Querkräfte Q a und Q„ im Querschnitt einen großen Wert haben, so 
muß man zu den Spannungen r max und r x noch die Schubspannungen infolge der 
Querkräfte hinzufügen. Dann werden sich die summarischen Schubspannungen 
in den Punkten A und B entsprechend der Formel (6.26) wie folgt darstellen: 


__ 3 Q y _ M z . 3 (lg 

J abc 2 ± 2 bc' B ~ a x bc 2 ± 2 bc 


(10.32) 


In dem größten Teil der Fälle sind die Schubspannungen infolge der Quer¬ 
kräfte gering und werden in der Berechnung nicht berücksichtigt. In den Punkten 
A und B des Rechteckquerschnitts kann man genau so wie beim runden Balken 




y 

ß 


^ L 

. c 

| r /m* 

r, 

A ( 


* ~d 

-2 —* 

■ 

z max 

C 



Id 



mm i--* — 

Bild 330 


x 


elementare dreikantige Prismen herausschneiden und sich davon überzeugen, daß 
die Hauptspannungen und die größten Schubspannungen in diesen Punkten nach 
den Formeln (10.27) bestimmt werden können, indem man in diese die ent¬ 
sprechenden Werte a und r aus (10.31) einsetzt. Was jedoch die elementaren 
Flächenelemente in den Punkten C des Rechteckquerschnitts anbetrifft, so sind 
sie offenbar als Hauptflächenelemente anzusehen, und die Normalspannungen 
an diesen sind die Hauptspannungen. Die größten Schubspannungen in diesen 
Punkten (an den unter 45° geneigten Flächenelementen) sind: 

2 ' 

Wenn das Drillmoment M z nicht groß ist, so kann es sich erweisen, daß die 
Spannungen in den Ecken des Rechteckquerschnitts von entscheidender Bedeu- 
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tung hinsichtlich der Festigkeit sein werden. Danach erhalten wir folgende 
Formeln der Hauptspannungen und der größten Schubspannungen in den charak¬ 
teristischen Punkten des Querschnitts. 

1 n den Punkten A : 


& max 
min 


Ltiax 

In den Punkten B: 


er 


max 

min 



^max 



In den Ecken des Querschnitts: 


® max 
min 




± 


Ml 

"V 


, _ 1 
Tmax ~ 2 


(Ml , Mä 

W, ± Wj m 


(10.33) 


(10.34) 


(10.35) 


Die Festigkeit des Balkens kann man dann als gewährleistet ersehen, wenn diese 
Spannungen die zulässige Normalspannung o zul oder die zulässige Schubspan¬ 
nung r zul = nicht überschreiten (in Abhängigkeit davon, ob das Material 

jL 

spröde oder plastisch beschallen ist). 


10.8 Kurbelwelle 

Als einfachstes Beispiel einer Kurbelwelle ist die in Bild 331 dargestellte 
Kurbelwelle mit nur einer Kröpfung anzusehen. Sie besteht aus zwei Lagerzapfen, 
die sich auf die Lager A und B stützen, dem Kurbelzapfen C und zwei Backen D 
mit gewöhnlich rechteckigem Querschnitt. Auf den Kurbelzapfen wirkt der 
Druck der Pleuelstange, die die Welle dreht. Auf das Kragende eines der Lager¬ 
zapfen ist in der Nähe des Lagers eine Schwungscheibe mit einer Riemen¬ 
übertragung aufgesetzt. Das vom Druck der Pleuelstange herrührende Moment 
in bezug auf die Kurbelwellenachse wird von dem von der Scheibe auf die Welle 
übertragenen Reaktionsmoment im Gleichgewicht gehalten. Hierbei erleiden 
Teile der Welle eine Biegung mit Drillung. Bei der Berechnung wird die Kurbel¬ 
welle als Balken mit einer gebrochen geführten Achse betrachtet, der in zwei 
Punkten, nämlich in den Lagermitten, gelenkig gelagert ist. Da die Länge der 
Lager verhältnismäßig groß ist, so ist die letztere Annahme als nur recht bedingt 
anzuseheu. Außerdem sind die Abmessungen der Querschnitte aller Wellenteile 
nicht klein im Vergleich zu ihren Längen, so daß man sie nur angenähert als 
Balken betrachten kann. 
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Auf diese Weise ist die elementare Berechnung einer Kurbelwelle nur als grob 
angenähert anzusehen 1 ). Bei der Berechnung einer Kurbelwelle muß man alle 
auf sie wirkenden Kräfte in Komponenten zerlegen, die in der Ebene des Kurbel¬ 



knies und in der senkrechten Ebene liegen sollen. Darauf ist es leicht, die ent¬ 
sprechenden Komponenten der Lagerstützdrücke zu finden und die Biege- und 
Drillmomente in den verschiedenen Abschnitten der Welle zu berechnen. Zum 



Auffinden der gefährdeten Kurbelwellenquerschnitteist es vorteilhaft, die Biege- 
und Drillmomentenlinien aufzuzeichnen, wie dies oben bei der geraden Welle 
gemacht wurde. 

In Bild 332, a ist das Schema einer Welle mit einer Kröpfung dargestellt, 
die sich in der zur Totlage senkrechten Lage befindet. Nehmen wir an, daß hierbei 

') Wie auch im allgemeinen bei einer Reihe von Berechnungen lm Maschinenbau, wo man es mit 
kurzen Einzelteilen zu tun hat, die Theorie des angespannten Zustandes eines Balkens nur selten’ 
anwendbar ist. 
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lg a = 0,2 ist. Die horizontale Komponente des Triebstangendrucks bezeichnen 
■wir mit P. Dann ist die Vertikalkomponente = 0,2 P. Außer diesen zwei 
Kräften wirken auf die Welle das Gewicht der Scheibe Q und die horizontal ge¬ 
richtete Resultierende der Riemenzüge R (Bild 332, b). Es soll () = 0,45P 
und R = 0.3 P sein. Die Längen aller Kurhelwellenteile sind der Einfachheit 
wegen gleich angenommen: % = a 2 — a^ — o 4 = r — a (Bild 331 und 332, b). 
Um für die Kurbelwellenteile die früher eingeführten Bezeichnungen der Biege¬ 
momente (Mg, M v ) und des Drillmoments M x beibehalten zu können, muß man 
die Koordinatenachsen in den einzelnen Abschnitten so anordnen, wie dies im 
Bild 332, c gezeigt ist. 

Nachdem man die Lagerstützdrücke (die vertikalen und horizontalen) ermittelt 
hat, ist es nicht schwer, die Momentenlinie zu zeichnen. Wenn man die Ordinaten 
der Biegemomente auf der Seite der gezogenen Faser abträgt, so muß man die 
-M„-Linie infolge der Wirkung der zur Ebene des Knies senkrechten Kräfte 
axonometriseh darstellen, so daß sie ein eigenartiges Aussehen erhält. Die M x - t 
M v - und M*-Linien sind in Bild 332, d dargestellt. Es wird darauf hingewiesen, 
daß bei einer Änderung der Richtung der Achse um einen rechten Winkel das 
Biegemoment irgendeines Abschnitts in das Drillmoment des nächsten Ab¬ 
schnitts und umgekehrt übergeht. Dies erleichtert das Zeichnen und die Kon¬ 
trolle der Linien.. 

In Bild 332, d ist sofort zu ersehen, daß der gefährdete Querschnitt der Backe 
der untere Querschnitt k—l derselben ist (Bild 332, b). An den Lagerzapfen 
ist der Querschnitt m—n der gefährdete und am Kurbelzapfen der Querschnitt 
in der Mitte der Zapfenlänge, wo der Druck der Pleuelstange angreift, da in 
diesen Querschnitten das zurückgeführte Moment M\ am größten ist. 

Die Überprüfung der Spannungen wird, wie im Kapitel 10.7 gezeigt, durch¬ 
geführt. 

Hierbei muß an den Backen zu der Normalspannung infolge der Biegung eine 

p 

Normalspannung infolge der Zugkraft N == hinzugefügt werden. Bei einem 

kleinen Wert von P t vernachlässigt man allerdings oft diesen Zusatz. 

» Außer der Berechnung für die zur Totlage senkrechte Lage führt man auch 
eine Berechnung für die Totlage der Welle selbst durch. Diese Berechnung ist 
einfacher, da alle Kräfte in der Ebene des Knies liegen. 

Die Berechnung einer in drei oder mehr Lagern gehaltenen mehrfach gekröpften 
Kurbelwelle stellt eine statisch unbestimmte Aufgabe dar. Sie wird analog der 
Aufgabe eines durchlaufenden Balkens gelöst, wobei man annimmt, daß die 
Welle in den Mitten aller Lager frei gestützt ist. Eine derartige Lösung ist selbst¬ 
verständlich wie dort nur als grobe Annäherung anzusehen. 



11 Stabilität elastischer Gleiehgewichtsformen. Kniekung 

11.1 Stabile und labile Gleichgewicbtsformcn 

A. In diesem Kapitel werden wir uns mit der Untersuchung einiger Aufgaben 
befassen, die sich ihrem Wesen nach von all dem unterscheiden, womit wir uns 
in den vorhergehenden Kapiteln beschäftigt haben. Die Ermittlung der Span¬ 
nungen, Formänderungen und Verschiebungen von Balken und Stäben bei ver¬ 
schiedenen Belastungsbedingungen wurde hauptsächlich zur Beurteilung der 
Festigkeit derselben als Teile irgendeiner Konstruktion durchgeführt. Hierbei 
betrachteten wir die Arbeit der Teile der betreffenden Konstruktion im Gleich¬ 
gewichtszustand. Jetzt werden wir zu den Aufgaben übergehen, bei denen es 
nicht genügt, nur das Vorhandensein eines Gleichgewichts festzustellen, um 
direkt zu der Untersuchung der Festigkeit überzugehen. Aus der theoretischen 
Mechanik ist uns bekannt, daß man stabile und labile Formen des Gleichgewichts 
unterscheiden muß. Wenn wir bisher über das Gleichgewicht dieses oder jenes 
Konstruktionsteiles sprachen, so nahmen wir an, daß das Gleichgewicht als 



mm- 

Bild 333 

stabil anzusehen ist, und die Aufgaben, die bisher von uns gelöst wurden, ent¬ 
sprachen fast immer dieser Bedingung. Indessen sind in der Praxis des Ingenieurs 
die Fälle nicht selten, in denen man es mit labilen Formen des Gleichgewichts 
zu tun hat. 

Bringen wir uns an einem Beispiel die Definition des stabilen und labilen 
Gleichgewichts in Erinnerung. 

Nehmen wir an, daß wir einen stofflichen Punkt (Bild 333, a), z. B. eine Kugel, 
haben, die auf dem Boden irgendeiner Vertiefung liegt. Diese Kugel befindet sich 
im Zustand des stabilen Gleichgewichts. Wenn wir die Kugel von dieser Lage 
in irgendeine benachbarte Lage A x bringen und sie sich selbst überlassen, so wird 
sie beginnen, unter der Einwirkung der Schwerkraft hin- und herschwingende 
Bewegungen um die Gleichgewichtslage A auszuführen. Diese Bewegungen 
werden infolge des Einflusses verschiedener Widerstände jedoch allmählich ab- 
klingen, und schließlich kehrt die Kugel in ihre stabile Gleichgewichtslage zu- 
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riiek. Wenn wir jedoch diese Kugel auf einen höher gelegenen Punkt B (Gipfel¬ 
punkt) irgendeiner wellig ausgebildeten Oberfläche setzen (Bild 333, b), so wird 
sie sich auch im Gleichgewicht befinden. Dieses Gleichgewicht der Kugel wird 
aber ein labiles sein. Bei einer nur sehr geringfügigen Abweichung der Kugel 
von der Gleichgewichtslage wird sie in Bewegung geraten, aber dann nicht mehr 
in die Anfangslage B z'urückkehren, sondern hin- und herschwingende Be¬ 
wegungen um die stabile Gleichgewichtslage ausführen, z. B. um B x oder B 2 in 
Bild 333, b. 

Ein Körper kann sich nur theoretisch in der Lage des labilen Gleichgewichts 
befinden, da man ihn praktisch in dieser Lage nur äußerst selten halten kann, 
wie dies aus der alltäglichen Erfahrung bekannt ist. Hieraus ziehen wir die 
äußerst wichtige Folgerung: 

Wenn sich der zu berechnende Konstruktionsteil auch im Gleichgewichts¬ 
zustand befinden sollte, jedoch im Zustande des labilen Gleichgewichts, so ver¬ 
liert die weitere Festigkeitsberechnung dieses Teils jeden Sinn; der Teil wird 
unvermeidbar die Lage, bei der wir ihn berechnet haben, verlassen, und es kann 
seine Zerstörung oder sogar die der ganzen Konstruktion eintreten, ober nicht 
mehr infolge eines Festigkeitsmangels, sondern infolge seiner anfänglich labilen 
Lage. _ ~ 

Erläutern wir diesen Gedanken an einem sehr einfachen Beispiel. 

Es sollen die größten Druckspannungen in einem vertikalen Stab von 1 m 
Länge mit einem Querschnitt von 1 cm 2 nachgeprüft werden, der mit seiner 
Grundfläche auf einer Ebene steht und sich nur unter der Einwirkung seines 
Eigengewichts befindet. Es bereitet hier keine Mühe, die größten Spannungen 
im unteren Querschnitt des Stabes zu finden. Es ist dabei vollkommen gleich, 
aus welchem Material der Stab auch bestehen mag (Stahl, Stein, Beton), wir 
werden uns stets davon überzeugen können, daß die Spannungen geringfügig 
sind und die Festigkeit unseres Stabes überhaupt nicht in Frage gestellt ist. 
Zugleich kann man leicht erkennen, daß bei den hier gegebenen Bedingungen 
die Festigkeitsbercchnung selbst ihren Sinn verliert. Der Stab wird nämlich 
praktisch wegen seiner geringfügigen Stabilität nicht in der Gleichgewichtslage 
verbleiben und unvermeidbar Umfallen. Hierbei kann er natürlich im Falle 
eines spröden Stabmaterials brechen. Für uns ist hierbei nicht die Tatsache der 
Zerstörung des Stabes selbst wichtig, da die Gefahr für denselben wegen des 
labilen Gleichgewichts schon vor der Zerstörung bestand und man daher vor 
der Lösung der Frage über die Festigkeit für die Stabilität des Gleichgewichts 
dieses Stabes Sorge tragen muß, wenn er als Teil irgendeiner Konstruktion 
dienen soll. Wichtig ist der Umstand, daß die Aufgabe über die Stabilität ihrem 
Wesen nach unabhängig von der Berechnung auf Festigkeit gelöst wird, wenn 
auch der äußeren Form nach die Berechnung auf Festigkeit und Stabilität 
manchmal miteinander recht verwandt erscheinen. Diese Sachlage ist äußerst 
wichtig zum klaren Verständnis der Aufgabe über die Knickung, die wir jetzt 
behandeln werden. 

Bemerken wir noch folgendes. Das labile Gleichgewicht des Stabes in dem 
speziellen Falle, den wir hier eben betrachtet haben, ist ausschließlich durch 
seine Lage bestimmt und hängt nicht von den auf ihn wirkenden Kräften ab. 
Die m der Ingenieurpraxis vorkommenden Fälle des labilen Gleichgewichts 
zeichnen sich durch die Besonderheit aus, daß wir in manchen Konstruktions- 
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teilen bei einer Zunahme der wirkenden Kräfte über eine gewisse Grenze hinaus 
«inen Übergang vom stabilen zum labilen Gleichgewicht haben. Dieser Umstand 
veranlaßt uns oft, sich gleichzeitig mit den Fragen sowohl der Festigkeit als 
auch der Stabilität zu befassen; hier besteht besonders die Gefahr der Verwechs¬ 
lung dieser beiden Fragen, was zu wesentlichen Fehlern führen kann. 

B. Die erste der Aufgaben dieser Art ist schon im Jahre 1744 von Euler ge¬ 
löst worden. Ihr Wesen besteht aus fölgendem: Stellen wir uns einen geraden 
elastischen Stab vor, der sich unter der Einwirkung von zwei an seinen Enden 
wirkenden Kräften P im Zustand des Druckes befindet (Bild 334). Solange die 
Kräfte P eine gewisse Grenze nicht überschreiten, die von der Länge des Stabes, 
seinem Querschnitt und Material bestimmt wird, wird sich der Stab im Zustande 
des einfachen Druckes befinden, den wir schon ausreichend im Abschnitt 2 studiert 
haben. Wenn jedoch die Kräfte P diese Grenze überschreiten, so beginnt eine 
recht plötzliche Ausbiegung des Stabes. Dieser Fall der Biegung heißt Knickung. 
Der Wert der Druckkraft P, bei dem die Knickung beginnt, heißt die kritische 
Last, im weiteren mit P k bezeichnet. 

Solange die Druckkräfte den kritischen Wert nicht erreicht haben, erweist 
sich die gerade Form des Stabes als stabil. Wenn wir durch irgendwelche anderen 
Kräfte den Stab aus seinem geraden Zustand bringen, so wird er, falls er darauf 
sich, selbst überlassen bleibt, wegen der Elastizität zu seiner ursprünglichen 



Form zurückkehren. Folglich ist, solange P < P k ist, die Form des Gleich¬ 
gewichts des Stabes stabil. Wenn jedoch P > P k ist, so gelingt es uns praktisch 
nicht, den Stab vor einem Ausbiegen zu bewahren. 

Unter der Einwirkung einer ganz beliebigen geringfügigen Ursache wird er 
sich durchbiegen und eine neue gebogene Form annehmen, wobei diese letztere 
bei bestimmten Lastgrößen durchaus stabil sein kann. 

Betrachten wir ein anderes Beispiel (Bild 335). Nehmen wir an, daß wir einen 
dünnen runden Ring haben, der unter der Einwirkung eines äußeren gleichmäßig 
an seinem Umfang verteilten Druckes p steht. Solange dieser Druck einen ge¬ 
wissen kritischen Wert p k nicht überschreitet, wird die runde Form des Ringes 
stabil sein. Der Ring wird nach der Entfernung der Ursachen, die ihn zwangen, 
seine Form leicht zu verändern, stets zu seiner ursprünglichen Form zurück- 
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kehren. Wenn jedoch der Druck den kritischen Wert p k überschreitet, so wird 
der Ring jedoch plötzlich eine elliptische Form annehmen. 

Befassen wir uns jetzt mit dem Fall eines Kragträgers, der die Form eines 
dünnen hochstehenden Rechteckquerschnittes hat. Er ist mit dem einen Ende 
eingespannt und ist an dem anderen freien Ende belastet (Bild 336). Bisher waren 
wir gewohnt anzunehmen, daß sich ein derartiger Streifen in der vertikalen 
Ebene durchbiegen wird. Hier stellt es sich indessen heraus, daß zu der Grund¬ 
biegung eine Biegung des Querschnitts in der horizontalen Ebene hinzutritt, 
die eine Drillung des Querschnitts bewirkt, wenn die Last P einen gewissen 
kritischen Wert P k überschreitet. Folglich erweist sich oberhalb der kritischen 
Last P k die ebene Grundform der Biegung des Querschnitts als labil. 

Kehren wir noch zu dem Fall der Biegung eines genieteten Stahlträgers mit 
einem dünnen Steg zurück. Wir hatten angenommen, daß sich bei der Biegung 
die Form des Trägerquerschnitts nicht ändert. Indessen erweist es sich, daß beim 
Überschreiten der Belastung über eine gewisse Grenze (kritische Belastung) 
hinaus sich die Form des Querschnitts infolge des seitlichen Ausbeulens des 
dünnen Steges recht scharf ändert. 

Beschränken wir uns auf diese wenigen Fälle des labilen Gleichgewichts. Be¬ 
merken wir jedoch, däß in der heutigen Zeit in Verbindung mit der Entwicklung 
der Konstruktionsformen und ihrer Abmessungen der Ingenieur oft mit der 
Möglichkeit des labilen Gleichgewichts rechnen muß und Maßnahmen dagegen 
ergreifen muß, um seine Konstruktion vor unerwarteten Schäden zu bewahren, 
ungeachtet dessen, daß die durchgeführte vorherige Berechnung auf Festigkeit 
scheinbar keinen Grund gibt, dies zu befürchten. 

11.2 Eulersche Aufgabe 

A. In diesem Kapitel befassen wir uns nur mit dem ersten der im vorherigen 
Kapitel erwähnten Fälle. Andere Aufgaben dieser Art werden dann im zweiten 
Teil des Lehrbuchs behandelt. 


i 

1 


mm 

Bild 337 Bild 338 Bild 339 

Betrachten wir hier einen dünnen Stab AB (Bild 337), der mit dem unteren 
Ende eingespannt und am anderen Ende mit einer Last P belastet ist. Nehmen 
wir an, daß die Last genau in der Mitte des oberen Querschnitts A angreift und 
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parallel zur Stabachse gerichtet ist. Parallel hierzu wollen wir zunächst auch einen 
anderen Fall des gleichen Balkens im Auge behalten (Bild 338, a), bei dem die 
Last P senkrecht zur Achse gerichtet ist. In diesem letzteren Falle wird die Durch¬ 
biegung des Stabendes, wie uns bekannt [siehe Kapitel 7.2, Formel (7.17)], 


nach der Formel 


bestimmt. 


/ = 


PP 

3EJ 


— kP wo k — 


P 


3EJ 


ist 


Wenn die Last P von Null beginnend zunimmt, dann nimmt die Durch¬ 
biegung / am Stabende proportional der Last zu, wie dies in Bild 338, b in Form 
einer geradlinigen graphischen Linie OC zum Ausdruck gebracht ist. Folglich 
trifft hier auch das Hookesche Gesetz zu, das die Werte P und / in Verbindung 
bringt. In dem in Bild 337 dargestellten Fall verläuft jedoch die Erscheinung, 
wie wir bereits gesagt haben, anders. Solange die Last P den kritischen Wert P k 
nicht erreicht hat, gibt es noch keine Biegung, sondern der Stab bleibt gerade. 
Oberhalb der kritischen Last entsteht die Biegung jedoch plötzlich und beginnt 
äußerst schnell selbst bei einer nur geringfügigen Vergrößerung der Last P an¬ 
zuwachsen. 

Die Lösung dieser Aufgabe zeigt, daß die Durchbiegung des oberen Stabendes 
z. B. 22% der Stablänge erreichen kann, wenn die Last P den kritischen Wert 
im ganzen nur um etwa 1,5% überschreitet. Eine so starke Durchbiegung können 
wir allerdings bei unseren Konstruktionen nicht zulassen. (Hierbei setzen wir 
natürlich voraus, daß der Stab so dünn ist, daß selbst bei einer solchen Durch¬ 
biegung die Spannungen im Stab die Elastizitätsgrenze noch nicht überschreiten.) 

In diesem Fall erhält die graphische Darstellung, die die Abhängigkeit 
zwischen der Last und der Durchbiegung des Endes ausdrückt, die in Bild 339 
dargestellte Form, worin OD = P k die kritische Last ist. Vor Erreichen der 
kritischen Last fällt die graphische Linie auf der Strecke OD mit der OP-Achse 
zusammen. Bei Überschreitung der kritischen Last hat die graphische Auf¬ 
zeichnung die Form einer Kurve EE lt die zwei Zweige aufweist (da in dem in 
Bild 337 dargestellten Falle die Biegung des Stabes von der ursprünglichen Form 
AB aus auf beide Seiten hin gleich möglich ist). Wir stellen fest, daß in diesem 
Fall die graphische Aufzeichnung keine geradlinige Form hat und folglich P 
und / also nicht mehr durch das Gesetz der einfachen Proportionalität mit¬ 
einander verbunden sind, wie dies für den Fall in Bild 338, a zutraf. 

Wenn wir die Fälle gemäß Bild 337 und 338, a vergleichen, bemerken wir, 
daß die Richtungsänderung der Last in bezug auf die Stabachse die Eigenschaft 
der Aufgabe selbst wesentlich geändert hat 1 ). 

B. Versuchen wir den kritischen Wert der Last P k zu ermitteln und, wenn 
möglich, die Kurve .4! P(Bild 337) zu finden, auf der sich der Stab beim Über¬ 
schreiten der kritischen Last durchbiegt. Wenn die Hauptträgheitsmomente des 
Stabquerschnitts verschieden sind, so wird sich natürlich der Stab in der Ebene 
seiner geringsten Steifigkeit durchbiegen. Diese Steifigkeit bezeichnen wir mit EJ . 

Wir nehmen an, daß die Durchbiegung sich eingestellt hat, und stellen die 
Differentialgleichung der elastischen Linie auf: 


EJv" = M. 


») Vgl. Bild 298,1> des Kapitels 10.1. 
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Den Koordinatenanfang nehmen wir im Punkte A x (Bild 340) an, die a;-Achse 
richten wir vertikal nach unten und die y-Achse nach rechts. Das Biege¬ 
moment M in dem im Abstande x von dem oberen Ende gelegenen Punkt ist 

M = — Pv, (11.2) 

worin v die von der z-Achse aus nach links abgelesene Durchbiegung im ge¬ 
gebenen Punkt ist. Wir wollen uns hierbei merken, daß in der Formel (11.2) 
im wesentlichen alle Ursachen der Besonderheiten der vorliegenden Aufgabe 
enthalten sind, die sie von den in den Abschnitten 5 und 6 behandelten Fällen 
gewöhnlicher Biegung unterscheiden. Wir haben uns daran gewöhnt, daß das 
Biegemoment M eine Funktion der Abszisse des zu untersuchenden Querschnitts 
ist: 

M = f(x). 


In unserer Aufgabe jedoch hängt M von der Durchbiegung v ab, die als elastische 
Verschiebung anzusehen ist. Bisher haben wir den Einfluß der Formänderung 
auf die Kräfte M und Q im Querschnitt vernachlässigt. 
Hier kann man das offenbar nicht tun. 

Aus dem Gesagten ziehen wir folgende äußerst wichtige 
Folgerungen: Erstens wird die Biegemomentenlinie durch 
die elastische Linie BA X (Bild 340) selbst dargestellt, 
und zweitens hat in unserer Aufgabe wegen der Abhängig¬ 
keit des Biegemoments von der Durchbiegung das Gesetz 
der Unabhängigkeit der Wirkungen keine Gültigkeit. 
Wenn wir zu der Last P irgendeine Last P x hinzufügen, 
so wird das Moment infolge der Summe dieser Lasten 
nicht mehr gleich der Summe der Momente infolge jeder 
Last im einzelnen sein, da in dem rechten Teil der For¬ 
mel (11.2) beide Multiplikatoren P und v zunehmen. 



I* 

Bild 340 


Setzt man den Wert des Moments aus (11.2) in (11.1) ein, so erhalten wir 


EJv" = -Pv. 


Dies ist die Differentialgleichung der elastischen Linie für unsere Aufgabe. Führt 
man die Bezeichnung 

(11.3) 


ein, so bringen wir unsere Gleichung auf die Form 


v" + a 2 v = 0. (11.4) 

Diese Gleichung kann man entweder mit Hilfe der in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen dargelegten allgemeinen Methode integrieren oder mit 
Hilfe der Methode der Trennung der Veränderlichen. 

Das allgemeine Integral derselben hat die Form: 

v = C x sin ax - f- C 2 cos ax. 


(11.5) 
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€. Zur Integration mit Hilfe der Methode der Trennung der Veränderlichen 
schreiben wir die Gleichung (11.4) wie folgt um: 

v” = — a 2 v. 

Multipliziert man die Glieder derselben mit den Gliedern der offensichtlichen 
Indentität v'dx = dv, 

so erhalten wir v" v' dx == — a-vdv. 

Beide Teile dieser Gleichung stellen vollständige Differentiale dar: 


<u~\=d 


*2 

Integriert man diese, so erhalten wir v'- — Df — a 2 v 2 , 

worin D\ eine beliebige Konstante ist, die offenbar positiv sein muß. Die Gleichung 
schreiben wir wie folgt um: 

= S = ± 

Behalten wir nur das Pluszeichen vor der Wurzel bei, und trennen wir noch¬ 
mals die Veränderlichen, dann ist 

dv , 

=r= adx . 


/; 




Integriert man, so erhalten wir: 


arc sm 


av 


ax - j- -D 2 , 


worin D z die zweite beliebige Kostante der Integration ist. Aus dieser Gleichung 
erhalten wir 

v = — cos Z> 2 sin ax -j- — sin D 2 cos ax = C x sin ax -j- C 2 cos ax ; 
a a 

hier sind mit C x und C 2 die neuen beliebigen Konstanten bezeichnet. 

I). Zur Bestimmung der beliebigen Konstanten C x und C 2 , die zu dem all¬ 
gemeinen Integral (11.5) gehören, ziehen wir die Randbedingungen unseres 
Stabes in Betracht: 
am oberen Ende bei: 

x — 0 ist v — 0, (11.6a) 

am unteren Ende bei: 

x — l ist v' = 0. (11.6b) 

Die erste dieser Bedingungen ergibt 

C 2 = 0, 

und die Gleichung der elastischen Linie erhält die Form 

v = C x sinax. (11.7) 

Differenziert man diese Gleichung, so erhalten wir: / 

v' — C x a cos ax. 
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Bei Berücksichtigung der Bedingung (11.6b) ergibt sich hieraus: 

C x a cos al = 0. (11.8) 

Gemäß dieser Gleichung muß das Produkt der drei Multiplikatoren gleich Null 
sein. Demnach müssen wir drei Fälle untersuchen. 


Erster FaU: C x — 0. 

Wir finden aus der Gleichung (11.7), daß bei allen Werten von x die Durch¬ 
biegung v = 0 ist. Folglich wird der Stab A B unter der Einwirkung der Last 
gerade bleiben. Diese Lösung hätte man auch erhalten können, ohne sich der 
Integration der Differentialgleichung zuzuwenden. Sie ist a priori augenschein¬ 
lich und heißt die „triviale“ Lösung. Im vorliegenden Fall interessiert sie uns 
nicht. 

Zweiter Fall: a = 

Hieraus ist: P = 0, 

und aus (11.7) finden wir wie auch im ersten Fall, daß 

v — 0 ist. 

Dieses Ergebnis weist darauf hin, daß beim Fehlen einer Last P der Stab gerade 
bleibt, d. h. wir erhalten ebenfalls eine triviale Lösung. 

Dritter Fall: cos al — 0. 

Hieraus erhalten wir eine Reihe von Werten für al 




. n 3n 

al = 2’ T’- 

Allgemein ist: 

, nn 
al= ~2’ 

worin n eine ungerade Zahl ist. 

Daher erhalten wir: 


d. h. 

, n 2 ox 2 P 

a ~ U 2 ~ EJ' 

Aus dieser Beziehung ermitteln wir die Last P: 


n 2 EJn 2 
4 1 2 


(11.9) 


Nimmt man hier, wie früher erwähnt, 

n = 1, 3, 5, ... 

an, so erhalten wir eine Reihe von Werten für die Last. 

Kehren wir noch einmal zu dem Gang der von uns durchgeführten Über¬ 
legungen zurück. Wir hatten die beliebigen Konstanten C x und C z zu ermitteln. 
Die Konstante C 2 haben wir gefunden, aber die andere, zu der Gleichung der 
elastischen Linie (11.7) gehörige Konstante C x in dem betrachteten dritten Fall 
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blieb unbestimmt, und wir verfügen über keinerlei Unterlagen zu ihrer Er¬ 
mittlung. Statt dessen fanden wir eine Reihe von Werten für die Last P [siehe 
die Formel (11.9)]. Der kleinste dieser Werte (bei n — 1) liefert uns nämlich 
den kritischen Wert der Last 


P k = 


EJn 2 
' 4 Z 2 ' 


( 11 . 10 ) 


Dieser Wert der kritischen Last wurde erstmalig von Euler gefunden, und daher 
wird er manchmal auch Eulersche Knicklast genannt und mit P B bezeichnet. 

E. Wir ziehen den Schluß aus der von uns durchgeführten Ableitung und ver¬ 
merken die folgenden Besonderheiten derselben: 

Wenn auch erstens die Gleichung (11.7) zeigt, daß der Stab im Falle der Ab¬ 
weichung von der geraden Form sich in Form einer Sinuslinie durchbiegt, so 
blieb jedoch diese elastische Linie wegen der Unbestimmtheit des Koeffizienten C x 
unbestimmt. Indessen zeigt der Versuch, daß beim Überschreiten der kritischen 
Last jedem Wert der Last P eine bestimmte elastische Linie entspricht, die nur 
einen zweiwertigen Charakter hat (d. h. ein Abweichen des Stabes auf die linke 
oder rechte Seite). Die Unbestimmtheit der elastischen Linie ist offenbar als 
Mangel unserer Ableitung anzusehen. 

Zweitens haben wir noch nicht bewiesen, daß der Wert der Last (11.10) der 
kritische ist. Diese beiden Mängel kann man leicht aussohließen, wenn man die 
Bedingung (11.6b) aufmerksamer betrachtet. Da wir angenommen haben, daß 
sich der Stab durchgebogen hat, so ist die Abszisse x des eingespannten Punktes B 
nicht mehr gleich Z, wie wir voraussetzten, sondern ein wenig kleiner als dieser 
Wert. Demnach wird die Bedingung (11.6b) genauer wie folgt aufgeschrieben: 

bei x = Z - A ist v' = 0. (11.11) 

Hier ist A die Differenz zwischen der tatsächlichen Länge Z des Stabes und seiner 
Projektion auf die s-Achse. 

Wenn wir aber die am Stab angreifende Kraft P langsam verringern werden, 
so. wird der Stab allmählich gerade werden. Hierbei wird A dem Nullwert zu¬ 
streben. Der Grenzwert von A ist 

A = 0, .(11.12) 

und die Bedingung (11.6b) wird vollständig genau, und der Stab wird geradlinig 
werden. Die Bedingung (11.6b) führt uns dann zu der Gleichung (11.8), aus der 
wir den Wert der Last (11.10) finden. 

Hieraus ersieht man, daß die auf Grund der Formel (11.10) ermittelte Last eine 
Grenzlast ist, bei der der allmählich sich geradlinig ausrichtende Stab gerade 
wird. Folglich ist P k tatsächlich als kritische Last anzusehen. Da der Stab hierbei 
geradlinig ist, so muß man ferner in der Gleichung der elastischen Linie desselben 
(11.7) C x — 0 setzen. Hierdurch wird die oben erwähnte Unbestimmtheit der 
Konstanten C\ beseitigt. 

Die hier angeführten Überlegungen zeigen, daß wir es in der ganzen Ableitung 
unter den Punkten A~D dieses Kapitels im Grunde genommen mit einem 
geraden Stab zu tun hatten. Der Begriff der Ausbiegung wies nur auf die Möglich¬ 
keit des Verlassens des geradlinigen Zustandes hin. Dabei wurde lediglich eine 
unendlich kleine Ausbiegung in Betracht gezogen. Hieraus folgt, daß bei der Er- 

25 Filonenko I 
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mittlung, der kritischen Last (11.10) durch die Benutzung der angenäherten 
Gleichung der elastischen Linie an Stelle der genauen 


EJv' 


(l+t/s)*/. - M (11 ’ 13) 

keine Fehler hineingetragen wurden, und sein Wert ist in dieser Hinsicht ganz 
genau. Hier ist der Wert v' nicht mehr einfach ein kleiner Wert an sich, sondern 
vielmehr ein unendlich kleiner. Das Fortlassen dieses Wertes im Nenner zieht 
keine Fehler nach sich. 


F. Hier ist allerdings noch eine wesentliche Feststellung zu treffen : 

Aile vorhergehenden Folgerungen beziehen sich auf einen Stab, der durch 
eine genau in Achsenrichtung angreifende Last gedrückt wird; in der Praxis ist 
dies allerdings nicht zu verwirklichen. Wenn die Last auch nur mit einer sehr 
geringen Exzentrizität angreift, so wird eine Ausbiegung des Stabes sogar bei 
einer ganz geringfügigen Last vorhanden sein, die sich schon stark der Aus¬ 
biegungsform unter der kritischen Last nähert, ohne diese erst erreicht zu haben, 




wie dies bei der Knickung unter genau zentrischer Last zutraf. Nehmen wir hier 
einmal an, daß die Last P mit einer geringen Exzentrizität c angreift (Bild 341). 
Dann ist das Moment im Querschnitt x 

M — P(c v). (11.14) 

An Stelle von (11.4) unter Punkt B des Kapitels 11.2 erhalten wir die Differen- 
tialgleichung 4 . = a*c, (11.15) 

™ in ° 2 “ JJ dl'«) 
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Als partielle Lösung dieser Gleichung kann man offenbar die Form 

v = c (11.17) 

annehmen, aber die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung 
hat wie früher die Form (11.5) des Kapitels 11.2. 

Daher ist die allgemeine Lösung unserer Gleichung: 

v = C x sin ax -{- C 2 cos ax -f- c. (11.18) 

Die Randbedingungen behalten die Form (11.6a) und (11.6b) des Kapitels 
11.2 bei; benutzt man diese, so finden wir leicht: 


sin aZ 

C% " cösTöT 


(11.19) 


und erhalten nach dem Einsetzen in (11.18) und einiger Umbildungen: 


v — 


'cos (al — ax) 
cos al 


( 11 . 20 ) 


Die Durchbiegung des oberen Stabendes / = AA X — BB^ erhalten wir hieraus, 
indem wir x == l setzen. Es ist: 

, 1 — cos al 

/ = “ c 


cos a t 


oder, wenn man (11.16) benutzt, 


cos 


2 r p k 


cos 


2 f P k 


( 11 . 21 ) 


Die auf Grund der Formel (11.21) errechnete Tafel 13 zeigt die äußerst schnelle 
Zunahme der Durchbiegung des Stabendes beim Annähern der Last P an den 
kritischen Wert. In Bild 342 sind die Ergebnisse in Form einer graphischen 
Darstellung angegeben. 

In ähnlicher Form erhält man auch gewöhnlich die Abhängigkeit zwischen der 
Last und der Durchbiegung des Stabendes beim Knickversuch wegen der unver¬ 
meidbaren, wenn auch geringfügigen Exzentrizität des Angriffs der Last P und 
auch wegen der unvermeidbaren anfänglichen Krümmung der Stabachse (eine 
anfängliche Krümmung des Stabes wirkt sich qualitativ ebenso wie die Exzen¬ 
trizität der Last aus). Hieraus sieht man, daß die zulässige Last P beim Druck 
eines dünnen Stabes nicht nahe der kritischen Last liegen darf. Das Bild 342 
zeigt, daß bei dem kleinsten in der UdSSR jetzt angenommenen Sicherheitsgrad 
für Stahlkonstruktionen von 1,5 (in bezug auf die Fließgrenze) wir 


und 




haben werden, d. h. die Durchbiegung übersteigt um mehr als das Zweifache die 
vorhandene Exzentrizität. Wenn die Exzentrizität im ganzen 0,001 der Stablänge 
ausmacht, so erhalten wir eine Durchbiegung 


25 * 
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Tafel 13 


Relative Durchbiegung des Stabendes bei einer Exzentrizität c 


p 

Pf 

0,040 

0,062 

0,111 

0,250 



0,693 

0,810 

0,902 

0,980 

1 

c 

0,052 

0,082 

0,155 

0,415 

1,000 

1,61 

2,86 

5,42 

11,7 

30,2 


G. Die vorangegangene Untersuchung zeigt, daß zur vollständigen Vermeidung 
der unter Punkt E aufgeführten beiden Mängel unserer Ableitung es erforderlich 
ist, in die Differentialgleichung (11.1) den genauen Ausdruck der Krümmung 

1 v" 

Q “ (1 + «'*)V 

.einzuführen und die Bedingungen am unteren Ende des Stabes genau zu berück¬ 
sichtigen. Das Lösen der auf diesem Wege erhaltenen Differentialgleichung ist 
recht kompliziert und führt zu elliptischen Integralen 1 ). Diese genauere Lösung 
der Aufgabe zeigt, daß der kritische Wert der Knicklast (11.10) mit Hilfe der 
angenäherten Differentialgleichung (11.4) von uns richtig gefunden ist, und daß 
diese Methode es nur nicht ermöglicht, die elastische Linie des Stabes zu finden, 
wenn die Last P den kritischen Wert übersteigt. 

Sehr vollständige Untersuchungen über die Knickung sind von Prof. F. S. 
Jassinski 2 ) (siehe die vollständige Sammlung seiner Aufsätze) durchgeführt. 
Siehe auch S. P. Timoschenko 3 ), „Die Stabilität der elastischen Systeme“, 
Moskau 1946, und „Lehrbuch der Elastizitätstheorie“, II. Teil, St. Petersburg 
1916; Akad. A. N. Dinnik, „Die Knickung“, Gosstroiisdat., Moskau 1939; 
F. Bleich, „Theorie und Berechnung der eisernen Brücken“, Gosstroiisdat., 
Moskau 1931; Hartmann, „Die Stabilität der Ingeniepr-Bauwerke“, Gosstroiis¬ 
dat. 1939. 

11.3 Verschiedene Fälle der Befestigung von Stabenden 

A. Der Fall der Befestigung eines Stabes (Bild 337) kommt in praktischen 
Berechnungen seltener vor. Am häufigsten hat man es dagegen mit einem Stab zu 
tun, der ähnlich wie ein einfacher Balken an beiden Enden gelenkig befestigt ist 
(Bild 343). 

Diesen Fall kann man ebenfalls mit Hilfe des allgemeinen Integrals (11.5) des 
Abschnitts 11.2 lösen, indem man die entsprechenden Randbedingungen an den 
Enden .4 und B des Stabes einsetzt (y = 0 bei x = 0 und x — l ). Das von uns 
benötigte Ergebnis kann man jedoch unmittelbar aus der schon durchgeführten 
Lösung eines mit einem Ende eingespannten Stabes erhalten, wenn man seine 
Aufmerksamkeit auf folgenden Umstand richtet (Bild 343). Da sich der Stab in 
Form einer Kurve durchbiegen wird, die in bezug auf die durch die Mitte der 
Stablänge gehende Achse DE symmetrisch ist, so wird die Tangente zur ela¬ 
stischen Linie im Punkt C vertikal sein. Folglich hat die obere Hälfte A C des 

*) Vgl. den II. Teil des Lehrbuches. 

*) C. Hchhckh, (cm. noJiHoe coöpaHHe ero coiiiHeHiift). 

' THMomemco, „ycToftviiBocn. ynpyrnx chct6m“ Mockbü, 1946 h Teopaau pacutST 5ice.ic3Ht.ix mo- 
51?? • 1 ocrpoKHSflaT. Mockbb 1931. TapTMan, „ycTottniBocTi. HHHceKepHMX coopyacemrii“, rocTpoitoflaT. 
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Stabes die gleichen Bedingungen an den Enden wie auch der Stab in Bild 340. 
Hieraus kann man leicht schließen, daß die ganze von uns unter Punkt D des 
Abschnitts 11.2 durchgeführte Lösung unmittelbar auch auf unseren Fall ange¬ 
wandt werden kann, wenn man überall l durch — ersetzt. So finden wir ins¬ 
besondere an Stelle des Ausdrucks der kritischen Last (11.10) 

EJn* EJn 2 

k ~ , fl 2 \ ~ P ’ ( 11 . 22 ) 

4 W 


d. h. wir erhalten eine um viermal größere kritische Last als im vorhergehenden 
Fall. 

Auf ähnliche Weise können wir die kritische Last für einen an beiden Enden 
eingespannten Stab erhalten (Bild 344). Die elastische Linie wird in diesem Fall 
zwei Wendepunkte K und L in den Viertelpunkten der Stablänge aufweisen. 
Folglich wird jedes Stabviertel im einzelnen die gleichen Bedingungen an den 



Bild 343 


V> 



ggTgg] IFOSSl 


Bild 344 Bild 345 





Bild 346 


Enden haben wie der ganze Stab in Bild 340. Daher kann man die kritische Last 
wiederum unmittelbar aus der Gleichung (11.10) erhalten, indem man in dieser l 

durch — ersetzt. Wir erhalten dann 
4 

_ EJ 7t 1 4 E J 7i' 2 

lk ~ 7JE\ ** ' (il.23) 

4 \i(y 

Die kritische Last hat sich also lömal größer ergeben als im Fall gemäß Bild 340. 

B. In den beiden letzten Fällen haben wir den Wert der kritischen Last auf eine 
recht künstliche Methode erhalten. Es ist aber unmöglich, diese Methode bei 
anderen komplizierteren Fällen anzuwenden. Dies bezieht sich z. B. auf den in 
Bild 345 dargestellten Fall (das Ende B ist eingespannt und das Ende A gelenkig 
gelagert) und auf den Fall gemäß Bild 346, bei dem beide Enden elastisch ein- 
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gespannt sind. Im letzteren Fall nehmen wir an, daß die Drehung der Stab¬ 
enden elastische Reaktionsmomente hervorruft, die proportional den Drehwinkeln 
sind. Im Hinblick auf die geringe Größe dieser Winkel ersetzen wir sie durch 
ihren Tangens, so daß wir an den Enden folgende Auflagermomente haben werden: 


M Ä = ha = ltv' A , | 
Mb — kß — ki 4 . J 


(11.24) 


Zur Erfüllung der Bedingungen an den Enden genügen uns in den beiden 
letzten Fällen die zum allgemeinen Integral (11.5) der Differentialgleichung 
(11.4) gehörigen zwei beliebigen Konstanten nicht. Dies entsteht dadurch, daß 
die Gleichung- (11.1) des Kapitels 11.2 selbst nur als Zwischenintegral der 
Differentialgleichung der allgemeineren Form anzusehen ist. Die letztere erhalten 


wir, wenn wir die Gleichung 


EJv" = M 


(11.25) 


zweimal differenzieren und zwei andere Gleichungen 


dM 

dx 


-Q 


(11.26) 


und ^ = - q (11.27) 

beachten. Aus (11.25) finden wir 

EJv IT = ^- (11.28) 


Ferner müssen wir den Ausdruck M aufstellen. Wenn sich an den Auflagern 
keine.zur Achse des Stabes senkrechten Reaktionen ergeben (Bild 337, 343 und 
344), so wird gemäß (11.2) M — — Pv sein. Wenn solche Reaktionen jedoch vor¬ 
handen sind (Bild 345), so ist: 

M = — Pv -f- A x. 

Wir erhalten in beiden Fällen jedoch: 

dx dx 2 

Setzt man dies in (11.28) ein, so erhalten wir: 

EJv™ = - Pv" 

oder v IV -f atv" — 0. ■ (11.29) 

Diese Gleichung erhält man offenbar direkt aus (11.4) unter Punkt B des 
Kapitels 11.2 durch zweifache Differentiation. Um diese Gleichung zu inte¬ 
grieren, führen wir eine neue Funktion ein: 

s = t'". 

Dann erhält die Gleichung die Form: 

3 " + atz = 0. 

Hieraus ist, wie uns bekannt, 

z == v" — C x sin ax C 2 cos ax. 
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Integriert man diese Gleichung zweimal, so erhalten wir das allgemeine Integral 
der Gleichung (11.29) 

v — D x sin ax + Aj cüs ax + D z x 4* D 4 . (11.30) 

worin D ti D 2 , D a und beliebige Konstanten sind. 

Zur Ermittlung dieser Konstanten bei beliebiger Befestigung der Stabenden 
erhalten wir vier Bedingungen, folglich kann die Aufgabe auf diesem Wege unge¬ 
hindert sowohl in den in Bild 345 und 346 dargestellten Fällen als auch in den 
früher untersuchten Fällen (Bild 340, 343 und 344) gelöst werden. 


C. Untersuchen wir als Beispiel den Fall gemäß Bild 345. Hier haben wir 
folgende Randbedingungen: 


bei x — 0 ist 
bei x = 0 ist 
bei x = l ist 
bei x = l ist 


v — 0 , 

EJv" = M = 0, d. h. v" = 0, 
v == 0 , 
v' = 0 . 


(11.31) 


Setzt man in diese die Werte für v aus (11.30) ein, so erhalten wir vier Gleichungen: 

A + A4 = 0, 

Dz = 0 , 

D x sin al -f DJ = 0, 

D x a cos al -f- D a = 0. 

Die beiden ersten Gleichungen ergeben 

Z) 2 — — 0. 

Die Gleichung der elastischen Linie (11.30) erhält dann die Form: 

fr = D x sin a x -f D a x. (11.32) 

[Hier ist festzustellen, daß diese Gleichung wegen des in ihr vorhandenen Gliedes 
D & x nicht aus der Gleichung (11.5) des Kapitels 11.2 erhalten werden kann.] 
Es verbleibt nun noch, die beiden letzten der Gleichungen (11.31) zu lösen. Sie 
sind homogen in bezug auf die Konstanten D x und D 3 , und daher haben sie 
immer eine trivale Lösung: J) x ^= D =0 

Dann aber liefert (11.32) identisch v — 0, 


d. h. der Stab kann gerade bleiben. Eine nicht trivale Lösung {D x und D z unter¬ 
scheiden sich von Null) ist in dem Falle vorhanden, wenn die Determinante 
unserer Gleichungen gleich Null ist. Demnach 

sin al l 

. , =0, 

acosat 1 

oder sin al ■— al cos al = 0 , 


d. h. tg al — al. (11.33) 

Aus dieser transzendenten Gleichung muß man al finden und darauf gemäß 
(11.3) des Kapitels 11.2 die kritische Last. Diese Gleichung kann man auf 
graphische Art lösen. Ihre kleinste Wurzel ist 

al = 4,49. 
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Daraus ergibt sich 


a 2 Z 2 = 20,16 und 



20,16 
Z 2 * 


Hieraus ergibt sich die kritische Last zu: 

_ 20,16 EJ 
k Z 2 ' ' 


(11.34) 


Analog wird die Aufgabe in dem in dem in Bild 346 dargestellten Fall gelöst. 
Um die Randbedingungen an den Enden bei elastischer Einspannung in end¬ 
gültiger Form aufzuschreiben (11.24), muß man noch beachten, daß 

M = EJv 

ist. Dann erhalten wir aus (11.24) 

bei x =- 0 ist v — 0 und EJ — v — kv, 
bei x = Z ist v = 0 und EJ = v = kv\ 
weiter wird die Aufgabe dann ebenso wie im vorherigen Fall zu Ende gelöst. 

D. In der Praxis begegnen wir fast nie Fällen der Befestigung, wie sie den 
Bildern 343 und 344 entsprechen. Die Enden des Stabes sind wohl etwas elastisch 
eingespannt, es gelingt jedoch nicht eine vollständige starre F.inspannung wie 
in Bild 344 zu erreichen. 

Daher wird in den am häufigsten in der Praxis vorkommenden Fällen die 
kritische Last einen gewissen Zwischenwert haben, nämlich zwischen 


der dem Bild 343 entspricht, 
und 




EJn* 
l* ’ 


P k 


kEJn 2 
l* ’ 


der dem Bild 344 entspricht. 

Die tatsächlichen Arbeitsschemata des Stabes, die von einer gewissen Drehung 
der Stabenden begleitet sind, entsprechen daher besser dem Schema in Bild 346. 
Indem man sich nicht auf eine solche elastische Einspannung verläßt, nimmt.man 
gewöhnlich bei Berechnungen das Schema in Bild 343 mit gelenkig gelagerten 
Enden an. Dieser Fall gilt als Hauptfall der Knickung. 

Es wäre zu bemerken, daß für verschiedene Fälle der Lagerung der Stabenden 
die Eulersche Formel ebenso aufgeschrieben werden kann wie für den Hauptfall, 
nämlich 

P k = 


EJrt. 


Z 2 


jedoch muß man hierbei unter dem Wert l die reduzierte Länge (Berechnungs¬ 
länge) verstehen, die für einen Stab mit einem eingespannten und einem freien 
Ende gleich der doppelten wirklichen Länge desselben ist [Formel (11.10)], mit 
zwei eingespannten Enden [Formel (11.23)] gleich der halben Länge und mit 
einem eingespannten und dem anderen gelenkig befestigten Ende [Formel 
(11.34)] gleich der 0,7fachen Länge. 


') Anm. d. deutschen Redaktion: Für diesen Knickfall kann man analog zu den vorherbetrachteten 

schreiben: P/ : *= 2,05 • - — p —Die kritische Last ist also rd. 8mal größer als im Fall gemäß 
ßild 340. ** 
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11.4 Anwendungsbereiche der Euler-Formel. Unelastische Knickung 


A. Wie wir schon gesehen haben, bleibt der Stab bis zum kritischen Wert der 
Last noch gerade, d. h. er erleidet eine einfache Druckbeanspruchung. 

Wir beschränken uns auf den Hauptfall und benutzen die Formel 


Pt 


EJn 2 
l* ’ 


(11.35) 


indem wir daran denken, daß hier J der kleinste der Hauptträgheitsmomente des 
Stabquerschnittes ist. Führt man in diese den Trägheitsradius gemäß der Formel 

j = ff 

ein, und dividiert man die Gleichung (11.35) durch F, so erhalten wir die so¬ 
genannte kritische Druckspannung 

P k __ Ei°-n* _ En* 

~ p ~ ? - yy (n.36) 

Der Wert 4 , der im Nenner steht, heißt Schlankheitsgrad des Stabes und wird 

mit A bezeichnet. Folglich hängt die kritische Spannung des Stabes mit gelenkig 
gelagerten Enden nur von den elastischen Eigenschaften des Materials (Modul E) 
und dem Schlankheitsgrade des Stabes ab. 

Der Übergang zur kritischen Spannung a k stellt auch gerade die Gefahr der 
Verwechslung der Begriffe der Festigkeit und Stabilität dar, über die wir unter 
Absatz A des Kapitels 11.1 sprachen. Es handelt sich darum, daß wir bisher 
den Begriff der Spannung eng mit den Berechnungen auf Festigkeit verbunden 
haben, und daher z. B. die Druckspannung er mit der zulässigen Spannung des 
gegebenen Materials verglichen. 

Indessen müssen wir die kritische Spannung a k von einem vollständig anderen 
Gesichtspunkt betrachten. Wie klein man diese Spannung auch gemäß der 
Formel (11.36) erhalten mag, so wird sie für einen in der Längsrichtung ge¬ 
drückten Stab die gleiche Gefahr darstellen wie die Festigkeitsgrenze (Bruch¬ 
grenze) beim einfachen Zug bzw. Druck, denn sie ergibt sich beim kritischen Wert 
der Last, und wir haben darauf hingewiesen, daß sogar bei einer geringfügigen 
Überbelastung des Stabes über die kritische Last hinaus die Durchbiegungen 
schnell katastrophale Werte erreichen und eine Zerstörung des Stabes nach sich 
ziehen können. In Abhängigkeit von der Länge des Stabes und seines Quer¬ 
schnitts (beide Faktoren gehören zu dem Ausdruck des Schlankheitsgrades) kann 
die kritische Spannung verschiedene Größen haben, sie ist aber immer ebenso 
gefährlich wie die Bruchgrenze. 

B. Jetzt befassen wir uns mit der Frage, in welcher Beziehung die kritische 
Spannung zu der Elastizitätsgrenze steht, die wie wir als Grenze des haltbaren 
Materialwiderstandes anzusehen pflegten. Zu diesem Zweck zeichnen wir ein 
Diagramm (Bild 347), das die Abhängigkeit der kritischen Spannung (11.36) 
vom Schlankheitsgrad ausdrückt. Indem wir 

l 
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bezeichnen, erhalten wir die Gleichung y — 


En 2 
x 2 ’ 


die eine Hyperbel A X B dritter Ordnung ausdrückt, aus der hervorgeht, daß die 
kritische Spannung mit der Zunahme des Schlankheitsgrades sehr schnell 
abnimmt (Bild 347). Diese Kurve heißt die Euler-Kurve oder Euler-Hyperbel. 

Die Gerade A 2 A lt d. h., y — er y entspricht der Proportionalitätsgrenze des 
Materials, die man, wie wir wissen, praktisch als mit der Elastizitätsgrenze 
zusammenfallend annehmen kann. Die Euler-Kurve schneidet diese Gerade in 
einem gewissen Punkte A 0 . Aus der Zeichnung ersehen wir, daß die kritische 
Spannung kleiner als die Elastizitätsgrenze ist, wenn der Schlankheitsgrad größer 
als der Abszissenwert OA des Punktes A 0 ist. Dies bedeutet, daß beim Entstehen 
der Knickung der Stab noch elastisch bleibt und alle unsere Ableitungen ihre 
Gültigkeit behalten. 



Wenn sich jedoch der Schlankheitsgrad kleiner als der Wert OA erweist, so 
wird die kritische Spannung größer als die Elastizitätsgrenze sein, d. h. a k > a v . 
Folglich wird die Fließgrenze des Materials erreicht, bevor die Knickung des 
Stabes auftritt. Die Knickung wird also außerhalb der Elastizitätsgrenze vor sich 
gehen, und die vorhergehenden Ableitungen verlieren ihre Gültigkeit, da diesen 
das Hookesche Gesetz zugrunde gelegt wurde, das aber nur bis zur Elastizitäts¬ 
grenze zu Hecht besteht. 

Folglich kann die Euler-Kurve A 0 B nur rechts vom Punkt A 0 zur Anwendung 
kommen. Der Schlankheitsgrad X = OA, der diesem Punkt entspricht, kann für 
jeden Werkstoff leicht gefunden werden, wenn man den Modul E und die Pro¬ 
portionalitätsgrenze a p kennt. Setzt man in (11.36) cr k = a p , so erhalten wir 

WS- (ii - 37 > 

So haben wir z. B. bei dem im Bauwesen gewöhnlich zur Anwendung kommenden 
Stahl ein £ = 2,1 • 10« kg/cm 2 

und eine Proportionalitätsgrenze ° P = 2100 kg/cm 2 , 

und aus (11.37) finden wir ~ ^ 100 1 ). 

ÄfbrWi«!.- Dieser Wert hat in Deutschland für die Stahlsorten St 37 und 
St 52 ebenfalls Gültigkeit. 
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Auf diese Weise kann man im Falle von Stäben aus Stahl die Euler-Formel 
(11.22) bei Schlankheitsgraden X 2g 100 anwenden. Wenn der Schlankheitsgrad 
des Stabes jedoch kleiner als der Grenzwert (11.37) ist, so kann man auf Grund 
des Gesagten scheinbar folgern, daß man in diesem Fall die Berechnung des 
Stabes auf einfachen Druck durchführen muß, da die Elastizitätsgrenze früher 
erreicht wird als die kritische Spannung nach der Euler-Formel. Wenn dies so 
wäre, so wäre der Punkt A 0 in Bild 347 ein Trennpunkt, wobei links von diesem 
der Berechnungsbereich auf Festigkeit (die Gerade A Z A X ) und rechts davon der 
Berechnungsbereich auf Stabilität (die Euler-Kurve A 0 B) liegen würde. In Wirk¬ 
lichkeit ergibt sich jedoch eine ganz so scharfe Trennung dieser Bereiche nicht. 
Wie der Versuch nämlich gezeigt hat, dauert die Erscheinung der Knickung auch 
außerhalb der Elastizitätsgrenze noch fort. 

C. Hier beleuchten wir nur kurz den äußerst interessanten Versuch Prof. 
Engessers , eine Knicktheorie außerhalb der Elastizitätsgrenze aufzubauen. Das 
Wesentliche seiner Überlegungen besteht im folgenden 1 ). 

Nehmen wir an, daß sich die kritische Spannung höher als die Elastizitäts¬ 
grenze o y ergeben hat. Dann tritt wegen des labilen Zustandes der geraden Form 
des Stabes seine Krümmung auf. Hierbei ergibt sich, wie wir dies schon aus der 
Biegetheorie kennen, in dem einen Teil der Fasern eine zusätzliche Druckspan¬ 
nung und in den anderen Fasern eine Zugspannung. In dem ersteren Falle wird 
sich die Grunddruckspannung wegen der auftretenden Biegeerseheinung ver¬ 
größern, und diese Fasern werden schon bei veränderlichem Elastizitätsmodul 
arbeiten, wie dies aus dem Zugdiagramm (Bild 26, Kapitel 2.04) zu ersehen ist. 
In den Fasern jedoch, in denen infolge der Biegung eine zusätzliche Zugspannung 
entsteht, ergibt sich eine gewisse Verminderung der Grunddruckspannung, d. h. 
sie werden ein wenig entlastet. Wie wir schon wissen, folgt das Material bei der 
Be- und Entlastung dem Hookeschen Gesetz mit dem gleichen Elastizitätsmodul E 
innerhalb des Bereiches unter der Proportionalitätsgrenze. Im Endergebnis wird 
also ein Teil der Fasern des Stabes bei konstantem Elastizitätsmodul arbeiten, 
ein Teil dagegen bei veränderlichem Modul. Engesser hat, indem er von diesen 
Überlegungen ausging, nachgewiesen, daß man auch oberhalb der Elastizitäts¬ 
grenze der Formel der kritischen Spannung die gleiche Euler-Form (11.22) geben 
kann, wenn man in dieser den Modul E durch einen anderen sowohl von dem 
Grundmodul E als auch von der Spannung o k abhängigen Wert E x ersetzt. 

Prof. Karmann konstruierte eine solche Kurve für Stahl, wobei es sich heraus¬ 
stellte, daß diese Engesser-Kurve mit den Versuchsergebnissen nahe überein¬ 
stimmte. Die Form der Engesser-Kurve ist in Bild 347 dargestellt. Wir bemerken, 
daß links vom Punkt A 0 , der der Proportionalitätsgrenze entspricht, diese Kurve 
im Vergleich zur Euler-Kurve eine verlangsamte Zunahme der kritischen Span¬ 
nung aufweist. Diese Verlangsamung erstreckt sich bis zur Fließgrenze, worauf 
die kritische Spannung wiederum schnell anzuwachsen beginnt. Der sich infolge¬ 
dessen auf der Engesser-Kurve ergebende Wendepunkt erklärt sich dadurch, daß 
sich bei geringen Werten des Schlankheitsgrades der Widerstand des Stabes aufs 
neue erhöht (siehe Bild 27 den Abschnitt des Diagramms rechts vom Punkt 4). 

Durch die beschriebenen Eigenschaften der Knickung verliert sich, wie wir 
eben gesagt haben, die scharfe Grenze zwischen den Berechnungsbereichen auf 


J ) Die Theorie Engessers ist im II. Teil des Lehrbuchs dargestellt. 
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Festigkeit und Stabilität. Dieser Umstand regte zu einer Reihe von Versuchen 
an, eine Formel so aufzubauen, daß sie diese beiden Bereiche erfaßt und es 
ermöglicht, sowohl die kurzen gedrungenen Stäbe (mit geringem Schlankheits¬ 
grad) als auch die langen schlanken (mit großem Schlankheitsgrad) auf Druck zu 
berechnen. Zur Zeit gibt es eine Reihe ähnlicher Formeln (siehe Timoschenko, 
Festigkeitslehre, Band II, § 47). Diese Formeln sind in einer Reihe von Ländern 
in die Normen aufgenommen worden, die im Bauwesen zur Anwendung kommen. 
Gegenüber allen ähnlichen Formeln muß man jedoch den richtigen Standpunkt 
wie gegenüber empirischen Formeln einnehmen, die nur streng in den Grenzen 
zutreffen, für die sie abgeleitet wurden. Übrigens ist die Existenz dieser Formeln 
sehr oft die Ursache zur prinzipiellen Verwechslung der Begriffe der Festigkeit 
und der Stabilität, wovor wir den Leser schon mehrfach gewarnt haben. Kompli¬ 
ziertere Fälle des Stabilitätsverlustes sind im zweiten Teil des Lehrbuchs be¬ 
handelt. 

11.5 Praktische Methoden'der Knickbercchnimg 

A. Es ist klar, daß man bei der praktischen Lösung der Querschnittswahl eines 
gedrückten Stabes, der der Knickung unterworfen ist, das Auftreten einer 
Knickspannung (der kritischen Spannung) im Stab nicht zulassen darf und einen 
gewissen Sicherheitsgrad einführen muß. 

Der Sicherheitsgrad bei der Knickung wird für den größten Teil der Werkstoffe 
(in bezug auf die kritische Spannung) wie auch im Fall des einfachen Drucks 
angenommen, d. h. gleich dem Verhältnis der Bruchgrenze zu der zulässigen 
Spannung: 





Auf diese Weise ist die zulässige Spannung bei der Knickung gleich der kritischen 
Spannung dividiert durch den Sicherheitsgrad: 

- _ 
zul v B 

Für den Fall, daß die Knickung im elastischen Bereich vor sich geht, d. h. bei 
l IE 

einem Schiankheitsgrad — 7t 1 / —, wird die kritische Spannung auf Grund 
der Euler-Formel 1 

En 2 

o k = 

ermittelt. 

Bei Schlankheitsgraden -r d. h. im Falle unelastischer Knickung, 

■kann die kritische Spannung o k entweder bei Benutzung der Untersuchungs¬ 
ergebnisse von Engesser und Karmann oder auf Grund empirischer Formeln 
gefunden werden, die als Ergebnis der Bearbeitung der Unterlägen einer großen 
Zahl von Versuchen aufgestellt wurden. 
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Eine recht weite Verbreitung hat die Formel von V. Tetmajer-Jassinsld 1 ) 
gefunden, die auf Grund einer großen Zahl von Versuchen abgeleitet worden ist. 
Für Baustahl hat diese Formel die Form: 


und für Holz: 


er* = |3100 — 11,4 kg/cm 2 
a t = (293 - 1,94.1') kg/ cm 2 . 


(11.38) 


Die zulässige Spannung bei der Knickung <r wa — — ist kleiner als die zulässige 

Grundspannung auf Druck a dzul — —, da die kritische Spannung er* immer 

vb 

kleiner als die Bruchgrenze a B ist. 

Es ist offensichtlich, daß die zulässige Spannung bei der Knickung nur einen 
bestimmten Teil der zulässigen Grundspannung auf Druck ausmaehen darf 

= o dzul -(p, (11.39) 


worin der Koeffizient 9 ? immer kleiner als 1 ist und Verkleinerungskoeffizient der 
zulässigen Spannung bei der Knickung heißt. Kennt man die kritische Spannung 
des gegebenen Stabes und seine Bruchgrenze, so kann man den Koeffizienten cp 
berechnen: 

^ ___ tfzul °k er* 




VßOd T 


Ob 


Für Knickstäbe aus Stahl wird der Sicherheitsgrad gewöhnlich im Verhältnis 
zur Fließgrenze festgelegt; z. B. ist für Stahl Ct. 2 


o> 2100 

^ ~ ^ = I4ÖÖ 


-1,5. 


Dieser Koeffizient berücksichtigt allerdings nicht den Einfluß einer ganzen Reihe 
zusätzlicher Umstände, die die Knickung begleiten und eine wesentliche Bedeu¬ 
tung bei dünnen Stahlstäben haben. 

Als einer der zusätzlichen Hauptumstände ist die Exzentrizität des Angriffs der 
Druckkräfte anzusehen, die in der Praxis stets vorhanden sein wird, da es schwer 
ist, eine solche Idealkonstruktion herzustellen, bei der die Druckkräfte genau 
längs der Stabachsen gerichtet sind. Große Exzentrizitäten müssen bei der 
Berechnung berücksichtigt werden (Kapitel 10.4). Kleine Exzentrizitäten 
jedoch, die von den Ungenauigkeiten der Ausführung und der Montage abhängen, 
können in der Berechnung nicht erfaßt werden. Diese Dinge werden durch 
zusätzliche Sicherheitsgrade berücksichtigt 2 ). 

Der Koeffizient v', der das Auftreten einer Exzentrizität berücksichtigt, 
schwankt bei Stahlkonstruktionen von 1 bis 1,4 (Bild 348). Sein Maximum ent¬ 
spricht den mittleren Schlankheitsgraden 1 90. 

Der volle Sicherheitsgrad r.für Stahlstäbe, der gleich dem Produkt der Koef¬ 
fizienten v F und v' ist, ändert sich von v — 1,5 • 1 = 1,5 bis v — 1,5- 1,4 — 2,1 

x ) 4>. C. nerepßypr, 1902 r. (/•'. S. Jassinski , „Sammlung von 

Aufsätzen", i *«•: :„.iv i i. 

*) Eine nrrfi.i :-.r« I »:«■:■' clrisr: zur Bestimmung des Sicherheitsgrades bei der Knickung ist 
von Prof. H. A. CTpe.-iomm „Ochobm MeTajx.mi'xecKHx KnucTpyicuHft". 1.1940, rocerpoftnegaT. (N. A. Sire- 
lezki, „Grundlagen der MetnUkonstruktionen", Band I, 15>40, Gostroiisdat.) durchgeführt. 
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in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad des Stabes. Der Verkleinerungskoef¬ 
fizient der zulässigen Spannung für Stahl ist bei ermitteltem Sicherheitsgrad 

gleiCh _ ° * = °fc 

Für Zwecke der Praxis werden Diagramme oder Tafeln des Koeffizienten cp für 
verschiedene Schlankheitsgrade der Stäbe zusammengestellt, und die Berechnung 
der auf Knicken beanspruchten Bauelemente 1 ) wird auf Grund der üblichen 
Festigkeitsformel auf Druck bei herabgesetzter zulässiger Spannung durch¬ 
geführt: p 

o = (11.40) 

In Tofel 14 sind die Koeffizienten cp der Haupt-Baustoffe Stahl, Gußeisen und 
Holz aufgeführt. Falls in der Tafel der genaue Wert des Schlankheitsgrades des 
zu untersuchenden Stabes nicht vorhanden ist, wählt man einen Zwischenwert 
auf Grund linearer Interpolation. 



mm. 


(E5SD 
Bild 340 


Es ist die kritische und zulässige Belastung sowie der Verkleinerungskoefftzient der zu¬ 
lässigen Spannung cp für eine Stütze aus Holz von 6,0 m Höhe mit Rundqucrsebnitt zu 
ermitteln. 


J ) Anm. d. deutschen Redaktion: In Deutschland werden Druckberechnungen nach dem sog. u>- 
V er fahren durchgeführt gemäß der Beziehung a = a> ■ p & ^ zuP wobei weine Knickzahl (Knick- 

beiwert ) bedeutet. Die tu-Zahlen sind für Holz, Stahl St 37 und Stahl St 52 verschieden und tabellarisch 
in den Normen DIN 1052 und DIN 4114 aufgeführt. 

s ) Anm. d. deutschen Redaktion: Bas Beispiel 60 ist gemäß den sowj. Normen durchgeführt. Nach 
den deutschen Vorschriften winde .‘■Vi :nl< • i tlnu: Gegeben ist eine Rundholz¬ 
stütze 0 20 von h a = 6,00 ri i I di: .:i *n::! cl*i- zulässige Belastung. 

F = 314,2 cm* 

i ~ ~t — 5,0 cm 
4 

X = 600/5 « 120 < 150 

<u = 4,55 (aus Taf. 4, DIN 1052, § 12) 

Aus o = ca • p g <r rfzul == 85 kg/cm* (Nadelholz, Gütekl. II) folgt 


^zui *■ 


F ■ 314,2 • 85 


~g— -= 5870 kg (zu). Belastung). 


Bei einer Knicksicherheit von etwa v ^ 3,7 (Ablesung aus Diagramm) erhält man als kritische Belastung 
P Ä as 5870.3,7 == 2 1700 kg (oder genauer nach der Euler-Formel wie oben angegeben P K = 21800 kg). 
Nachsatz.- Die Knicksicherheit ist gemäß den deutschen amtlichen Bestimmungen * £ 3,5 bei X = 0 
bis 100; von A== 100 bis 200 steigt » bis auf 4,5. Zur Vermeidung übergroßer Schlankheiten darf bei 
Holz X den Wert von 150 (bei Dauerbauten) nicht überschreiten. 
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Die Stütze ist oben und unten gelenkig gelagert. Der Durchmesser des Rundquerschnitts 
ist 20 cm. Der Sicherheitsgrad ist v = 3. Die zulässige Spannung auf Druck ist er rf , = 
= 100 kg/cm a (Bild 349). 

Vorher muß man den Schlankheitsgrad — finden: 

l 




21 2-600 
r ~ 10 


jrr 4 

r a 


= 120 . 


r 

2 


Tafel 14 


Koeffizienten (p 


Schlank¬ 

heitsgrad 

l/i 

l'ZI 

Gußeisen 

Holz 

Schlank¬ 

heitsgrad 

Iß 

Stahl 
Ct. 2 
und 

Ct. 3 

Gußeisen 

Holz 

0 

1,00 

1,00 

1,00 

110 

0,52 


0,25 

10 

0,99 

0,97 

0,98 

120 

0,45 

— 

0,21 . 

20 

0,96 

0,91 

0,96 

130 

0,40 

— 

0,18 

30 

0,94 

0,81 

0,93 

140 

0,36 

— 

0,15 

40 

0,92 

0,69 

0,87 

150 

0,32 

— 

0,13 

50 

0,89 

0,57 

0,80 

160 

0,29 

— 

— 

60 

0,86 

0,44 

0,72 

170 

0,26 

— 

— 

70 

0,81 

0,34 

0,60 

180 

0,23 

— 

— 

80 

0,75 

0,26 

0,49 

190 

0,21 

— 

— 

90 

0,69 

0,20 

0,38 

200 

0,19 

— 

— 

100 

0,60 

0,16 

0,32 






Bemerkung: Die Tafel ist für Stahl und Gußeisen auf Grund (1er technischen Bedingungen 
H T VI—46 und für Holz gemäß dem Diagramm der Normen H 2 —16 aufgestellt l ). 


Die kritische Belastung finden wir nach der Euler-Formel: 


> _ EJn2 
* ~ l* 


100000-7850-10 

600 2 


= 21800 kg, 


a k = 


P* 

F 


21800 

314 


69,6 kg/cm 2 , 


fzui — ~ — = 23,2 kg/cm 2 . 


Der Verkleinerungskoeffizient der zulässigen Spannung ist 


<P 


(Tjui _ 32,2 


= U,232. 


In Tafel 14 ist für einen Schlankheitsgrad 120 rp — 0,21, d. h. die Tafel ist offenbar mit 
einem hohen Sicherheitsgrad aufgestellt. Die zulässige Belastung ist 


P 


Pt ^ 21800 


7167 kg. 


') Anm. d. deutschen Redaktion: Es handelt sich hier um Nonnen der UdSSR. 
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Beispiel 61i) 

Zu wählen ist der Querschnitt einer mit P = 23 t belasteten I-Stütze aus Stahl (Ct. 2) 
von 4)hHöhe, die oben und unten eingespannt ist (Bild 350). Die Aufgabe der Querschnitts¬ 
wahl bei der Knickbeanspruchung wird durch aufeinanderfolgende Versuche gelöst. Als 
ersten Probeversuch prüfen wir die Stabilität de3 I -Trägers Nr. 14 nach. Bei einem 
I-Träger Nr. 14 haben wir gemäß Profiltafel F — 21,5 cm*: 


«/min — 64,4 cm 4 und i m j„ 


Z 


400 


\ 21,5 ’ 


,73 cm. 


Der Schlankheitsgrad ist X — — — - öö—c> 
koeffizient der zulässigen Spannung <p = 0,48 (Tafel 14). Es ist: 

cr 2Ul = 1400 • 0,48 = 672 kg/cm 2 , 
23000 


= 116 und der entsprechende Verkleinerungs- 




fOfr 1 
Bild 350 


OVorh 


21,5 


= 1070 > 872 kg/cm*. 


Der I -Träger hat sich als nicht ausreichend erwiesen, und wir wählen daher 
den größeren Querschnitt Nr. 18 mit 

F = 30,6 cm*, J mln = J v = 122 cm 4 , 


Der Schlankheitsgrad ist: 


/l22,0" 

'■'■■yw' ,o '“' 


= 


i 400 

cr„ = 2T2 “ 100 ' *- = 
cr 2U i = 1400 • 0,60 = 840 kg/cm 2 , 
23000 

°Vorh — 


0,60 


30,5 


750 < 840 kg/cm*. 


Der I-Träger Nr. 18 genügt den Bedingungen der gestellten Aufgabe. 



Bild 351 


Beispiel 62 a ) 

Es ist die zulässige Kraft für eine aus zwei C-Eisen Nr. 10 be¬ 
stehende Stütze von 4,0 m Höhe zu ermitteln und das Ergebnis mit 
den Daten der vorherigen Aufgabe hinsichtlich der Größe der zu¬ 
lässigen Kraft und der Fläche des Querschnitts zu vergleichen. Die 
Anordnung der C -Eisen ist im Querschnitt in Bild 351 durgostollt. 
Die Stütze ist oben und unten eingespannt. 

Berechnen wir die Trägheitsmomente des zusammengesetzten 
Querschnitts: 


J x = 198,0 • 2 = 396,0 cm 4 , 

J v = 2 • 25,60 + 12,74 (2,5 + 1,52)* ■ 2 = 462 cm 4 . 


J v ist größer als J x> und i 


'min 


-/-ÜSL 

\ 2 • 12,74 


3,94 cm. 


mlt äcut ' ch “ n rnmm naeU «»»••' 
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Der reduzierte Schlankheitsgrad ist 


J. _ 0,5 • 400 

4iin 3,94 


Gemäß Tafel 14 ist: 


<p = 0,89; 


a znl = 1400 • 0,89 = 1245 kg/cm 2 , 

•Pzm = F • ff 2ul = 12,74 • 2 • 1245 = 31723 kg. 

Der Querschnitt aus zwei C -Eisen mit dem Querschnitt F — 12,74 • 2 = 25,48 cm 2 
nimmt bei einem geringeren Materialverbrauch im Vergleich mit dem I -Eisen Nr. 18, 
das in der vorherigen Aufgabe gewählt wurde und eine Querschnittsfläche vo nF — 30,6cm 2 
hat, bei sonst gleichen Bedingungen eine wesentlich größere Last auf. 


11.6 Querbiegung mit Längsbiegung 


A. In den Abschnitten 5 bis 7 wurde die Querbiegung des Balkens behandelt, 
d. h. eine Biegung unter der Einwirkung von zur Balkenachse senkrechtenKräften. 
In den vorhergehenden Kapiteln, die sich auf die Knickung bezogen, wurde 
die Möglichkeit der Ausbiegung eines Balkens unter der Einwirkung von nur 
längsgerichteten Druckkräften allein untersucht. 

Jetzt werden wir uns mit einem allgemeineren Fall befassen. Untersuchen wir 
die Biegung eines geraden Balkens oder Stabes bei gleichzeitiger Wirkung von 
zwei an seinen Enden angreifenden Druckkräften und dazu einer beliebigen Quer¬ 
belastung. Nehmen wir folgendes Koordinatensystem an: Der Ox -Achse geben 
wir die Richtung längs der Balkenachse, und die Achsen Oy und Oz ordnen wir 
in der Ebene des Querschnitts an. Wenn die Steifigkeit des Balkens auf Biegung 
groß und die Formänderung durch Biegung gering ist, so können wir, indem wir 
diese vernachlässigen, die Untersuchung auf dem im Kapitel 10.1 und 10.4 des 
Abschnitts 10 aufgezeigten Wege durchführen und erhalten so z. B. für die Normal¬ 
spannung im Querschnitt die Formel: 


M, 

J, 


M; 


N 




(11.41) 


wobei in den Momenten M t und M v sowohl die Quer- als auch die Lüngskräfte 
berücksichtigt werden. 

Wenn aber ein recht elastischer Stab vorliegt, so übt, wie wir schon wissen 
[Kapitel 11.2, Formel (11.2)], die Durchbiegung des Stabes einen bedeutenden 
Einfluß auf die Größe des Biegemoments aus. Dieser Umstand wurde bei der 
Ableitung der Fqrmel (11.41) nicht berücksichtigt, und daher wird sie im Falle 
eines biegsamen Stabes ein sehr ungenaues Ergebnis liefern, wenn man die Form¬ 
änderungen nicht berücksichtigt. 


Wegen der Notwendigkeit, die Formänderung des Stabes berücksichtigen zu 
müssen, beginnen wir mit der Aufstellung und Integration der Differential¬ 
gleichung der elastischen Linie. 

28 Filonenko X 
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B. Untersuchen wir den einfachsten Fall eines Stabes, der an den Enden 
gelenkig gelagert und durch eine Längsdruckkraft S sowie eine Einzellast P in der 
Mitte belastet ist (Bild 352). 



Bild 352 


Im Hinblick auf die Symmetrie der elastischen Linie in bezug auf die Last P 
kann man sich auf die Untersuchung, ihrer linken Hälfte allein beschränken. Das 
Biegemoment in einem beliebigen Querschnitt des Stabes im'Abstand x vom 
linken Auflager ist: p 

M = ~x- Sv. (11.42) 


Setzt man dasselbe in die Differentialgleichung der elastischen Linie 

EJv" = M 
P 


(11.43) 

• P 

ein, so erhalten wir: EJv" -f~ Sv = — cc. 

2 

Dividiert man beide Teile der Gleichung durch EJ und führt man die Bezeichnung 

JJ = a * ( 11 ^) 

ein, so erhalten wir: v" -f a 2 v = —L- 3 , ( 11 , 45 ) 

K “^^r ialgI f hUng ^T ht hom ° 8 en - Von der Gleichung (11.4) des 
Ä t , n T hen8 ? n ^ bschnitts unterscheidet sie sieh nur durch den 
rechten Ted Das allgemeine Integral derselben setzt sich aus dem uns schon 
bekannten allgemeinen Integral der homogenen Gleichung 

v" -f aH = 0 

und irgendeinem speziellen Integral der Gleichung (11.45) zusammen das wir 
leicht m der folgenden Form finden: ' aafe wir 


Auf diese 

haben. 


P p 

V 2 EJaJ X ~ TS X ’ 

Weise wird das allgemeine Integral der 
v — Ci cos ax -f- C 2 sin ax -j~ 


Gleichung (11.45) die Form 
P 


(11.46) 
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Die Integrationskonstanten C t und C 2 finden wir aus den Randbedingungen der 
linken Hälfte: bei z = 0 ist v = 0, 

bei x — 1 /2 ist v' — 0 . 

Hieraus erhalten wir: C x — 0 und C 2 a cos ~ -f 9 = 0, 

P 

woraus C 2 =-:• 

at 

2 5a cos — 

Setzt man diese Werte C\ und C 2 in (11.46) ein, so finden wir die endgültige 
Gleichung der elastischen Linie für die linke Hälfte des Stabes: 


P sin a x 
2 5 a cos y 


+ 


Px 
2 5’ 


oder 


v = . 


2 Sa cos 


al 


ax cos 


al 


— sin ax 


)■ 


(11.47) 


Kennt man die Durchbiegung v, so finden wir leicht aus (11.43) das Biegemoment: 


M = 


EJa*P 


2 5a cos 


al 


sm ax — 


EJPa 2 sin a.r 


jP sin a :r 


2 5a 


cos 


al 


2 a cos 


al 


(11.48) 


Setzt man für x — 75 -, so erhalten wir aus (11.47) für den Querschnitt in der 

2t 

Mitte die größte Durchbiegung: 


, P lal L al\ 

f v ™*~2Sa\2 8 2J 

(11.49) 

und aus (11.48) das größte Biegemoment: 


P al 

•^max % 9 ’ 

A a Jj 

(11.50) 


C. Wir stellen hier also fest, daß die Durchbiegung und das Biegemoment in 
den Formeln (11.47) und (11.48) von der Querlast P linear abhängen. Folglich 
behält in unserer Aufgabe das Gesetz der Unabhängigkeit der Wirkungen in 
bezug auf die Querbelastung seine Gültigkeit. Bei Vergrößerung der Last P um 
das n-fache wachsen die Durchbiegungen und Biegemomente ebenfalls um das 
n -fache an (selbstverständlich unter der Bedingung, daß die Formänderung 
während der ganzen Zeit im elastischen Bereich bleibt). Was jedoch die Längs¬ 
kraft 5 anbetrifft, so ist die Abhängigkeit hier komplizierter, da 5 nicht nur 
unmittelbar zur Formel gehört, sondern auch im Wert 

a — 

enthalten ist. 

26 * 
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Es ist leicht zu ersehen, daß die Zunahme von v und M bei der Zunahme der 
Kraft 5 bedeutend schneller vor sich geht, als dies bei der proportionalen Ab¬ 
hängigkeit der Fall wäre. Wenn die Kraft S den kritischen Euler-Wert erreicht, 
so nehmen v und M einen unendlichen Wert an; hierbei ist 

„ EJn* 


S 



al = 7t. 


Folglich ist: 


^ = 0 und 
2 


v — M — oo. 


Die unendlichen Werte für v und M ergeben sich infolge einer gewissen Un¬ 
genauigkeit unserer Randbedingungen (siehe Kapitel 11.2), aber in jedem Fall 
weist dies auf die äußerst schnelle Zunahme der Kräfte und Formänderungen 
beim Annähern von S an den kritischen Euler-Wert und auf die Unmöglichkeit 
der Anwendung des Gesetzes der Unabhängigkeit der Wirkungen in bezug auf die 
Lüngskraft S in unserer Aufgabe hin. 


Die Formeln (11.47) bis (11.50) geben, allgemein gesagt, ein recht genaues 
Ergebnis, solange die Längskraft S bedeutend geringer als ihr kritischer Euler- 
Wert ist. Im anderen Fall muß man sich mit genaueren Randbedingungen und 
der genaueren Differentialgleichung 


befassen. In praktischen Berechnungen kommt allerdings ein derartiger Fall 
selten vor. 


Wenn wir in den Formeln (11.47) bis (11.50) 5 = 0 annehmen, so erhalten wir 
den Fall der Querbiegung eines einfachen Balkens mit einer in Feldmitte an¬ 
greifenden Last. Hierbei erhalten die rechten Teile der Formeln die unbestimmte 


Form 


In bezug auf die Formeln (11.49) und (11.50) können wir diese Un¬ 


bestimmtheit leicht lösen, indem wir die bekannte Reihenentwicklung benutzen: 


al al , 1 fal\ 3 , 
tg *2 = y + 3 ly) + ••• 


(11.51) 


Auf diesem Wege erhalten wir die uns gut bekannten Formeln für die Pfeilhöhe 
(maximale Durchbiegung) und das maximale Biegemoment. 

So erhalten wir aus (11.51): ~ — tg — = — 
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Querbiegung mit Längsbiegung 


Setzt man diesen Wert in (11.49) ein, so erhalten wir weiter: 

_ P aH 3 _ PP 2 PI 3 

2 5a‘24~~485 ft ~" 48 EJ' 


(11.52) 


Beschränkt man sich auf das erste Glied der Reihe (11.51) und setzt man es in 
(11.50) ein, so erhalten wir: P a l PI 

ax ~ ö— ö" ~ T~ • (11.53) 

la 2 4 

Mit Hilfe der in diesem Kapitel dargelegten Methode kann man auch leicht 
die Aufgabe für den Fall einer gleichmäßig verteilten Belastung des Balkens 
lösen. Die Fälle komplizierter Belastungen werden später im zweiten Teil des 
Lehrbuchs behandelt. 
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12.1. Spannungen, die durch Bewegungen entstehen. Trägheitskrfilte 

A. Belastungen in direktem Sinne des Wortes nennen wir gewöhnlich physi¬ 
kalische Körper verschiedener Art, die mit ihrem Gewicht auf einen irgendwie 
gelagerten Balken oder Stab eine Wirkung ausüben, indem sie in diesem einen 
Zug, einen Druck, eine Biegung, eine Drillung oder eine zusammengesetzte 
Beanspruchung hervorrufen. Das Gewicht P eines Körpers wird bekanntlich 

P==mg (12.1) 


durch die Formel 


ausgedrückt, worin mit m die Masse des Körpers und mit g die Beschleunigung 
der Schwerkraft bezeichnet ist. Die Belastungen des Bailkens werden aber nicht 
nur unbedingt durch das Gewicht irgendwelcher Körper verwirklicht. Als 
Ursprung der Belastungen erweist sich oft die Bewegung des Balkens selbst und 
der mit diesem während dieser Bewegung verbundenen Körper oder die Bewegung 
irgendeines Körpers, auf dessen Bahn sich der unbewegliche Balken befindet. 

Wenn die in Bewegung befindliche Masse m die Beschleunigung a hat, so 
entsteht die sogenannte „Trägheitskraft“ 

$ = ( 12 . 2 ) 


die der Beschleunigung a entgegengesetzt gerichtet ist. Unter einigen bestimmten 
Bedingungen, auf die wir später eingehen werden, erscheint auch diese Kraft als 
Belastung. Eine Belastung ähnlicher Art kann man als dynamische Belastung in 
weitem Sinne dieses Wortes bezeichnen. Es ist klar, daß die dynamische Belastung 
(12.2) sich ihrem Wesen nach vön der statischen Belastung (12.1) nicht unter¬ 
scheidet 1 ), der Unterschied besteht lediglich in der Natur der Beschleunigungen 
g und a, die zu den oben angeführten Formeln gehören. Von dem Gharakter der 
Beschleunigung a hängen allerdings wesentlich die Eigenschaften der Belastung 
(12.2) und deren Wirkung auf den Balken selbst ab. 

Als die einfachsten sind solche Aufgaben anzusehen, in denen die Beschleuni¬ 
gungen der Balkenpunkte sowohl der Größe als auch der Richtung nach in bezug 
auf den Balken selbst konstant bleiben 2 ). Derartige Aufgaben werden nun auf 
die uns aus dem Vorhergehenden gut bekannten Fälle zurückgeführt, in denen die 
Wirkung der Belastungen als statisch anzusehen ist. Zunächst untersuchen wir 
einige Aufgaben ähnlicher. Art. 

Die Fälle, in denen die als Belastungen wirkenden Kräfte sich zeitlich, ändern, 
erweisen sich für die Untersuchung als sehr kompliziert. Im weiteren untersuchen 
wir einige der einfachsten Aufgaben dieser Art. 


deutschen Rtdoktion: Die statische Behandlung dynamischer Probleme nennt man 
„a Alembertsches Prinzip “. 

. .*) Genauer gesagt, konstant iri bezug auf das mit dem Balken während seiner Bewegung unver¬ 
änderlich verbundene Koordinatensystem bleiben. 



Spannungen, die durch Bewegungen entstehen. Träghcitskräfle 


407 


Aufgaben, in denen die Beschleunigungen von der Zeit abhängen, nennt man 
Aufgaben mit dynamischer Wirkung der Belastungen im engen Sinne des Wortes. 

B. Stellen wir uns einen derartigen Fall vor. Ein Balken mit rechteckigem 
Querschnitt ist auf Bollen gesetzt (Bild 353, a), auf denen er sich ohne Reibung 
bewegen kann. An dem rechten Ende ist eine Zugkraft P angebracht. Die Länge 
des Balkens ist l , die Fläche des Querschnitts F und das spezifische Gewicht des 
Materials y. Es sind die Spannungen in einem beliebigen Querschnitt des Balkens 
zu ermitteln. Unter der Einwirkung der konstanten Kraft P wird sich der 
Balken auf die rechte Seite hin bewegen und hierbei eine Zugbeanspruchung 



Bild 353 


erleiden 1 ). Zuerst lösen wir diese Aufgabe mit Hilfe der allgemeinen Methode der 
Dynamik. Wenn wir mit u die Verschiebung des Balkens bezeichnen, dann wird 
die Differentialgleichung seiner Bewegung wie folgt aufgeschrieben: 


m ir*= p - < 12 - 3a > 

Hierin ist m — die Masse des Balkens. Berücksichtigt man dies, so 

erhaI “ * (mb, 

g dt* 

Integriert man diese, so finden wir die endgültige Gleichung der Bewegung des 
Balkens. Gemäß der Bedingung der Aufgabe wird dies jedoch nicht verlangt. Zur 
Ermittlung der Spannungen wenden wir die Methode des Schnittes an. Trennen 
wir links einen Balkenteil von der Länge x ab (Bild 353, b), und ersetzen wir die 
Wirkung des rechten Teils durch die unbekannte Kraft X. 

Die Differentialgleichung der Bewegung des linken Teils ist dann: 


Fxy dH 
g dt 2 


(12.4) 


>) Zunächst beachten wir nicht die komplizierten Erscheinungen, die im Balken sofort nach dem 
Angriff der Kraft P entstehen. 
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Indem wir die Glieder von (12.3b) durch die Glieder von (12.4) dividieren, 


schließen wir die Beschleunigung 

aus: 




l 

P 



X 

X' 


Hieraus finden wif die Kraft: 

X = 

p- 

r 

(12.5) 

Die Zugspannung ist: o = 

II 

P X 

F V 

(12.6) 


Die Linie der Verteilung der Spannungen a über die Länge des Balkens ist in 
Bild 353, c dargestellt. Von ähnlichem Charakter ist die Kräfteverteilung in den 
Kupplungsvorrichtungen eines Zuges, der von einer Lokomotive mit einer 
konstanten Zugkraft gezogen wird. 

Da aus (12.3 a) zu ersehen ist, daß die Beschleunigung 

dfiu _ _ P 
dt' 1 — ~ m 

konstant ist, so kann unsere Aufgabe in statischer Form unter der Annahme 
gelöst werden, daß am rechten Ende des Balkens eine konstante Kraft P an¬ 
greift und auf die Längeneinheit des Balkens eine Kraft von konstanter Inten¬ 
sität [vgl. den linken Teil der Gleichung (12.4)] 




J'j 


mm 

Bild 354 


Fy 


8 


Ä 

f ri 


wirkt. Die Resultierende dieser Kräfte 

Fly — 

8 

wird gemäß (12.3 b) durch die Kraft P am Balkenende im Gleich¬ 
gewicht gehalten. Bei einer aufmerksamen Betrachtung dieses Ergeb- 

flg'nq . . 




—J 5R 3S ) 

Bild 355 


nisses erkennt man, daß die Bedingung unserer Aufgabe selbst in folgender rein 
statischer Form ausgedrückt werden kann (Bild 354). Der Balken ist mit seinem 
oberen Ende aufgehängt und wird durch die Wirkung seines Eigengewichts auf 
Zug beansprucht, das spezifische Gewicht des Materials y ist jedoch durch Multi¬ 
plikation desselben mit dem Wert — geändert, der das Verhältnis der von der 

Kraft P bewirkten Beschleunigung' zur Beschleunigung der Schwerkraft darstellt. 
Es sind die Spannungen in einem beliebigen Querschnitt des Balkens zu ermitteln. 
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Wenn a — g ist, so stimmt unsere Aufgabe mit der im Kapitel 2.03 des Abschnitts 2 
überein. In dem allgemeinen Fall, wenn a =j= g ist, nennen wir diese Aufgabe die 
statische Analogie der vorherigen dynamischen Aufgabe. Ändern wir die unter 
Absatz B gelöste Aufgabe, indem wir annehmen, daß ein sehr leichter Balken 
vorliegt (Bild 355), dessen Masse und Trägheitskräfte man vernachlässigen kann. 
Am linken Ende des Balkens ist eine Auflast Q — Mjg befestigt, wobei m t die 
Masse der Auflast darstellt; am rechten Ende greift dagegen die Kraft P an. 
Vernachlässigt man die Masse des Balkens, so können wir die Differential¬ 
gleichung der Bewegung des Balkens nebst der Auflast in der Form 


aufschreiben, worin a 


<Pu 

dp 


m x a — P 

die Beschleunigung ist. Die Gleichung der 


Bewegung des linken abgetrennten Teiles ist 


m x a — X, 

worin X die Kraft ist, die die Wirkung des rechten Teiles ersetzt. 
Daher ist: X — P , 




rarnran 

Bild 356 



Bild 357 


d. h. die Zugkraft ist über die ganze Länge des Balkens konstant. Die statische 
Analogie ist in Bild 356 dargestellt. Der gewichtslose Balken wird unter der Ein¬ 
wirkung einer an das untere Ende angehängten Last 


gezogen. 

C. Die oben untersuchten Aufgaben bezogen sich auf eine Zugbeanspruchung 
des Balkens. In Bild 357 sind schematisch Aufgaben über Balkenbiegungen 
infolge der Wirkung von Massenbewegungen dargestellt. 

Ein Wagen, auf dem zwei senkrechte stehende Stäbe befestigt sind, soll sich 
ganz ohne Widerstände in horizontaler Richtung bewegen. Der Stab I ist sehr 
leicht, so daß man seine Masse und seine Trägheitskraft vernachlässigen kann, 
trägt aber an seinem oberen Ende eine Auflast Q x \ der Stab II dagegen ist massiv, 
die Fläche seines Querschnitts ist F und das spezifische Gewicht des Materials ist 
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y. Es sind die M- und ^-Linien beider Stäbe für den Fall zu zeichnen, daß sich 
der Wagen unter der Einwirkung einer konstanten Kraft P mit gleicher Be¬ 
schleunigung bewegt. 

Stellt man wie in den vorhergehenden Aufgaben gleiche Überlegungen an, so 
finden wir, daß im Stab / die horizontale Trägheitskraft 

a 

m,a = Q, — . 

8 

am oberen Ende konzentriert ist; der Stab// ist gleichmäßig über die ganze 
Länge mit durchgehenden Trägheitskräften von der Intensität 



belastet. Hierin ist a die Beschleunigung des Systems, die sich aus der Gleichung 
der Bewegung desselben ergibt. Es ist: 


a & + Fl V + Qz _ p 
8 ’ 

worin Q z das Gewicht des Wagens ist. 

Die statische Analogie ist für den Stab / ein Kragträger, der an einem Ende 

befestigt und an dem anderen mit der Last — belastet ist, und für den Stab II 

ein Kragträger, der sich unter der Einwirkung einer gleichmäßigen Belastung 

von der Intensität Fy ~ befindet. 

8 

n ^ en V ? r zu ^ em ^^ er Drehung eines Balkens um eine gegebene Achse 
0 0 über (Bild 358). Beschränken wir uns auf den Fall einer gleichförmigen 
Drehung. Bezeichnet man dann mit v die lineare Geschwindigkeit des Punktes 
und mit cj und a r die tangentiale und radiale Komponente der Beschleunigung, 
so erhalten wir , 

dv v 2 

a i — — 0 und a r = — = ct> 2 r, 

worin r der Radius des Kreises, der als Trajektorie des gewählten Punktes anzu¬ 
sehen ist, und co die Winkelgeschwindigkeit der Drehung sind. 

Wenn die Querschnittsfläche des Balkens-gleich F und das spezifische Gewicht 
des Materials y ist, so wird auf ein aus dem Balken herausgeschnittenes Element 
von der Länge ds eine Trägheitskraft 


Fyds v z v 

-- F ~ co 2 rds 

8 r g 

SS* CD Wirke "' ^ die Lfa * eneinheit d “ entfällt 

, (12.7) 

»T AhS , tande d .* s P “ ktea D dCT Di-ehachse ist. Führen wir 

(taUwdbSte"veÄt“ 61 *” 8 dUrCh d8rartiBe T^eitskräfte 
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Wenn ein dünner Hing mit dem Radius R vorliegt (Bild 359), der sich um eine 
zu seiner Ebene senkrechten Achse 0—0 dreht, so finden wir nach der Formel 
(12.7) die auf den Umfang des Ringes gleichmäßig verteilte Belastung mit der 
Intensität 

p ~ F — (D 2 R. 

8 

Als statische Analogie ist die Aufgabe der Berechnung eines Ringes, der unter der 
Einwirkung eines gleichmäßigen Druckes auf die innere Seite steht, anzusehen. 

Wir zerschneiden den Ring mittels eines diametral geführten Schnittes und 
ersetzen die Wirkung der unteren Hälfte durch zwei Zugkräfte P. Die auf das 
Bogenelement ds = Rd<p entfallende Belastung ist pds = pRdtp. Setzt man die 
Summe der Projektionen aller an der Ringhälfte angreifenden Kräfte auf die zu 
den Kräften P parallele Achse gleich Null, so erhalten wir: 



Hieraus ist: 2 P = p I{ j cos <p dtp = 2 p R = pd. 


Die Zugkraft ist: 
und die Zugspannung: 


P ~ p R = F — oP R* 
8 


o = 


7 ~ co 2 R 2 . 


F 8 

Wenn der Ring n Umdrehungen in der Minute macht, so ist: 

2 nn 


(O = 


60 


sec' 
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v 02 o -J/2 . „2 119 

und ff = -gpa — R2 = 0,0000112 yn*W = yn 2 /? 2 , worin z. B. für 

Stahl y = 0,00785 kg/cm 3 ist. 

Wenn sieh ein Stahlring mit dem Radius von 50 cm mit der Geschwindigkeit 
von 2000 Umdr./min dreht, so wird die Zugspannung in diesem 

ff = 0,0000112 • 0,00785 • 2000 2 • 50 2 = 880 kg/cm 2 

sein. 


E. Betrachten wir jetzt einen an der Achse 0—0 befestigten Stab (Bild 360, a) 
mit der Belastung P 1 = mg am Ende, wobei sich der Stab mit der konstanten 
Winkelgeschwindigkeit co dreht. Die Fläche des Stabquerschnitts ist F und das 




\0 fBfQHl 
Bild 361 




spezifische Gewicht des Materials ist y. Ermitteln wir die Zugspannung im Stab. 
Der Stab ist mit einer Einzelträgheitslast mm*R ± am Ende und mit einer über die 
Länge gleichmäßig verteilten Längsträgheitskraft belastet, deren Intensität in 
einem Punkte in einem Abstande x von der Drehachse gleich 


F — co z xdx 

D 

ist. Die größte Zugkraft S max wird an der Befestigungsstelle mit der Achse sein: 


c _ 

u max — 


°> 2 Ri + f F Z ft) 2 x dx — -f ~ 


PR 


ft > 2 


P rI Ry dasGewicht des Stabes. Als statische Analogie dieser Auf- 
em Balke n von der Länge R anzusehen, der mit dem oberen Ende auf¬ 
gehängt und am unteren Ende mit der Belastung 


p.n. 


co 2 
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sowie mit einer über die ganze Länge verteilten Längsbelastung, deren Ver¬ 
teilungslinie in Bild 360, b dargestellt ist, belastet ist. 

In den Aufgaben unter Absatz D wurden Fälle der Zugbeanspruchung unter¬ 
sucht. Als Beispiel der Biegung eines Balkens durch Zentrifugalkräfte empfehlen 
wir dem Leser folgende einfache Aufgabe zu lösen (Bild 361). Der Balken AB ist 
an einem Rahmen CDEF befestigt, der sich gleichförmig mit der Winkel¬ 
geschwindigkeit ca um die Achse 0—0 dreht. Am Balken ist das Gewicht P == mg 
befestigt, der Balkenquerschnitt ist F und das spezifische-Gewicht des Materials 
ist y. Es sind die M- und (^-Linien zu zeichnen. 

F. Kehren wir zu den Überlegungen unter Absatz A über die Belastungen 
durch Trägheitskräfte zurück, und merken wir uns folgendes: 

Die Trägheitskräfte sind als fiktive Kräfte anzusehen, wenn wir die Bewegung 
in bezug auf ein unbewegliches Koordinatensystem (das nicht mit dem bewegten 
Körper verbunden ist) betrachten. Hier können die Trägheitskräfte .nur formal 
eingeführt werden, um die Bewegungsaufgabe auf irgendeine analoge Gleich¬ 
gewichtsaufgabe zurückzuführen, man kann aber auch ohne Einführung dieser 
Kräfte auskommen. So betrachteten wir unter Absatz B (Bild 353) zuerst die 
Bewegung des Balkens in bezug auf ein Koordinatensystem Oxy, das mit der 
Erde verbunden war und an der Bewegung des Balkens nicht teilnahm. Ent¬ 
sprechend hiermit ist in der Gleichung der Bewegung (12.3 a) nur die wirklich 
angebrachte Kraft P allein, die den Balken bewegt, berücksichtigt. 

Versuchen wir jetzt eine Bewegung in bezug auf ein Koordinatensystem zu 
betrachten, das unveränderlich mit dem bewegten Körper selbst verbunden ist. 
Bei einem solchen Koordinatensystem wird der Körper weder Geschwindig¬ 
keiten noch Beschleunigungen haben. Daher müssen wir, um den wahren Zustand 
des Körpers nicht zu verzerren, den Einfluß der Beschleunigungen durch Ein¬ 
führung der Trägheitskräfte berücksichtigen, die in bezug auf ein unveränderlich 
mit dem bewegten Körper verbundenes Koordinatensystem als Kräfte mit den 
gleichen Rechten wie die an dem Körper tatsächlich angebrachten erscheinen 
müssen, d. h. sie werden hier „reale“ Kräfte. 

Für jede der oben gelösten Aufgaben haben wir eine statische Analogie gegeben, 
die einfach als übersichtliche Form des Übergangs zu einem unveränderlich mit 
dem bewegten Balken verbundenen Koordinatensystem anzusehen ist; daher 
müssen in der statischen Analogie die Trägheitskräfte als reale Kräfte angesehen 
werden. 

Die vorhergehenden Aufgaben zeichneten sich dadurch aus, daß in den ihnen 
entsprechenden statischen Analogien (d. h. bei einem beweglichen Koordinaten¬ 
system) die Trägheitskräfte konstant waren; hierbei hingen die in dem Balken 
vor sich gehenden Erscheinungen nicht von der Zeit ab; in der Aufgabe unter 
Absatz D z. B. erleidet der Ring die ganze Zeit eine Zugbeanspruchung infolge 
der konstanten Belastung. Bei der Berechnung von Maschinenelementen hat man 
es jedoch fast immer mit Trägheitskräften zu tun, die mehr oder weniger schnell 
ihre Größe und ebenfalls auch ihre Richtung in bezug auf ein mit dem bewegten 
Teil unveränderlich verbundenes Koordinatensystem ändern. In diesem Fall 
kann man ebenfalls eine statische Analogie zu der gegebenen Aufgabe aufstellen, 
sie wird aber nur für den gegebenen Moment und die diesem entsprechende Lage 
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des bewegten Teils brauchbar sein. Für verschiedene Lagen, können die statischen 
Analogien sehr verschieden sein. 

Als einfaches Beispiel untersuchen wir die Kuppelstange AB (Bild 362), die 
zwei Triebräder einer mit konstanter Geschwindigkeit fahrenden Lokomotive 
verbindet. Da die gleichförmige Bewegung der Lokomotive nicht mit Beschleu¬ 
nigungen verbunden ist, so können wir die Bewegung der Kuppelstange auf ein 
mit dem Rahmen der Lokomotive verbundenes Achsensystem Oxy beziehen. 
In bezug auf dieses System führt die Kuppelstange eine ebene parallele Bewegung 
aus, wobei jeder Punkt C derselben sich auf einem Kreis mit dem Radius r 
bewegt, der gleich dem Radius der Kurbel ist. Auf Grund der Formel (12.7) wird 
die Kuppelstange mit gleichmäßig verteilten Trägheitskräften von der Intensität 

F^-oFr 

8 

belastet sein, die im gegebenen Moment parallel zur Stellung der Kurbel gerichtet 
sein werden. Bei Stellung der Kurbeln in Achshöhe (Stellung der Kuppelstange 
A x B x ) sind die Trägheitskräfte längs der Achse der Kuppelstange gerichtet, und 



Bild 362 


sie erhält Druck oder Zug. Bei der niedrigsten Stellung A 2 B Z der Kuppelstange 
sind die Trägheitskräfte nach unten gerichtet und rufen, indem sie sich mit dem 
Eigengewicht der Kuppelstange addieren, eine Biegung derselben hervor. Die 
jbere Stellung der Kuppelstange ist weniger gefährdet, da die Trägheitskräfte 
dann nach oben gerichtet sind und die Belastung der Kuppelstange um ihr Eigen¬ 
gewicht vermindert wird. Gleichzeitig mit den Trägheitskräften werden auch die 
Druckkräfte in der Kuppelstange berücksichtigt, die bei der Übertragung der 
Kraft von einem Rad zum anderen entstehen. 


12.2 Spannungen infolge einer Stoßwirkung auf den elastischen Balken 

A. Bei der Lösung von statischen Aufgaben in den vorhergehenden Kapiteln 
yurde angenommen, daß die Belastungen so langsam auf den Balken aufgebracht 
verden, daß die sich im Balken und in der Auflast ergebenden Beschleunigungen 
fermg sind und man sie vernachlässigen kann, indem man keine Trägheitskräfte 
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Wenn man jedoch die Belastung schnell auf den Balken aufbringt, so wird 
er wegen der ihm hierbei erteilten Beschleunigung in Bewegung kommen. 
Bei elastischen Körpern hat diese Bewegung einen periodisch 'schwingenden 
Charakter. Diese Schwingungen klingen nur nach einer gewissen Zeit infolge der 
unvermeidlichen äußeren und inneren Widerstände ab, und es beginnt darauf 
die statische Wirkung der Belastung. Die größten Spannungen jedoch, die 
während des ersten Zeitabschnittes entstehen, d. h. sofort nach dem Aufbringen 
der Belastung, erweisen sich bedeutend größer sls diejenigen, die im weiteren bei 
der statischen Wirkung derselben auftreten. Daher muß man, wenn man die 
Frage über die Festigkeit des Balkens entscheidet, ebenfalls auch diese dyna¬ 
mischen Spannungen berücksichtigen. Besonders gefährlich für Maschinen- und 
Bauwerksteile sind Belastungen, die sich hei Stoßwirkungen ergeben, 
da in diesen Fällen die Spannungen außerordentlich groß werden 
können. 

Untersuchen wir folgende Aufgabe (Bild 363). Eine Last P — mg 
fällt aus einer Höhe h auf die Felder AB. Der Koeffizient der Nach¬ 
giebigkeit der Feder ist gleich k, so daß 

X = kd (12.8) 

ist, worin X die die Feder zusammendrückende Kraft und d die 
Zusammendrückung der Feder ist. 

Ermitteln wir den größten Druck auf die Feder und die ent¬ 
sprechende größte Zusammendrückung derselben. 

Diese Aufgabe ist in der allgemeinen Form sehr kompliziert. Um 
sie zu vereinfachen, machen wir zwei Annahmen. Erstens wollen 
wir damit rechnen, daß die auf die Feder fallende Last einen ab¬ 
solut starren Körper darstellt, und daß dieser vom Beginn der 
Berührung mit der Feder ab mit dieser während der ganzen 
darauffolgenden Bewegung verbunden bleibt. 

Bevor wir zu der zweiten Annahme übergehen bemerken wir folgendes: Die 
fallende Last bewirkt in der Feder eine Druckkraft und eine ihr entsprechende 
Formänderung. Während des Anfangsmoments erweist sich jedoch nur ein 
geringer Teil der Feder am oberen Ende derselben als verformt. Infolge der 
Trägheit der F^Üermasse bleibt der übrige Teil unverformt. Wie wir im. weiteren 
nachweisen werden, ist eine gewisse Zeit dazu erforderlich, bis die am oberen 
Ende der Feder entstandene „Druckwelle“ zum Federfuß gelangt. Dann wird 
diese Welle zurückgeworfen, indem sie in eine sich nach oben bewegende Welle 
übergeht usw. Der wellenartige Prozeß der Formänderungsfortpflanzung klingt 
mit der Zeit ab, jedoch erschwert sein Vorhandensein stark die Lösung der 
gestellten Aufgabe über die Schlagwirkung (den Stoß). 

Wenn die Masse der Feder im Vergleich zur Masse der Last sehr gering ist, so 
kann man die Trügheitskräfte der Feder vernachlässigen, indem man annimmt, 
daß sie keine Masse besitzt. In diesem Fall wird sich die Formänderung momen¬ 
tan fortpflanzen, und in jedem Moment wird die Feder über die ganze Länge eine 
gleichmäßige Zusammendrückung aufweisen, die dem Druck der Last gemäß der 
Formel (12.8) entsprechen wird. Daher machen wir die zweite Annahme, daß die 
Feder keine Masse besitzt und folglich auch keine Trägheit. 




L 




P*mg 


WJM 

Bild 363 
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Unter den erwähnten Annahmen kann die Aufgabe ohne Schwierigkeiten 
gelöst werden. Die Last P — mg erlangt, indem sie von der Höhe h auf die Feder 
fällt, im Moment der Berührung mit dieser die Geschwindigkeit 


v 0 = y2 gh; 

dies ist als eine der Anfangsbedingungen der Aufgabe anzusehen. Im weiteren 
wird sich die Auflast zusammen mit der Feder bewegen und an der Auflast 
werden das Gewicht P und die Reaktion der Feder ku wirken, worin mit u die 
Zusammendrückungen im gegebenen Moment bezeichnet sind. Die Differential¬ 
gleichung der Bewegung der Last ist 



P dhi 

(12.9) 


'jTrjT = P— ku 
g dt 2 

oder 

~dP +aU==i * 

(12.9a) 

worin 

fl,2 — !lÄ igt. 

( 12 . 10 ) 


Die allgemeine Lösung der Gleichung (12.9a) ist: 

u == Cj cos at -j- C 2 sin at -f- 

P 
k 


mit 


. u 0j 


( 12 . 11 ) 


worin u 0 die statische Zusammendrückung der Feder infolge der Last P bedeutet. 
Folglich ist. u = Uq _j_ c x cos at-j~ C 2 sin at. (12.12) 

Hieraus sieht man, daß die Last P nach dem Fallen auf die Feder harmonische 
Schwingungen in bezug auf die Gleichgewichtslage, bei der u u 0 ist, ausführen 
wird. Die konstanten C x und C 2 werden aus den Anfangsbedingungen ermittelt: 
bei J = 0 ist u — 0 und 

du 


dt 




VW- 


Die Aufgabe kann bis zum Schluß gelöst werden, da man nach der Ermittlung 
der größten Zusammendrückung der Feder den größten Druck der Last 
gemäß ( 12 . 8 ) finden kann: 

■^max — k U m9X - 

B. In unserer Aufgabe wird jedoch nicht verlangt, die Schwingungen der Last 
zu untersuchen. Man kann sie einfacher lösen, wenn man die Knergiegleiohung 
benutzt, die man als Integral aus der Gleichung der Bewegung (12.9) mit Hilfe 
der aus der Mechanik bekannten Methode erhält. Beide Teile von (12.9) multipli¬ 
zieren wir mit den Gliedern der Identität 


du 

dt 


dt = du 


JP ‘ d 2 u du 
g dt 2 dt 


dt = P du — ku du. 


und erhalten: 


(12.13) 
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.. P d 2 u du fi P /duV-l 

Der hake le,l 7 dl ' * = * [äj (*) J " " 

stellt das Differential der kinetischen Energie der Last dar; der rechte Teil von 
(12.13) ist ebenfalls ein Differential: 

Pdu — kudn = d |Pu — — dA; (12.14) 

es drückt die von der Last und den elastischen Kräften der Feder auf der Ver¬ 
schiebungsstrecke d u geleistete Elementararbeit aus. 

Demnach v schreiben wir die Gleichung (12.13) wie folgt auf: 

d'P = dA ; (12.15) 

integriert man diese in den Grenzen von t = ./„ bis i = t ^ so erhalten wir: 

1\ - T 0 = A | , (12.16) 

'* t, 

worin T x — T 0 die Änderung der kinetischen Energie und A | die von der Last 

f« 

und den elastischen Kräften der Feder in der Zeit t x — / 0 geleistete Arbeit dar¬ 
stellt. 

Nehmen wir an, daß t 0 der Anfangsmoment des Fallens der Last aus dem 
Punkte A 0 (Bild 363) ist, wenn die Geschwindigkeit derselben gleich Null ist; f, 
ist der Moment, bei dem die Feder die maximale Zusammendrückung u t auf¬ 
weist und die Geschwindigkeit der Last aufs neue gleich Null wird; dann ist 
T 0 — 1\ = 0 und aus (12.16) erhalten wir: 

A j = 0, (12.17) 

u 

d. h. die Gesamtarbeit, die von der Last und der Feder geleistet wird, ist gleich 
Null. Mit anderen Worten, die von der Feder aufgespeicherte elastische Energie 
(die gleich der Arbeit der elastischen Kräfte derselben mit dem umgekehrten 
Vorzeichen ist) ist gleich der von der Last geleisteten Arbeit. Die Arbeit der Last 

iSt: J»(A + Ki). 

Die von der Feder aufgespeicherte Energie ist: 


k fudu-M. 


/' V? 

Demnach ergibt (12.17): P(h -f u x ) — —~ 

oder berücksichtigt man, daß gemäß (12.11) 

P 


u\ — 2 u 0 u x — 2 u 0 h = 0, 

»i = m 0 i V u l + 2m 0 4. 


ist, so erhalten wir: 
und hieraus finden wir: 

27 Fllonenko I 


(12.18) 
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Die größte Federzusammendrückung ist: 

“1 = w 0 4- V^o + 2 u 0 h. (12.19) 

Wählt man vor der Wurzel das Minuszeichen, so erhalten wir die größte Ab¬ 
weichung der Last von der Gleichgewichtslage nach oben. Der Wert 

Y4+ 2 uji (12.20) 

stellt den dynamischen Teil der Zusammendrückung der Feder dar. 


Der größte Druck auf die Feder ist: 

= >' ("0 + Vut + 'lu,!,) = P |i -j- |/l + 2 -fj. (12.21) 

Bei großer Fallhöhe h kann man die 1 unter der Wurzel im Vergleich zu 2 — 
fort.lassen. Dann wird: _ u o 

- P (l + pÄj. (12.21a) 

Wenn h = 0 ist, d. h. ein einfaches plötzliches Aufbringen der Last ohne Stoß¬ 
wirkung vorliegt, so erhalten wir aus (12.21) V max = 2 P, was von uns schon im 
Kapitel 2.06 des Abschnitts 2 bewiesen bzw. ermittelt wurde. Aus (12.21) und 
(12.21 a) ersehen wir, daß der dynamische Druck der Last bei einer Stoßwirkung 
den Wert der Last selbst um viele Male übersteigen kann. 

Es ist durchaus klar, daß die in der vorherigen Aufgabe behandelte Feder durch 
einen elastischen Balken oder ein System solcher Balken ersetzt werden kann. 
Der angeführte Lösungsgang wird sich nicht ändern, man muß nur für jeden 
gegebenen Fall die Abhängigkeit (12.8) mit dem Ziele aufstellen, im Ergebnis die 
elastische Verschiebung u 0 bei statischer Wirkung der am Balken oder Syslem 
angreifenden Last P zu finden (vgl. die Formel 12,11). 

Wenn wir z. B. die Feder durch einen vertikalen elastischen Balken ersetzen, so 
ist, wie wir wissen, bei statischem Druck infolge der Last X 


Al — u 


XI 
EF ’ 


oder, indem wir diese in die Form der Formel (12.8) bringen, 

v EF L 
X — —j- u — k u, 


so daß im gegebenen Fall u 0 — —- 

EF 

ist. Diesen Wert muß man in (12.19) und (12.21) einsetzen. 

* n der untersuchten Aufgabe hatten wir den Fall einer Druck ausübenden Stoß¬ 
wirkung. Im Falle eines schlanken Stabes kann die Druckerscheinung durch die 
Knickung kompliziert werden. Diese Schwierigkeit ergibt sich jedoch nicht bei 
der Zug ausübenden Stoßwirkung (Bild 364), wenn die Last auf eine am unteren 
Ende des aufgehöngten Balkens befestigte Unterlage fällt und hierbei einen Zug 
des Balkens hervorruft. Die Lösung der Aufgabe ändert sich hierbei nicht. 
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Nehmen wir jetzt an, daß die Last P auf die Mitte eines Balkens AB fällt 
(Bild 365). Dann wird, wie wir wissen, die Durchbiegung bei statischer Belastung 
durch die Formel 

_ PP 
Wej 


ausgedrückt. Diesen Wert muß man auch in (12.19) und (12.21) einsetzen. Kennt 
man die Belastung X max , so kann man auf dem üblichen Wege die Spannungen 
im Balken finden. 



€. Soeben sind die Fälle einer Druck (Zug) und Biegung ausübenden Sloß- 
wirkung untersucht worden. Bei den Berechnungen von Maschinenteilen be¬ 
gegnen wir außerdem noch einer Stoßwirkung, die eine Drillung ausübt. Diese 
Erscheinung erläutern wir an folgender Aufgabe (Bild 366). Eine runde Welle A B 
mit einer auf ihr aufgesetzten Scheibe D dreht sich gleichförmig mit der Winkel¬ 
geschwindigkeit co x ; das Trägheitsmoment der Scheibe in bezug auf die Drehachse 
ist gleich J; die Masse der Welle und das Trägheitsmoment derselben vernach¬ 
lässigen wir. Es ist das größte Drillmoment der Welle zu ermitteln, wenn ihr 
linkes Ende A plötzlich abgebremst wird. 

Beim plötzlichen Bremsen der Welle wird sich die Scheibe weiterdrehen 
wollen, wobei sie die Welle auf Drillung beansprucht. Das Drillmoment M z wird 
die Drehung der Scheibe jedoch verlangsamen. Wenn cp der volle Drillwinkel der 
Scheibe im betrachteten Zeitpunkt ist, so ist 

M k l . C 

V = ~~(J~ oder M k = j<P, 


worin für eine runde Welle die Drillungssteifigkeit C = GJ P ist. Die Gleichung 
für die Drehung der Scheibe ipt: 


r (}2 <P = 
dt* 



27 * 
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Sie bestimmt analog (12.9) die Schwingdrehung der Scheibe. Multipliziert man 
beide Teile mit dtp : 


so ergibt sich: 



Integriert man diese Gleichung, so erhalten wir die Energiegleichung 

( 12 . 22 ) 

worin co = ~ die Winkelgeschwindigkeit der Scheibendrehung in dem von uns 
dt 

gewählten Endprodukt der Zeit t und co 0 im Anfangspunkt der Zeit t 0 ist. cp und 
(p 0 sind die entsprechenden Drillwinkel der Welle. 

Angenommen, t 0 ist der Anfangsmoment des Bremsens, wenn 

co 0 — co 1 und <p 0 = 0 


ist, und t der Endmoment, wenn die Drehung der Scheibe zum Stillstand ge 
kommen und 

ti) = 0 und <p — (p mSLX 


ist. Setzt man dies in (12.22) ein, so erhalten wir: 


f °A_ __ <■ y 2 n,ax 
'2 / 2 ’ 


woraus 


ist, und ferner 



Kennt man das Drillmoment, so können wir die Spannungen in der Welle finden. 


12.3 Einfluß der Masse eines Körpers bei StoObennsprudiungen 

A. In allen Aufgaben des Kapitels 12.2 vernachlässigten wir die Trägheits¬ 
kräfte des elastischen Körpers (der Feder, des Balkens, der Welle) auf den der 
Schlag (Stof.) geführt wurde. Hierdurch erhöht sich unzweifelhaft der Sicherheits¬ 
grad, da die Massenträgheit des dem Stoß unterworfenen Körpers die Ver¬ 
schiebung vermindert, die wir in der Aufgabe unter B des Kapitels 12.2 mit 
»j bezeichnet haben, und daher werden auch die ihr entsprechenden Spannungen 
kleiner sein als die von uns in den durchgeführten Lösungen erhaltenen. Wenn die 
Masse des dem Schlag unterworfenen elastischen Körpers bedeutend kleiner als 
die Masse der den Schlag ausübenden Last ist, so werden die oben aufgeführten 
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Lösungen der Wirklichkeit nahe kommen. In den übrigen Fällen muß man and 
den Einfluß der Trägheitskräfte des dem Stoß unterworfenen elastischen Körpers 
berücksichtigen. Bei diesen komplizierteren Bedingungen gibt es für die Aufgab« 
über die Stoßwirkung noch keine genauen Lösungen infolge der noch geringer 
Erforschung der durch die Stoßwirkung entstehenden Erscheinungen. Zui 
Beurteilung des Einflusses der Masse des dem Stoß unterworfenen Körpers gibl 
es jedoch eine angenäherte Methode. Wir wollen sie in der Aufgabe der Stoß¬ 
wirkung einer Last P auf eine vertikale Stütze (Bild 367, a), die wir untei 
Absatz B des Kapitels 12.2 untersucht haben, anwenden. 

Die über die ganze Länge I der Stütze verteilte Masse wird durch eine gewisse 
reduzierte, oben an der Stütze gelegene Masse tu x ersetzt; der ganze übrige Teil 
derselben wird jedoch als elastisch angesehen, der aber keine Masse und Trüg- 



Bild 367 


heitskräfte besitzt. Schematisch ist dies in Bild 367, b dargestellt. Die reduzierte 
Masse m 1 der Stütze wird aus der Bedingung ermittelt, daß ihre lebendige Kraft 
gleich der lebendigen Kraft der die Stütze bildenden Massen ist. Wegen des Vor¬ 
handenseins der wellenartigen Fortpflanzung der Formänderungen in der Stütze 
v ist jedoch die Berechnung der lebendigen Kraft derselben sehr schwierig. Diese 
Operation führt man näherungsweise durch, indem man ein Gesetz der Geschwin¬ 
digkeitsverteilung über die Länge der Stütze annimmt; wenn z. B. die Ver¬ 
schiebung des oberen Querschnitts der Stütze gleich u und die Verschiebung des 
Querschnitts im Abstande x von der Einspannungsstelle gleich u x ist, so nehmen 
wir an, daß 

x 

u* “ “ 7 

ist, wie dies bei einem Druck der Stütze durch eine oben angreifende Kraft zu- 
treffen würde. Differenziert man nach der Zeit /, so erhalten wir das Verteilungs¬ 
gesetz der Geschwindigkeiten: 

du, x du x 

dt dt r 
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Bezeichnet man mit mr, = - die Masse der Stütze, so können wir jetzt schon 

8 

leicht die kinetische Energie derselben berechnen: 



Wenn wir mit Q' das gesuchte 
ihre kinetische Energie 


sein. Aus der Bedingung 
finden wir: 


2 _ Q 

2 gl 3 



2 


1 ?. (itX 

3 g \dt) ‘ 


reduzierte Gewicht der Stütze 'bezeichnen, so wird 


r = 


<?' (du\* 


— 


2 g\dt) 

r = r 


V = 3 <>’ 


d. h. die reduzierte Masse macht ein Drittel der wirklichen Masse der Stütze aus. 

Im Moment der Berührung der Last P mit der „reduzierten Masse“ m 1 der 
Stütze ändert sich fast momentan die Geschwindigkeit v 0 = J/2 gh bis zum Wert 
Vq, die man auf Grund des Gesetzes über die Erhaltung der Bewegungsgröße 
ermittelt: 



Hieraus ergibt sich: 


v 0 = 


V2gh 


1 + Tp 


1 + Jp 


<?' 


(12.23) 


Von diesem Moment an kann man schon eine gemeinsame Bewegung der Last 
und der reduzierten Masse annehmen, wobei man berücksichtigt, daß auf diese 
die elastische Reaktion der Stütze wirkt. Die Energiegleichung (12.16) stellen 
wir für den Zeitabschnitt vom Moment der Berührung der Massen (hierbei ist 
die Geschwindigkeit der Massen gleich z'o) bis zum Moment des Stillstandes der 
Massen auf: 


+ 3 g. 


v_l 

2 


Pu . 


1 EF , 

2 T“ 4 


(12.24) 


Aus dieser Gleichung finden wir u mBX . Ziehen wir im linken Teil — vor die 

g 

Klammer, und ersetzen wir vtf durch seinen Ausdruck (12.23), so bringen wir 
die Gleichung auf die Form: 

2 gh Ph 


--IM- 


3 Pj 


2 1 + 


3 P 


1 + 


3 P 


bezeichnen wir wie auch früher die statische Zusammendrückung mit 


«0 = 


PI 
EF ‘ 
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Setzt man alles in die Gleichung (12.24) ein, so bringen wir sie auf die Form: 

2 hu 0 


2 u 0 u 


“ i+ « 


0. 


(12.24a) 


3 P 


Ohne Berücksichtigung der Masse des Balkens batten wir gemäß (12.18): 


2 


2 u 0 h = 0 . 


Auf diese Weise wirkt sich der Einfluß der Masse des Balkens so aus, als ob er die 
Fallhöhe h der Last um den Wert 

h 


1 + 


3 P 


verringern würde. Im Endergebnis erhalten wir schließlich: 


u Q 4- 1 ul 4- 2 u 0 h 


1 , i?' 

l + 3 P 


(12.25) 


B. Die Methode der Reduzierung der Massen wird mit Erfolg auch in anderen 
Fällen der Stoßwirkung auf elastische Konstruktionen angewandt. Im Falle 
einer Stoßwirkung der Last auf die Mitte C eines Balkens (Bild 365) wird z. B. 
die Masse desselben in diesen Punkt gesetzt. Bei der Berechnung der Geschwindig¬ 
keiten der Punkte des Balkens kann man annehmen, daß er sich nach einer 
Kurve 


u 


XI* 
48 EJ 





(12.26) 


von der gleichen Form durchbiegt, die auch die statische elastische Linie bei der 
Biegung infolge einer Last X in der Mitte aufweist. Die kinetische Energie des 
Balkens wird dann 


2 gl 


Z/2 

[(—Yd* = 
J \dt) X ~ 


Q (duo 

2 gl \ dt 


Z/2 

/H-4 


dx 


17 Q_ 
35 2g 

17 


dup V 
dt ) 


sein. Hieraus ersieht man, daß die reduzierte Masse des Balkens ^ seiner wirk- 

35 

liehen Masse ausmacht. Die reduzierte Masse ordnet man in der Mitte des Balkens 
an, und darauf bestimmt man die gemeinsame Geschwindigkeit i>o des Balken¬ 
mittelpunktes und der Last P unmittelbar nach dem Schlag (Stoß), wobei man 
das Gesetz über die Erhaltung der Bewegungsgröße anwendet: 



P 

8 


v 0 - 
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Im weiteren lösen wir diese Aufgabe wie auch die vorhergehende [vgl. die 
Formeln (12.24) und (12.25)] und erhalten die größte dynamische Durchbiegung: 

Um« = »O -f 1 /» 0 + 2 «0 ll - -Q • ( 12 - 27 ) 

r 1 + 35 7 

Die Berechnungen zeigen, daß die Werte der reduzierten Masse sich kaum 
ändern, wenn wir an Stelle der statischen elastischen Linie (12.26) eine andere der 
Form nach geeignete Kurve, z. B. eine Sinuslinie benutzen. 


12.4 Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Formänderung in einem elastischen Stabe 

A. Stellen wir uns einen außerordentlich langen Stab vor (Bild 368), an dessen 
linkem Ende plötzlich eine Zug- oder Druckkraft angreift oder auf dessen gleiches 
Ende ein Schlag (Stoß) ausgeübt wird. Untersuchen wir den Fortpflanzungs¬ 
prozeß der Spannungen und Formänderungen längs des Stabes, die anfänglich 
zunächst nur an seinem linken Ende auftreten. Während dieses Prozesses wird 



I dXr+~ 


J 



tu 


EU 


Bild 368 


sich die Spannung o in einem beliebigen Querschnitt in einem Abstande x vom 
linken Ende mit der Zeit ändern, und umgekehrt wird sie sich in einem gegebenen 
Zeitmoment von einem Querschnitt zum anderen ändern. Das gleiche muß man 
über die Formänderungen des Stabes und über die Verschiebungen u seiner 
Punkte sagen, die man als Funktionen von zwei Veränderlichen betrachten muß: 

a{x, t), e(x, t) und u (*, t). (12.28) 

^. ir , a . US dem Stab ein E,eme nt von der Länge dx heraus 
fr 1 d b ’ Die ^ irkun g der abgetrennten Teile im gegebenen Moment auf 
dieses Element ersetzen wir durch Kräfte 


(°+T* d3 ) F - 


oF und 
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worin F die Fläche des Stabquerschnitts ist. Die partielle Ableitung nach x haben 
wir genommen, da das Element in einem gegebenen Moment ^.betrachtet wird 
und t. daher als konstant anzusehen ist. Die Gleichung der Bewegung, des Ele¬ 


mentes ist: 


qF dx 


dhi 
dt 2 



der 

Öx 


dx 


F — aF 


oder 


d 2 u ___ der 

°~dF 


(12.29) 


worin q die Dichte des Stabmaterials ist. Die Spannung a kann man aber durch 
die Verlängerung ausdrücken, nämlich 

a = Es, 

und e durch die Verschiebung der Enden des Elements. Wenn im gegebenen 
Moment das linke Ende des Elements die Verschiebung u aufweist, so hat sich 
das rechte Ende um den Wert . 

, du ; 

“ + 35 dx 


verschoben, worin wiederum die partielle Ableitung nach x genommen ist. Es ist 
klar, daß sie absolute Verlängerung des Elements 



A(dx) = (“ + !;*•) - «■= jj^ 


und die relative 

A (dx) du 

dx Öx 


ist. Daher ist: 

rr F dU 

0 = h —-. 
dx 

(12.30) 

Setzt man diesen Wert in (12.29) ein, so erhalten wir: 



dhc d*u 

Q dt 2 ~ dx 2 


oder 

d*u 2 e*u 

di 2 ~ a da- 2 ’ 

(12.31) 

worin 

a = j/5 ist. 

(12.32) 


Q 


Die Gleichung (12.31) stellt eine partiell« Differentialgleichung dar, die in der 
Physik eine große Rolle spielt 1 ). 


B. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung (von d’Alembert angegeben) ist 
leicht zu finden, wenn man an Stelle von t und x die neuen Veränderlichen £ und 
w einführt: . , , 

_ £ = x — al und tj = x -j~ at. (12.33) 


') Die gleiche Form hat die Schwingungsgleichung einer angespannten Saite. 



426 

Durch Differentiation erhalten wir: 


Dynamische Aufgaben in der Festigkeitslehre 


du du dj du drj _ du du 
dx di dx dr\ dx di dr/' 

du __ du di du drj _ / du du \ 

Tt^TiTt + lhiTt ~ \ di^ drj) a ' 

Wiederholt man die Differentiation, so erhalten wir: 

d 2 u d 2 u d 2 u dhi 

dx 2 ~ di 2 di drj + drj 2 ' 

dht /dhi dhi d 2 u\ 2 

dt 2 ~ \d | 2 di drj + drj 2 ) “ * 


Setzt man diese Werte in (12.31) ein, so bringen wir sie auf die einfache Form: 


dhi 


di di] 


Diese Gleichung ist leicht zu integrieren. Die allgemeinste Form der Funktion 
i ( i , rj), die ihr genügt, ist: 

u = (pd) + <p{rj), 

rorin^ und rp beliebige Funktionen sind. Gemäß (12.33) schreiben wir endgültig: 

u = <p[x — at) + v(x + at). (12.34) 

*ie Form der Funktionen <p und ip kann man aus den Anfangs- und Rand¬ 
edingungen ermitteln, die den Zustand des Stabes in irgendeinem Anfangs- 
toment und die Konstruktion seiner Auflager bestimmen. 

Ohne uns hierbei aufzuhalten, untersuchen wir die partielle Lösung: 

u — <p (x — at) (12.35) 

id stellen den physikalischen Sinn derselben fest. Lassen wir das Argument der 
unktion <p der Bedingung 

x — at = c == const 
ier x = at -f- c 


tsprechen, dann verlangt diese Bedingung offenbar, daß wir einen Querschnitt 
s Stabes betrachten, der sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit o in Rich- 
ng der positiven Ös-Achse bewegt. Es ist dann aber: 

du 

u = <p{c) ■— const und e—^~ <p'(c) = const 

u 
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Folgt man demnach diesem sich bewegenden Querschnitt, so sehen wir, daß in 
diesem immer die gleiche Verlängerung e und gemäß (12.30) auch ein und dieselbe 
Spannung a herrscht. Demzufolge ist 

(12.30) 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Längsformänderungen und der Normal¬ 
spannungen längs des Stabes. Gleichzeitig ist dies die Fortpflanzungsgeschwindig¬ 
keit des Schalls im Stab. Wie man aus (12.36) ersieht, hängt diese Geschwindig¬ 
keit nur vom Stabmaterial ab, nämlich vom Elastizitätsmodul E und von der 
Dichte p, und mit diesen ist sie als eine der stabilen physikalischen Charak¬ 
teristiken jedes elastischen Materials anzusehen. 



C. Wenn E und q für das gegebene Material bekannt sind, so kann man die 
Formel (12.36) zur Berechnung der Schallgeschwindigkeit in diesem benutzen. 
Ersetzt man die Dichte durch das spezifische Gewicht y, wobei 


ist, so erhalten wir: 

Für einen Stahlstab ist z. B. 




•-fr- 


(12.30a) 


7,85 


und wir erhalten: 


E = 2,1 • 10® kg/cm 2 und y — kg/cm 3 , 


•i/2,l • 10 6 • 98 
* ! 7,85 


981 • 10 3 


523000 cra/sec — 5230 m/sec. 


Wenn die Schallgeschwindigkeit im Stab aus einem gegebenen Material auf 
dem Versuchswege gefunden worden ist, so kann man die Formel (12.30a) zur 
Ermittlung des Elastizitätsmoduls des Materials benutzen: 


E — — a 2 . 
g 

Die von uns untersuchte partielle Lösung (12.35) gibt die Schallwelle an, die 
sich in Richtung der z-Achse bewegt. Die andere partielle Lösung 

u = y (x -{- at) y 

die man aus (12.34) erhält, gibt die sich in entgegengesetzter Richtung bewegende 
Welle an, deren Geschwindigkeit gleich -« ist. In einem Stab von endlicher 
Länge bewirken diese beiden Wellen, indem sie von den Enden zurückgeworfen 
werden und sich in umgekehrten Richtungen bewegen, das komplizierte Bild der 
Fortpflanzung der Formänderungen, das unter Absatz A des Kapitels 12.2 
erwähnt wurde. 
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Dynamische Aufgaben in der Festigkeitslehre 


Elastische Schwingungen, die in Maschinen- und Bauwerksteilen auf treten 
können als Ursache von bedeutenden Überbeanspruchungen selbst in solchen 
hallen erscheinen wenn sie nicht durch Stoßwirkungen hervorgerufen werden 
sondern einfach durch irgendwelche Bewegungen der Belastungen (Ansammlung 
von Fahrzeugen oder von arbeitenden Maschinen). Die Theorie der elastischen 
Schwingungen ist daher für den Ingenieur von großem Interesse und daher 
werden dieser besondere Forschungen gewidmet. Siehe z. B. 1 ) 2 ) S. P Tinw- 

Prnf c A» • ne der S chwin g u «gen im Ingenieurfach“, Moskau 193? 

moLf- f hIT r’-’L fi ru f? agen der D y namik der Bauwerke“, Moskau 
1938 ) In diesen Büchern findet man auch Hinweise auf die umfangreiche 
Literatur über die Theorie der Schwingungen; Siehe auch 8 ) Prof. TV. J. Beaxuchow 
..Vorlesunge n über Festigkeitslehre“, Auflage I, Moskau 1940*). ’ 

M Arbeiten Z * B - Prof - Braunschweig: 

M0CKDa ’ 1Wt C - A - »P»*, 

UPO0. H. H. BeayxoB, „JeKann no conpormuieHino MarepHaaofc“ nn>. X. Mockd«, 1040. 
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- des Werkstoffs 332 
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Gesamtlast 136 
Gesamtspannung 14, 211 
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fläche 68 
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Hals (Zapfen) 39, 42 
Haltbarkeit der Konstruktionen 93 
Hauptachsen 110, 368 
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methode 165 
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Kurbelzapfen 374 
Kurve, elastische 239 
Kurve, Euler- 394 

- von Kar mann-Engeaser 395 

L 

Lagerachsen, Abstand der 134 
Lagerbock 129 
Lagerzapfen 374 
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Last, Arbeit der 417 
-, Euler- 385 
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-, gerade gerichtete 165 

-, Kraft- 342 

-, M-, Ordinaten der 147 

-, neutrale 175 

-, Nietriß- 96 
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axiales 108 
des Dreiecks 111 

- C-Eisens 113 

- Kreises 112 

- I -Trägers 113 
-, - Rechtecks 111 

-, ebener Figuren 107, 111 
polares 108 

-, zusammengesetzter symmetrischer 

Querschnitte 112 

verteiltes 162 

Widerstands- 181 

-, plastisches 236, 308 

-, polares 323, 369 

Zentrifugalträgheits-, des Dreiecks 123 
zweiten und höheren Grades 108 
oment(s), Biege-, Wirkungsebene des 368 
Hauptträgheits-, Eigenschaft des 213 
Trägheits-, graphische Ermittlung des 127 


Momente, graphoanalyfcische Ermittlung des 
125 


Momente, Belastung durch 157 
Differenz der Hauptträgheits- 119 
ersten Grades 107 
Flächen-, zweiten Grades 108 
-, ersten Grades 107 
höheren Grades 107 
-, statische 107 

Reaktions-, an der Einspannstelle 326 
statische, in bezug auf die Zentralachsen 
109 


-, Trägheits-, Summe der äquatorialen 115 
Momentenbelastung- 261 
Momentendrehpunkt 134 
Momentengleichung, Drei-, von Clapcyron 


297 


Momentenlinie, Biege-, Konstruktion der 
145 


Drill-, einer Welle 372 
-, Grenz-, Konstruktion der 309 
Momentensatz 107 
Montageungenauigkeiten 60 


N 

Nachteile von Schweißverbindungen 101 
Naht, Schweiß- 100 
-Wölbung (Schweißnaht) 102 
Navier, Spannungsfläche von 14 
Neigungsänderungswinkel der Biegelinie 263 
Neigungswinkel, größter, der Biegelinie 248 

- der Hauptachse 366 

- des Flächenelements 74, 81 

— Hauptflächenelements 211 

-(s) der Tangente an die Biegelinie, Er¬ 
mittlung der 309 
Nettoträgheitsmoment 223 
Nettoquerschnittsfläche 53 
Neuverteilung von Spannungen hei statisch 
unbestimmten Konstruktionen 43 
Newton, 2. Axiom von 17 
Newton, 3. Axiom von 8 
Niet 45, 92, 203, 223 
-, einschnittiger 95 
zweiscbnittiger 95 

—(s), Abscherfestigkeitsbedingung des 94 
Niete, nicht versetzte Anordnung der 96 
Verteilung der 95 

-(n), Berechnung von einschnittigen 97 
—(n), — zweischnittigen 97 
Nietberechnung auf Abscheren 94 

— Lochleibungsdruck 94 
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Nietdurchmesser in Abhängigkeit von der 
Blechdicke der zu vernietenden Teile 95 
Nieterhitfcung 93 
Niethammer 93 

Nietlöcher, Trägheitsmoment der 225 
Nietmaschine 93 
Nietrißlinie 96 

-n, Abstände zwischen den 96 
Nietspannungen, zulässige 93 
Nietträger 223 
Nietverbindungen 92, 93 
zulässige Spannungen für 97 
Nietverbindung von Stahlbauelementen 93 
Nietverteilung 96 ' 

Normalkomponente der mittleren Spannung 

12 

Normalkraft 70, 77, 145, 190 
Normalspannung 13, 17, 70, 145 

- beim einfachen Zug 69 

■— exzentrischen Zug-Druck 355 

- - der Biegung 145 
-, Definition der 13 

-, Ermittlung der größten 92 
-, Formel der 229 . 

-en, Eigenschaft der 210 

-en, Ermittlung der größten 368 

-en, Gesetz der Verteilung der 193, 237 

Normalspannungslinie 355 

Nullinie 341, 349, 366 

- als konjugierter Durchmesser der Träg¬ 
heitsellipse 344 

-, Gleichung der 341, 355, 358 
Pol der 357 

-, Richtung der 342, 344 
Nullpunkt 148 

0 

Oberflächenbedingungen 210 
Ordinate der Ellipse 80 

- des Kreises 80 

—n der M-Linie 147 
Orthogonalnetz 175 

I* 

Paare, Kräfte- 157 
-, -, Belastung durch 157 
—(s), -, Hebelarm des inneren 201 
Parabel, Schwerpunktskoordinaten der 141 
Parallelität der Schubspannungen zur Quer¬ 
kraft 193 

Pnrallelogrammgesetz 13 


Parametergleichungen des Kreises 82 

- einer Ellipse 80 
Pfeilhöhe 240, 248, 253 

-, Größe und Stelle der 253 

-nermittlung 255 

-n und Drehwinkelermittlung 255 

Plastizität 39, 42, 43 

-, Maß der 42 

-stheorie 8 

Platte 208 

-, dünne 208 

Pleuelstange 374 

Poissonsche Zahl 38, 180 

-(n) -, Werte der 75 

-s Verhältnis 180 

Pol 168, 171 

Polabstand 171 

- im Kräftefeld 168, 171 
Pol der Nullinie 357 
Pol, Trägheits- 108 
Polygon, Seil- 145 
Prandtl , Diagramm von 64 
Praxis der Knickberechnung 396 
Presse, hydraulische 28, 30 
Pressung 45 

Prinzip der Addition der Kräftewirkungen 
164 

- Unabhängigkeit der Wirkungen 337 

- von Saint-Venant 22 

Prisma (s), Gleichgewichtsgleichungen des 
elementaren 72, 77 

Profil, dünnwandiges 193, 195, 230, 330 
-, dünnwandige nicht geschlossene 231, 198 
-(n), bei dünnwandigen, Methode von 
Shurawski 230 

Projektionen der Gesamtspannungen 79 
Projektion der Resultierenden, Lehrsatz 
über die 210 

Proportionalität, direkte, zwischen Schub¬ 
spannung und relativem Schub 86 

- zwischen Tangentialspannung und Dreh¬ 
winkel 74 

-sgrenze 234 
—, technische 36, 234 
-skoeffizient 24 
Prüfstab, Einschnürung im 37 
Prüfung der Werkstoffe 28, 34, 44 
Werkstoff-, Maschinen für die 29 
-sdiagramm(s), charakteristische Punkte 
des 36 

Punkt, Schubmittel- 346 

-e im Querschnitt, gefährdete 368 
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Punkte, Verschiebungen der Punkte der 
Balkenachse 128 

~e, "Wende-, der elastischen Linie 389 

0 

Q-Linie, resultierende (Querkraft-) 167 
Querbelastung 162, 345 
-biegung 173, 193, 229, 233, 241 

-mit Längsbiegung 401 

-deformation 73 
-dehnung 23 
-faser 180 
-komponente 351 
-kontraktion 38 
-kraft 141, 143, 336 

—, Differentialabhängigkeiten zwischen Be- 
lastungsgröße, Biegemoment und 152 
—, fiktive 262 
—, positive 143 
—, Querschnitt mit größter 145 
-—linien 145 
-Krümmungsradius 180 
-linien 175 

-schnitt, Balken mit konstantem 19 
—, — veränderlichem 19 

— des Balkens, gefährdeter 368 

— eines geschweißten Trägers 227 

— -, gefährdeter 145,151,156, 216, 344, 351, 
368 

-mit der größten Durchbiegung 254 

-größtem Biegemoment 145 

-größter Querkraft 145 

-, schräger (Spannungen) 69 

—, unsymmetrischer 186 

-(s), Wirtschaftlichkeit eines 185 

—e, Krümmung der 187, 241 
—sermittlung 51 
—sfläche, Gesetz der Änderung 68 

-, relative Einschnürung der 42 

-sformen von Trägern, zweckmäßigste 

185 

—skern 361 

-(s), Konstruktionsmethode des 362 

Qüerverformung, relative 180 
Querzusammenziehung 38 
Quetschung (Pressung) 43, 45 

R 

Radius dea Querschnittskern« eines Ring- 
Querschnitts 364 

—, Krümmungs-, der neutralen Faser eines 
Balkens 177 


[ Radius, Trägheits-119 
i -vektor des Flächenelements 315 
Raleigh, Methode von 298 
Randbedingungen 387 

- an den Balkenenden 249 

- des Balkens 245 

Reaktion, Auflager-, der Wellenlager 376 
-, -, eines Balkens 128, 129, 131, 134, 136, 
158,167 

-, -, - durchlaufenden Balkens 305 

-, -, einer starren Einspannuhg 129 

-, -, fiktive 294 

-, -, negative 129 

-, -, positive 129 

-(en), - (Stabschemata) 130, 132 

- der Feder 416 
-, elastische 422 

- smoment 130,158, 374, 389 

- smomente an der Einspannstelle 326 
Rechteck(s), Trägheitsmoment des 110 
Rechteckquerschnilt(s), Kern eines 363 
Rechtsschraubensystem 142, 143, 334 

- der Koordinatenachsen 340 
Reduzierte Massen 421 

Reduzierung der Massen, Methode der 423 
Regel zum Auffinden der Gesamtspannung 
81 

Reibungskräfte in Nietverbindungen 93 
Resal, Zirkel von 241 
Resultierende der Belastung 6 

- Schubspannung 230 

- Zug- und Druckkräfte 203 
-nlage im Kräftefeld 168 
Richtung der Hauptachsen 116 

- Hauptzentralträgheitsachsen 114 

- Schubspannungen bei der Biegung 230 
-nicht geschlossener dünnwan¬ 
diger Profde 198 

- des Flächenelements 81, 215 
Richtungen der Hauptflächenelemente 214 

- Hauptspannungen 220 

- Spannungen 1% 

-, Druck in drei 87 
-, - in zwei 77 

-, Zug in drei 87 

Riemenübertragung, Schwungscheibe mit 
274 

Riemenzüge 371 

Ring, in Drehung versetzter 411 
-(es), Stabilität eines 379 
-(es), Trägheitsmoment des 364 
Ringquerschnitt 324, 369 
-(s), Kern eines 364 
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Rißlinie, Niet-, Abstände der 96 
Rittersche Schnittmethode 52 

S 

Säule (exzentrischer Druck) 356, 360 
Saint Venant 22, 328 
Satz, Steinerscher 109 
Segmenthälfte, Schwerpunkt der 141 
Seilkurve für fiktive Momentenbelastung 

276 

Seilpolygon 145,167 

Seite, geometrische, einer Aufgabe 7 

-, physikalische, einer Aufgabe 7 

statische, der Aufgaben der Festigkeits¬ 
lehre 7 

-, statische einer Aufgabe 7, 25 
Setzkopf (von Nieten) 93 
Setzkopfhalter 93 
Shurawski, Lehrsatz von 153 

Methode von, bei dünnwandigen Profilen 
230 

Sicherheit 46, 48 

- einer Konstruktion 46 
Sicherheitsgrad 48, 64, 234, 298, 396 

- des gesamten Balkens 235 
Sicherheitskoeffizient, zusätzlicher 397 
Sicherheitsbeiwert (-koeffizient) 48 
Slawjanow (Schweißen) 100 
Spannung als Vektor 13 

- an der Bruchgrenze 38 
Dimension der 24 
Druck- 24 

-, Festlegung der zulässigen 64 
Gesamt- 13, 78 

Projektionen der 79 
-, Größe der zulässigen 46 
größte 71,191, 214, 217 
-, Haupt- 78, 87, 207, 212, 215, 217 
größte 217 

in schrägen Schnitten 69, 71 
-, kritische, beim Druck 393 
—, Messung der 14 
—, mittlere 12 

-, Normal- 12, 14, 78, 86, 208, 213, 215, 
217 

-, örtliche 45 

rechnerische tangentiale 217 
-, schnell sich ändernde.53 
Schrumpf- 101 
Temperatur- 27 

—, tangentiale 12,13, 18, 71, 74, 89, 84,194, 

202 


Spannung bei der Biegung 186, 323 
-, bei der Drillung 314, 319, 323, 329 
-, größte 71, 78, 207, 212, 320, 323 
vorhandene 62 
Wahl der 46 
wahre 38 

Wert der wahren 38 
Zug- 24, 174 

zuverlässige 46, 62, 183, 202, 334 
-(en) 12, 173 

-(en), Vor- (Anfangs-) 53, 101 

-(en), -, bei der Biegung 183 

Spannungen an einem beliebigen Flächen- 


- schrägen Flächenelementen 69, 78 
-, Ausgleich von 53 

- bei der Drillung dünnwandiger Profile 331 
-, dynamische 415 

- eines runden Versuchskörpers 35 


-, Haupt-, Differenz der 78 

- in den Flanschen 231 

- infolge Bewegung 406 

- Stoß auf elastischen Balken 414 

- in schrägen Schnitten 320 


-, Konzentration der 52, 196 
—. kritische 394, 396 

-, Neuverteilung der, in statisch unbestimm¬ 
ten Konstruktionen 43 


örtliche 45 

-, Richtungen der 72 
-, Schub-, bei der Biegung 187 
-, Gegenseitigkeit der 85 
-, -, größte 207 

-, Schub-, Hookesches Gesetz für 73 

-, -, Überprüfung der 201 < 

-, -, Verteilung der 193 

- und Formänderungen, Abhängigkeit von 17 
-, Wahl der zulässigen 93 

-, zulässige für Nietverbindungen 97 
-, für Schweißnähte 103 
Spannungsänderung, Gesetz der 79 
-, Methode der geometrischen Darstellung 
der 82 

Spannungsellipse 80, 81, 213 
Spannungserhöhung 37 
Spannungsfläche 13 

- von Navier 14 
Spannungstrajektionen 215 
Spannungsuntersuchung an schrägen Flä¬ 
chenelementen 83 

-, optische Methode der 79 
Spannungsverteilung, Gesetz der 145 

- im Trägerflansch 196 
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Spannweite 133 

Spannungszustand(s), allgemeiner Fall des 
84 

allgemeine Untersuchungsmethode 71 

- (s) Bild des 221 

- des Balkens 22 

ebener 86, 87, 88, 207, 213 
-, räumlicher 86 
-, verallgemeinerter ebener 208 
-, Vorzeichen beim ebenen 88 
Spiegelgerät 31, 32 
Sprödigkeit 42, 43,.44 

Summe der äquatorialen Trägheitsmomente 
115 

-Normalspannungen an zwei beliebigen, 

senkrecht zueinander stehenden Flächen¬ 
elementen 213 

Summenwerte der Dehnung in drei Rich¬ 
tungen 89 

Summierung, algebraische, der Schub¬ 
spannungen 86 
Superpositionsgesetz 164, 336 
System, Grund-, statisch bestimmtes 284, 
297 

- (der Achsen), Rechtsschrauben- 142 
statisch bestimmtes 284 

-, (mechanisches), veränderliches 60 
Systeme, Berechnung statisch unbestimm¬ 
ter 63 

-, Besonderheit statisch unbestimmter 58 
-, Temperatureinfluß auf statisch unbe¬ 
stimmte 59 

SCH 

Schaftdurchmesser des Rohnietes 93 
Schallgeschwindigkeit im Werkstoff 427 
Schallwelle 427 
Scheibe 132 

Schema eines Spiegelgerätes 31 
-, fiktives, bei der Berechnung von Balken 
309 

- für Auflagerstäbe 131 
Scherspannung, zulässige 94 

-, -, bei der Biegung von Holz 202 
Schicht, elastische 235 
—, neutrale 175 

Schiebung 16, 17,18, 69, 192,193 
-en, Verteilung der 328 
Schlagwirkung (Stoß) 415 
-, Biegung bewirkende 419 
Druck bewirkende 415, 419 
-, Zug bewirkende 419 
-en 415 


Schlankheit des Stabes 393 

Schlankheitsgrad 393, 394 

Schließkopf (von Nieten) 93 

Schlitznaht 101 

-, Berechnungsfläche der 102 

Schlußlinie 170, 277, 281 

Schnitte (n), Spannungen an schrägen 320 

Schnittfläche 12 

Schnittkräfte 141 

Schnittmethode 9 

-, Rittersche 52 

Schraubenfeder 332 

-n, Berechnung von 332 

Schraubenlinie 332 

Schub 15, 18, 69, 192 

-, absoluter 16 

-beanspruchung, Berechnung auf 93 
-berechnung 93 

- in reiner Form 321 
-mittelpunkt 346 
—, Abstand des 232 

- modul (G) 75 

-, reiner 83, 84, 220, 317, 320 
-, relativer 16, 17, 73, 316 
Schubspannung 12, 17, 18, 73, 145, 313 

- bei der Biegung 145 

- bei der Drillung 318 

-, Hookesches Gesetz für 73 
-, Resultierende der 230 
zulässige 93 
Schubspannungen 333 
-, Änderungsgesetz der 188 

- an Flächenelementen 78 

- bei Biegung 187 

- der Biegung eines dünnwandigen Profils 
231 

-, Richtung der 230 

. — gewöhnlichem Verhältnis zwischen Q 
und M 219 

- reiner Biegung 176 
-, Ermittlung der 227 
-, — größten 368 

-, Gegenseitigkeit der 85, 320 

Gesetz der Gegenseitigkeit der 85, 187 
— Verteilung der 315 
gleichmäßige Verteilung der 92 
größte 207, 368, 373 
-, -(n), Formeln der 374 

- im elastisch-plastischen Arhcitssladium 
237 

-im Querschnitt, Strom der 231, 233 

- in den Diametralebenen 321 
-Stegen und Flanschen 231 
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Schubspannungen infolge eines Drill¬ 
moments 368 
Theorie der 173 
-, Überprüfng der 201 
-, "Verteilungen der 193 
Schubspannungsermittlung 199 
Schubspannungslinie des Steges 197 
-n bei Torsion 320, 324 
Schubspannungsrichtung bei der Biegung 
nicht geschlossener dünnwandiger Profile 
198 

Schubspannungsverteilung beim Abscheren 
94 

Schubwinkel 15, 16, 74, 316, 317 
Verzerrungen der 15 
Schubtheorie 321 
-, Kontrolle der 321 

Schutz des abschmelzenden Elektroden- 
mctalls 103 

Schwächung des Gurtes 225 

— Querschnitts 53, 223 
Schwedler, Lehrsatz von 153, 292 
Schweißnaht 100 

-, Berechnungsdicke der 101, 103 
-, Berechnungsfläche der 102 
-, Berechnungslänge der 102 
Flankenkehl- 101 
Kehl- 101 
-, Schlitz-102 
schräge 103 
Stirnkehl-101 

-Spannungen, zulässige, bei wechselnder 
oder schwellender Belastung 103 
Schweißnähte, zulässige Spannungen für 103 
Schweißung, Elektro- 100 

— von Stahlkonstruktionen 100 
Schweißraupe, Wölbung der 101 
Schweißverbindungen 100 

— bei wechselnden Belastungen 1 
—, Grundformen von 101 

Nachteile von 101 

Schwerkraft, Beschleunigung der 406 
Schwerpunkt des parabolischen Dreiecks 
(Hohlparabel) 141 

— der Segmenthälfte 141 
Schwerpunktskoordinate der Belastungs¬ 
fläche 139 

-n 107 

-n, der Parabel 141 
Schwingung, harmonische 416 
Schwingungen, elastische 415, 427, 428 
—, -(n), Theorie der 428 

— der Feder 416 


Schwingungsgleichung einer angespannten 
Saite 425 

Schwungscheibe 374 

Schwungscheibe mit Riemenübertragung 
374 

ST 

Stab 19 

-, Auflager-, eines Balkens 130 
-, dünner (Knickung) 380, 389 
-, gerader elastischer 379 
-, in Drehung befindlicher 412 
Stabendenbefestigung von Knickstäben 389 
Stabenden, Drehung der 389 
Stabquerschnitt, Wahl der 64 
Stabilität 186, 393 

- eines Balkens 378 

- Ringes 379 

- elastischer Gleichgewichtsformen 377 
-, - Systeme 377 

-, Sicherung der 186 
-sverlust 237, 396 

Stahlbauelemente (n), Nietverbindungen von 
93 

Stahl, mechanische Eigenschaften 24, 35, 48 
-(s), Fließen des 37 
Stadium, elastisch-plastisches 237 
Standsicherheit, Theorie der 7 
Stange, Stoß- (Pleuel-) 374 
Starrheit des Balkens 7 
Statik, Gleichgewichtsbedingungen der 9 
Mangelhaftigkeit der 6, 10 
Steg des Trägers 227 
-, Hauptspannung im 227 
-(es), Schubspannungslinie des 197 
-Schwächung 225 
Steifigkeit bei der Biegung 179 

- des Balkens 7, 25, 207 

- rechteckigen Querschnitts bei der Dril¬ 
lung 329 

Drillungs-, von runden Balken 319 

- einer Welle 324 

- eines Balkens 6, 7, 183 

-bei der Biegung 179 

-Drillung 319, 329 

-mit veränderlichem Querschnitt 207 

Steinerscher Satz 109 
Stelle mit größter Durchbiegung 248 
Stetigkeitsbedingung 240 
Stetigkeit, Abhängigkeit zwischen Krüm¬ 
mung, Biegemoment und 241 
Stirnkehlnaht 101 
—länge 104 

Zerstörung der 103 
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Stoß 415 

- auf elastischen Balken, Spannungen in¬ 
folge 414 

Stoßbeanspruchung, Masse eines Körpers 
bei 420 

Stoßbelastung 43 
Stoßstange (Pleuel-) 374 
Stumpfstoßverbindung 101 

- von Blechen 95 
Stütze, Stabilität einer 38 
Stützmauer 364 
Stützmomente 160 
Stützmomentenlinie 166 
Stützweite 132,136 
Stützweite eines Balkens 132 
Stützwand, exzentrischer Druck einer 360, 

364 

T 

Tangente an die Biegelinie 240 
Tangentialkomponente der mittleren Span¬ 
nung 212 

Tangentialkraft 70, 77,145,190 
Tangentialspannyng 13, 70, 73 

- am Flächenelement 71 

Definition der 13 
-en an zwei Flächenelementen 71 
-en beim einfachen Zug 69 
-en, größte 71 
-en, Wechselwirkung der 71 
Temperatureinfluß 27, 46 

- auf statisch unbestimmte Systeme 58 
Temperaturspannungen 27 
Tensometer 31, 32 

Theorie, Biege-, Aufgabe der 128 

- der Biegung und Verdrehung 107 

- der Formänderungen 5 

- der Schubspannungen 173 

- der Stabilität 7 

- der Standsicherheit 7 

- der Trägheitsmomente 213 

- des ebenen Spannungszustandes 213 
-, Elastizitäts- 2, 8,194, 243 

Festigkeits- 7, 79, 88, 92, 370 
-, geometrische, über Formänderungen 5 
Knick-, Engessers 395 
Molekular- 8 
Plastizitäts- 2, 8 
Tetmajer-Jas8inski 397 
Tragfähigkeit 62, 63, 234, 306 
Berechnung von Balken auf Grund ihrer 


Tragfähigkeit eines Fachwerks 63 

- eines statisch unbestimmten Systems 62 

- eines Systems 62 

- sausnutzung 307 

- serschöpfung eines Balkens 236 
Trajektorien der größten Schubspannungen 

222 

- der Hauptzugspannungen (Haupldruck-) 
221, 222 

Trajektorie, Spannungs- 215, 222 

Transmissionswelle 324 

-n, Berechnung von 337 

Träger, Berechnung zusammengesetzter 203 

-, Frei- 245 

-, genieteter 224 

-(n), Wirtschaftlichkeitsgrad von 185 
—(s), Steg des 224 

Trägerflansch, Verteilung der Spannungen 
im 196 

Trägheitsachsen, zentrale 108 
Trägheitsasymmetrie, Achsen der groß ten 118 
Trägheitsebenen, Haupt- 110 
Trägheitsellipse 120, 344 

- eines Trapezes 124 
Konstruktion der 125 

-, Nullinie als konjugierter Durchmesser 
der 344 

Trägheitskraft 406, 410, 413, 414, 415 
Trägheitskräfte 7 
-, Belastungen durch 413 
-, Einfluß der 324, 421 
Trägheitsmoment 107 
-, axiales 108 

-, äquatoriales 108, 124, 178 

- des Dreiecks 111 

- des elastischen Kerns 238 

- des Kreises, äquatoriales 112, 122 

- des Kreises 112 

- des Rechtecks 110 

- eines C-förmigen Querschnitts 113 

- eines Ringes 364 

- Netto- 223 

-, polares 108, 319 
—(s), angenäherter Wert des 127 
-(s), graphische Ermittlung des 127 
-(s), Größtwert des 117 
—(sj, Kleinstwert des 118 
-e, äquatoriale (n), Summe der 115 
-e, -, Verfahren zur Berechnung der 114 
-e bei einer Drehung der Achsen 114 
-e-, Berechnung der, von Querschnitten 
mit komplizierten krummlinigen oder 
anderen Umrissen 125 
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Trägheitsmomente der Lochflächen 223 

-e der Nietlöcher 225 

-e, Haupt-, Differenz der 119 

~e in bezug auf gedrehte Achsen 115 

-e, Summe der äquatorialen 213 

-e von Walzprofilen (aus Stahl) 113 

Trägheitsradius 120, 393 

- eines Ringes 364 

Trefjzt 331 

Trennung der Veränderlichen, Methode der 
382 

Torsion 233, 323 
-sspannungen 234 

-slheorie 319 t 

T-Verbindungen beim Schweißen 101 

U 

Unabhängigkeit, der Wirkungen, Prinzip der 
337, 382, 404 

Unbekannte, überzählige 284 

-(n), Ermittlung der überzähligen 287 

Unbestimmtheit der elastischen Linie 385 

-Konstanten 385 

statische 6, 9, 54, 62, 306, 311 
-, -n, Reduzierung der 307 
Unbeweglichkeit des Balkens 130 
Ungenauigkeiten der Ausführung 60 
—, Einfluß von 60 
Unhomogenität des Werkstoffs 36 
Untersuchung, angenäherte, der Schub¬ 
spannungen bei der Biegung 187 
- des Spannungszustandes 213, 215 
—smethode des Spannungszustandes, all¬ 
gemeine 71 

Unveränderliehkeit, geometrische, des Bal¬ 
kens 132, 311 

Überbelastung eines Knickstabes 393 
Überlagerungsmethode, Konstruktion der 
Kennlinien mit Hilfe der 165 
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